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Notationen 

Beim Studium der Arbeit wird dem Leser empfohlen, die folgenden Hinweise zu berück-

sichtigen: 

• Alle im Fließtext und in den Fußnoten, nicht aber im Rahmen der Zitation, verwen-

deten Eigennamen von Personen, Firmen, Produkten etc. werden in KAPITÄLCHEN 

geschrieben. 

• Alle im Fließtext in kursiver Schrift erscheinenden Ausdrücke sind für den jeweili-

gen Abschnitt als besonders bedeutsam einzustufen. Ebenfalls in kursiver Schrift 

erscheinen alle mathematischen Beweisführungen. 

• Die in der Arbeit verwendeten Produkt- oder Systemnamen werden nach bestem 

Wissen mit dem Trademark- (™) bzw. (®) oder dem Copyright-Zeichen (©) verse-

hen. 

• Das Abkürzungsverzeichnis enthält alle in der Arbeit verwendeten Abkürzungen 

und berücksichtigt daher auch jene Abkürzungen, die im aktuellen DUDEN Band 1 

erläutert sind. 

• Für die World Wide Web-Adressen, die in der Arbeit aufgeführt sind, kann trotz 

sorgfältiger Überprüfung keine Gewähr übernommen werden, da sich diese jeder-

zeit ändern können. 

• Die URLs von Internetquellen werden in den Fußnoten und in dem Literaturver-

zeichnis stets in gesamter Länge zitiert. 

• Alle verwendeten Währungscodes entsprechen der ISO-Norm 4217 (three-alpha 

code) und stehen für: EUR = Euromitgliedsländer, Euro, USD = United States of 

America, Dollar etc. 

• Das Internet und die Literatur sind stark geprägt von (Fach-)Begriffen in englischer 

Sprache. Aus diesem Grund werden auch in dieser Arbeit überwiegend die entspre-

chenden englischen (Fach-)Begriffe verwendet. 

• Die Zitation von Literatur erfolgt in den Fußnoten unter Verwendung von Kurzti-

teln. Sämtliche Kurztitel sind im Literaturverzeichnis nochmals aufgeführt. 
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1 Einleitung 
11 Problemstellung und Zielsetzung 
Collateralized Debt Obligations (CDOs) stellen ein – insbesondere in jüngerer Zeit1 – stark 

wachsendes Segment der Asset-Backed Securities dar. Der Begriff der Asset-Backed Secu-

rities ist historisch zu sehen und umfasst nach klassischer Vorstellung Wertschriften, deren 

Bedienung durch einen rechtlich verselbständigten, diversifizierten Pool möglichst homo-

gener Aktiven gesichert wird, wobei der Pool der Aktiven mit den im Rahmen der Emissi-

on der Wertschriften zugeflossenen liquiden Mitteln durch eine eigens zu diesem Zweck 

gegründete Gesellschaft erworben wurde.2 Im Fall von CDO-Transaktionen stellen die 

Wertschriften schuldrechtliche, an organisierten Kapitalmärkten platzierte Finanztitel dar. 

Die als Sicherheit dienenden Aktiven sind Kredite, die zumeist von Kreditinstituten syndi-

ziert worden sind. Kreditinstitute können mit CDOs im Rahmen der Risikosteuerung von 

Kreditportfolios unerwünschte Risikopositionen unter Einbeziehung des organisierten Ka-

pitalmarktes veräußern und über anschließende Investments gewünschte Rendite-

Risikostrukturen aufbauen. Mit der Entwicklung von Kreditderivaten – insbesondere von 

Credit Default Swaps (CDS) – eröffneten sich neue Möglichkeiten der Ausgestaltung von 

CDO-Transaktionen. Kreditrisiken bzw. spezifische Teile des Kreditrisikos lassen sich mit 

diesen Instrumenten von den Krediten separieren, an eine Zweckgesellschaft veräußern 

und durch die Emission von CDOs am organisierten Kapitalmarkt platzieren. Als Sicher-

heit für die Bedienung der CDOs dienen nun die durch die Zweckgesellschaft risikofrei 

angelegten Emissionserlöse, nicht die als Underlying herangezogenen Kredite. Der Begriff 

der Asset-Backed Securities als Oberbegriff ist streng genommen insofern verfehlt, als die 

Begriffskomponente der Assets auf die risikobehafteten Kredite und nicht auf die risiko-

freien Anlagen der Zweckgesellschaft verweist. Dennoch ist die Performance der CDOs – 

wenn auch nur über den Umweg der Kreditderivate – wie bei klassischen Strukturen an die 

Performance des Forderungspools gekoppelt. Man spricht bei diesen neueren Formen von 

synthetischen Strukturen. 

Während auf dem U.S.-amerikanischen CDO-Markt klassische CDO-Strukturen dominie-

ren, ist der europäische CDO-Markt stark geprägt von synthetischen Strukturen.3 Im letz-

ten Jahr betrug der Anteil synthetischer CDOs am europäischen CDO-Markt ca. 40 %. In 

Deutschland überwiegen sogar mit der Verbriefungsplattform PROMISE der KfW die syn-

thetischen Transaktionen. Über die Verbriefungsplattform PROMISE werden vorwiegend 

                                                           
1  Vgl. J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 6-13. 
2  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 27-32; S. Kümpel (2004), Bank- und Kapitalmarktrecht, 

S. 1838 f. (14.48-14.50) u. S. 1841 f. (14.58-14.60). 
3  Vgl. O. Cousseran und I. Rahmouni (2005), The CDO market, S. 50. 
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Bankkredite an deutsche mittelständische Unternehmen4 synthetisch verbrieft und über den 

organisierten Kapitalmarkt einer breiten Anlegerschicht auch aus dem Ausland zugänglich 

gemacht. Der Erfolg der Verbriefungsplattform PROMISE unterstreicht die Bedeutung der 

CDOs zur (synthetischen) Investition in sonst illiquide Vermögenswerte und schwer zu-

gängliche Branchen. Damit einhergehend kommt ihnen mit wachsender Transaktionszahl 

in zunehmendem Maße eine Indikatorfunktion für die Qualität mittelständischer Kredit-

portfolios zu.5 

Asset-Backed Securities haben vermehrt die Aufmerksamkeit der Aufsichtsbehörden auf 

sich gezogen. Insbesondere die Bankenaufsicht musste des Öfteren beobachten, dass Kre-

ditinstitute mit CDO-Transaktionen erfolgreich vorzuhaltendes regulatorisches Eigenkapi-

tal zur Abdeckung unerwarteter Verluste durch schlagend werdende Kreditrisiken redu-

zierten, ohne im selben Maße Kreditrisiken zu vermindern.6 Daher hat das Basel Commit-

tee on Banking Supervision (BCBS) in der neuen Eigenkapitalverordnung des BCBS (Ba-

sel II) ein spezielles Framework für ABS-Transaktionen verfasst, wonach „regulatory capi-

tal requirements on exposures arising from traditional and synthetic securitisations“7 zu-

künftig weitgehend eigenmittelarbitragefrei zu bemessen sein werden. Im Rahmen von 

synthetischen Transaktionen werden häufig lediglich die Mezzanine-Tranchen am Kapi-

talmarkt platziert. Die Risiken der Junior-Tranchen verbleiben oft beim Originator, was 

den Aufsichtsbehörden – neben der Zusammensetzung der verbrieften Kreditportfolios – 

Sorge bereitet: „A supervisory concern with synthetic securitisations is the relative ease 

with which they permit banks to transfer the credit risk associated with higher quality as-

sets while remaining exposed to those of higher risk.“8 Zudem ist die aufsichtsrechtliche 

Behandlung der (Super-)Senior-Tranchen problematisch. Diese werden wie die Junior-

Tranchen regelmäßig vom Originator einbehalten, sind daher nicht durch anerkannte Ra-

tingagenturen geratet und werden regelmäßig durch Credit Default Swaps gesichert. Das 

Basler Framework für Asset-Securitisation stellt jedoch sowohl im Standardansatz als auch 

                                                           
4  Den Kriterien zur Abgrenzung mittelständischer Unternehmen des INSTITUTS FÜR MITTELSTANDSFOR-

SCHUNG (IfM) folgend, existieren in Deutschland über 3 Mio. mittelständische Unternehmen, die 70 % 
der Arbeitnehmer in Deutschland beschäftigen. Ein Unternehmen zählt zum Mittelstand, wenn die Um-
sätze 50 Mio. EUR nicht überschreiten und nicht mehr als 499 Mitarbeiter beschäftigt werden. Vgl. 
J. Thym und I. Barbour (2002), KfW’s Promise programme, S. 3 u. 6. 

5  Vgl. D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 649. 
6  Die Senkung des vorzuhaltenden regulatorischen Eigenkapitals pro Einheit ökonomisches Kreditrisiko 

(z. B. CVaR) wird auch als Eigenmittelarbitrage bezeichnet. Für eine Diskussion am Beispiel einer 
CDO-Transaktion des PROMISE-Programms der KfW vgl. S. Jortzik und B. Müller (2002), Kreditrisiko-
minderungstechniken und Kreditderivate, S. 21-24. 

7  BCBS (2004), Basel II, Abs. 538. Siehe zur Definition synthetischer Verbriefungen i. S. d. BCBS eben-
da, Abs. 540. 

8  BCBS (2001), 1st Working paper on securitisation, S. 19. 
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im Internal ratings-based (IRB) Approach for Securitisation Exposures vorrangig auf ex-

terne Ratings ab. Für (Super-)Senior-Tranchen sieht das BCBS ein Look-through Treat-

ment vor, bei dem die Eigenkapitalunterlegung nach Maßgabe der durchschnittlichen Kre-

ditportfolioqualität erfolgt.9 Beim IRB-Ansatz kann bzw. muss unter bestimmten Voraus-

setzungen ein sog. Inferred Rating abgeleitet werden.10 Kann kein Inferred Rating verge-

ben werden, sieht das BCBS zur Bestimmung der Eigenkapitalunterlegungspflicht eine 

sog. Supervisory Formula vor. Das BCBS ist zum gegenwärtigen Zeitpunkt nicht bereit, 

den Kreditinstituten – wohl aber den Ratingagenturen – die Ermittlung des Kreditrisikos 

einzelner Tranchen mit Hilfe von Kreditportfoliomodellen zu gestatten.11 Zu groß ist die 

Sorge bzgl. der Qualität und Heterogenität derzeitiger Kreditrisikoportfoliomodelle sowie 

der Fähigkeit der Kreditinstitute, notwendige Modellparameter verlässlich und für die 

Bankenaufsicht nachvollziehbar zu schätzen. 

Die seitens der Ratingagenturen verwendeten Modelle unterscheiden sich insbesondere in 

der Art und Weise der modelltheoretischen Abbildung des zu verbriefenden Forderungs-

pools. Dabei werden z. T. erhebliche Vereinfachungen vorgenommen. 

Die BET-Methode12 von MOODY’S transformiert ein heterogenes Kreditportfolio13 mit 

abhängigen Ausfallereignissen in ein homogenes Kreditportfolio mit unabhängigen Aus-

fallereignissen. Basis der Transformation bilden MOODY’S Weighted Average Rating Fac-

tor und MOODY’S Diversity Score des Forderungspools.14 MOODY’S kann anschließend 

wegen der (hergestellten) Unabhängigkeit der Ausfallereignisse verschiedenen Default-

Szenarien mit Hilfe des Binomialkoeffizienten der Binomialverteilung Eintrittswahrschein-

lichkeiten zuordnen. 

Auch das Ratingverfahren von FITCH ermittelt zunächst die durchschnittliche Portfolioqua-

lität.15 Auf der Basis der durchschnittlichen Portfolioqualität wird in Abhängigkeit des 

Zielratings der jeweiligen Tranche eine sog. gestresste Ausfallrate ermittelt, welche den 

Anteil der Defaults am Volumen des Forderungspools angibt und somit das Credit Enhan-

                                                           
9  Vgl. BCBS (2004), Basel II, Abs. 573. 
10  Vgl. BCBS (2004), Basel II, Abs. 617. 
11  Vgl. BCBS (2002), 2nd Working paper on securitisation, Abs. 7. 
12  Abk. f. Binomial Expansion Technique. 
13  Für homogene Kreditportfolios wurde von MOODY’S die lognormale Methode entwickelt. Vgl. dazu 

P. Mazataud und C. Yomtov (2000), Die lognormale Verteilung in der ABS-Analyse. 
14  Vgl. überblickshalber T. Heidorn und L. König (2003), CDOs, S. 15-24. Siehe auch A. Cifuentes und 

G. O’Connor (1996), BET, S. 2 (MOODY’S Report). 
15  Vgl. P. Cogan et al. (2000), Rating criteria for CDOs, S. 2-8 (FITCH Report). R. Hrvatin, H. Katz und 

J. Schiavetta (2000), Rating criteria for ABS/MBS CDOs, S. 2-7 (FITCH Report). 
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cement Level determiniert.16 Die auf einen 10-Jahres-Horizont zielenden gestressten Aus-

fallraten basieren auf historischen Beobachtungen17 von FITCH und sind mit einem Lauf-

zeitanpassungsfaktor in Abhängigkeit der Laufzeit der Transaktion zu skalieren. Damit 

basiert das Rating von FITCH, ebenso wie das Rating von MOODY’S, auf einem homogeni-

sierten Kreditportfolio. 

STANDARD & POOR’S hingegen ermittelt die Verlustszenarien mit Hilfe der Monte-Carlo-

Simulation. Das als CDO EVALUATOR™ umgesetzte Konzept basiert auf dem einfachen 

Unternehmenswertansatz nach BLACK, SCHOLES & MERTON, wonach ein Kredit ausfällt, 

wenn die Vermögensgegenstände des Schuldners im Fälligkeitszeitpunkt nicht mehr aus-

reichen, um die Schulden zu tilgen.18 Abhängigkeiten zwischen einzelnen Ausfallereignis-

sen im Referenzportfolio werden durch Korrelationen zwischen den Wertentwicklungen 

der Vermögensgegenstände der jeweiligen Schuldner explizit erfasst. Der wesentliche Vor-

teil aller Unternehmenswertmodelle ist die ökonomische Interpretierbarkeit der Ausfaller-

eignisse. Nachteilig ist die vor allem bei erweiterten Unternehmenswertmodellen aufwen-

dige Modellierung der Passiva der Schuldner. Problematisch erweist sich regelmäßig die 

Behandlung zwischenzeitlicher Tilgungs- und Zinszahlungen, wie sie üblicherweise im 

Rahmen von Bankdarlehensverträgen vereinbart werden. Die hohe Komplexität der Unter-

nehmenswertmodelle zieht eine Umsetzung mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation meist 

zwingend nach sich. Monte-Carlo-Simulationen sind jedoch zeitaufwendig und weisen 

Simulationsfehler auf. Wünschenswert sind daher analytische, zumindest jedoch auf nume-

rische Verfahren zurückgreifende semi-analytisch rechenbare Modelle. 

In der wissenschaftlichen Forschung wurde in jüngerer Vergangenheit verstärkt die Ver-

wendung alternativer multivariater Verteilungen für Kreditausfallzeiten zur Risikoanalyse 

und Bewertung von Basket Credit Derivatives und CDOs diskutiert.19 Im Mittelpunkt stan-

den dabei die verteilungsinhärenten Abhängigkeitsstrukturen und ihre Auswirkungen auf 

die Kreditrisikomessung derivativer Strukturen. Um semi-analytisch rechenbare Modelle 

konstruieren zu können, wurde zumeist auf Faktoransätze mit bedingt unabhängigen Aus-

                                                           
16  Soll bspw. eine 10 Jahre laufende Tranche mit einem „AAA“-Rating versehen werden, ist bei einer 

durchschnittlichen Portfolioqualität mit einer gestressten Ausfallrate von 14 % zu rechnen und das Credit 
Enhancement Level der Tranche entsprechend hoch anzusetzen. Vgl. zu diesem Beispiel M. Schmidt-
chen und H. Krämer-Eis (2002), CDO-Ratings der Agenturen, S. 3. 

17  Die Ausfallraten für ein AAA-Zielrating basieren auf Beobachtungen der Performance von Kreditportfo-
lios zur Zeit der Weltwirtschaftskrise 1929. Vgl. M. Schmidtchen und H. Krämer-Eis (2002), CDO-
Ratings der Agenturen, Fn. 11. 

18  Vgl. S. Bergman (2001), CDO Evaluator. 
19  Vgl. konzeptionell D. Li (2000), On default correlation, S. 48-51; U. Cherubini, E. Luciano und W. Vec-

chiato (2004), Copula methods in finance, S. 202-210. 
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fallereignissen zurückgegriffen. LAURENT & GREGORY analysieren Basket Credit Derivati-

ves und CDOs mit GAUSSian und Archimedian Factor Models.20 GAUSSsche Faktormodel-

le sind weit verbreitet und sowohl mit dem einfachen Unternehmenswertansatz als auch 

mit dem Modell CREDITMETRICS™ von J. P. MORGAN kompatibel. Archimedische Fak-

tormodelle zeichnen sich durch eine große Vielfalt der modellierbaren Abhängigkeitsstruk-

turen aus. Häufig zur Kreditrisikomodellierung herangezogene Vertreter sind das CLAY-

TON- und das GUMBEL-Modell, da mit diesen den extremen Ausfallereignissen vergleichs-

weise hohe Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden können.21 Problematisch ist die 

Auswahl des „richtigen“ Modells. Erschwerend für eine Entscheidung ist, dass viele der 

theoretisch denkbaren multivariaten Verteilungen für Kreditausfallzeiten kaum ökono-

misch interpretierbar sind. BLUHM22 und MASHAL, NALDI & ZEEVI23 konzentrieren sich 

dagegen auf den Unternehmenswert als den zentralen Kreditrisikofaktor und modellieren 

dessen Verteilung – ebenfalls mit dem Ergebnis höherer Wahrscheinlichkeiten für extreme 

Kreditausfallereignisse – mit STUDENT-t24 Faktormodellen. GREENBERG ET AL.25 untersu-

chen, inwieweit STUDENT-t Faktormodelle am Kapitalmarkt beobachtete Risikoprämien für 

CDO-Tranchen besser erklären als klassische GAUSSsche Ansätze. HULL & WHITE ziehen 

ein Double-STUDENT-t Faktormodell zu Vergleichszwecken heran.26 

Aus kapitalmarkttheoretischer Sicht ist anzumerken, dass unterstellt wird, dass die Kapi-

talmarktteilnehmer die Risiken von CDOs vollständig erfassen und adäquate Risikoprä-

mien vereinbaren. Zuweilen entsteht jedoch der Eindruck, dass im Rahmen des CDO 

Structuring-Prozesses von der Komplexität der CDO-Transaktionen stark abstrahiert wird. 

Im Vordergrund stehen dabei Renditeüberlegungen mit Blick auf die Equity-Tranche: „In a 

CDO, asset purchases are financed by a combination of liabilities plus equity. […] Assets 

[need to be] purchased and the liabilities [need to be] sold with enough left over to provide 

a competitive return to equity holders. […] However, to compute whether or not any 

[transaction does provide a competitive return], we do not need a complex CDO structur-

ing model. Any hand calculator, plus a dose of common sense, will do.”27 Unkritisch wer-

den positive, attraktive Returns für die Equity-Tranche unterstellt. Fraglich ist, inwieweit 

                                                           
20  Vgl. J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 4-6. 
21  Vgl. X. Burtschell, J. Gregory und J.-P. Laurent (2005), CDO pricing models, S. 7 f. 
22  Vgl. C. Bluhm (2003), CDO modeling, S. 20 u. S. 32-35. 
23  Vgl. R. Mashal, M. Naldi und A. Zeevi (2003), Extreme events, S. 22-27. 
24  STUDENT: Pseudonym von WILLIAM GOSSET. 
25  Vgl. A. Greenberg et al. (2004), Tuning correlation and tail risk, S. 4 f. u. S. 7-9. 
26  Vgl. J. Hull und A. White (2004), Valuation of CDOs and CDSs, S. 11, S. 13 f. u. S. 17. 
27  L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 235 f. Vgl. auch die Zahlenbei-

spiele ebenda, S. 3-7, 235-256 u. 287-315. 



 6

daneben die Risikoprämien der CDO-Kontrakte angemessen sind und mögliche Verluste 

sowie deren zeitliches Auftreten unter Berücksichtigung wahrscheinlichkeitstheoretischer 

Überlegungen widerspiegeln. Häufig anzutreffende Szenarioanalysen mit willkürlichen 

Front und Back-loaded Default-Szenarien sind zweifellos ein unzureichendes Bewertungs-

instrument. Bei synthetischen Transaktionen tritt zudem das Problem auf, dass die Passiv-

seite der SPVs nahezu vollständig aus Festbetragskontrakten und kaum aus Restbetrags-

kontrakten besteht, was die Gefahr einer Insolvenz der Zweckgesellschaft durch zeitliche 

und betragsmäßige Abstimmungsschwierigkeiten von eingehenden und ausgehenden, zu 

Beginn der Transaktion (wünschenswerterweise) fair ermittelten Risikoprämien der betei-

ligten CDS- und CDO-Kontrakte birgt. Die zeitliche Verteilung von potentiellen Verlusten 

und ihre Auswirkung auf die Zahlungsströme einer synthetischen CDO-Transaktion wurde 

bisher unter wahrscheinlichkeitstheoretischen Überlegungen nicht betrachtet. Inwieweit am 

Markt beobachtete Risikoprämien etwaige Effekte der zeitlichen Verteilung potentieller 

Verluste berücksichtigen, wäre zu hinterfragen. 

Aus modelltheoretischer Sicht ist anzumerken, dass die obigen Faktormodelle zur Model-

lierung der Unternehmenswertentwicklung den Kreditausfall analog zum einfachen Unter-

nehmenswertansatz als genau dann gegeben sehen, wenn der Unternehmenswert im Risi-

kohorizont, nicht aber vorher, jenseits einer (zeitpunktuellen) Ausfallschranke liegt.28 The-

oretisch lassen sich mit exogen vorgegebenen kumulativen Ausfallwahrscheinlichkeiten 

für verschiedene Zeiträume zeitpunktuelle Ausfallschranken ermitteln. Darauf aufbauend 

lassen sich – streng mathematisch betrachtet – auf Ausprägungen des Faktors bedingte 

Ausfallwahrscheinlichkeiten für verschiedene Zeiträume ableiten, die wiederum für die 

Bewertung der CDS- und CDO-Kontrakte herangezogen werden können.29 

Diese Vorgehensweise ist jedoch bedenklich. Zunächst werden trotz zeitpunktueller Aus-

fallschranken vorzeitige Kreditausfälle zugelassen. Weiterhin ist fraglich, inwieweit die 

einzelnen zeitpunktuellen Ausfallschranken miteinander in Beziehung stehen und als Ein-

heit gesehen werden können. Schließlich ist im Rahmen der Berechnung bedingter Aus-

fallwahrscheinlichkeiten für ausgewählte Teilzeiträume unklar, wie der Faktor zu interpre-

tieren ist. Als stochastischer Prozess kann der Faktor nicht aufgefasst werden. HULL & 

WHITE lösen das Problem, indem sie explizit vorzeitige Kreditausfälle zu diskreten Zeit-

punkten zulassen.30 Der Kreditausfall tritt ein, wenn der Unternehmenswert zu den diskre-
                                                           
28  Vgl. hierzu und im Folgenden C. Bluhm (2003), CDO modeling, S. 21, Formel (8); J. Hull und A. White 

(2004), Valuation of CDOs and CDSs, S. 10 f., Formeln (2) und (3). 
29  Vgl. C. Bluhm (2003), CDO modeling, S. 30, Proposition 6. 
30  Vgl. Anlage 13 sowie J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps II, S. 13 f. 
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ten Zeitpunkten kleiner oder gleich der jeweiligen zeitpunktspezifischen Ausfallschranke 

ist. Die einzelnen zeitpunktspezifischen Ausfallschranken werden sukzessiv, beginnend 

mit dem ersten diskreten Zeitpunkt, relativ zueinander ermittelt. Im Rahmen eines Faktor-

ansatzes kann der Faktor als stochastischer Prozess betrachtet werden. Der Rechenaufwand 

zur Kalibrierung der Ausfallschranken ist jedoch erheblich und steigt dramatisch mit zu-

nehmender Anzahl der betrachteten Zeitpunkte an. Eine analytisch rechenbare Umsetzung 

des Ansatzes ist ebenso wenig möglich wie eine semi-analytische Lösung. 

Vor diesem Hintergrund wird in dieser Arbeit zunächst ein unternehmenswertorientiertes 

Kreditrisikoportfoliomodell unter weit reichender Aufrechterhaltung der semi-analytischen 

Rechenbarkeit entwickelt, in dem explizit jederzeitige Kreditausfälle zugelassen sind. Ab-

hängigkeiten zwischen Kreditausfallereignissen sollen, dem klassischen Unternehmens-

wertansatz folgend, durch Abhängigkeiten zwischen Ability-to-Pay-Prozessen der einzel-

nen Schuldner modelliert werden. Mit Blick auf die semi-analytische Rechenbarkeit wird 

dazu auch in dieser Arbeit auf ein Faktormodell zurückgegriffen. Wesentliches Anliegen 

ist es dabei, Bezüge zwischen den verwendeten Ability-to-Pay-Prozessen und den Unter-

nehmenswertentwicklungen herzustellen, um die ökonomische Interpretierbarkeit des klas-

sischen Unternehmenswertansatzes weitgehend aufrechtzuerhalten. Die Faktoren sollen 

jederzeit als stochastische Prozesse verstanden werden können. Das Kreditrisikoportfolio-

modell soll heterogene Portfolios abbilden können, wobei sich die Heterogenität sowohl 

auf die Nominalwerte, auf die Ausfallwahrscheinlichkeiten als auch auf die Restlaufzeiten 

der einzelnen Kredite erstrecken soll. Die Restlaufzeiten sollen, erneut dem klassischen 

Unternehmenswertansatz folgend, mit den Laufzeiten der Ability-to-Pay-Prozesse einher-

gehen. Für Portfolios, bestehend aus Bankdarlehen, soll der Einfluss von Tilgungsplänen 

auf Portfolioverlustverteilungen ceteris paribus ermittelt werden können. Zur Modellent-

wicklung wird die Idee zeittransformierter BROWNscher Bewegungen mit zeitkonstanten 

Ausfallschranken von OVERBECK & SCHMIDT31 aufgegriffen und weiterentwickelt. 

Das semi-analytische Modell wird die Grundlage für die Kreditrisikoquantifizierung und 

Bewertung von CDO-Transaktionen bilden. Im Rahmen der Kreditrisikoquantifizierung 

soll die Ermittlung von Verlustverteilungen für CDO-Tranchen sowie die Berechnung von 

verlustverteilungsbasierten Kreditrisikokennzahlen unter Berücksichtigung von Besonder-

heiten synthetischer Transaktionen im Vordergrund stehen. Vermittelt werden sollen mo-

delltheoretische Verfahren und Vorstellungen über reale Größenverhältnisse am Beispiel 
                                                           
31  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 12 f.; L. Overbeck und 

W. Schmidt (2005), Abhängigkeitsmodellierung mit transformierten Austrittszeiten, S. 742 f. 
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der Verbriefungsplattform PROMISE der KfW. Erstmals wird der Einfluss von Kredittil-

gungsplänen, Portfolioreplenishments und Portfolioreplenishment-Triggern auf die Ver-

lustverteilungen und Kreditrisikokennzahlen der CDO-Referenzportfolios Gegenstand sys-

tematischer Untersuchungen sein. Besondere Aufmerksamkeit soll dem Konstrukt der be-

grenzten Zinsunterbeteiligung als Instrument zur Platzierung von First-Loss-Tranchen an 

den Finanzmärkten zukommen. Begrenzte Zinsunterbeteiligungen führen beim Originator 

dazu, dass Erfolgsrisiken in Form von Kreditrisiken in Liquiditätsrisiken umgewandelt 

werden. Zu hinterfragen ist, in welchem Ausmaß eine derartige Umwandlung tatsächlich 

stattfindet und welche Konsequenzen dies für die Investoren hat. 

Im Rahmen der Bewertung werden unter Berücksichtigung vorschüssiger und nachschüs-

siger Zahlungsmodalitäten der CDOs Formeln zur Ermittlung von Barwerten und (fairen) 

Risikoprämien nach dem Arbitragefreiheitskonzept hergeleitet. Während in der Literatur 

CDO-Bewertungsformeln selten, wie sonst in der Kapitalmarkttheorie üblich, duplikations-

theoretisch fundiert sind, sollen in dieser Arbeit die Bewertungsformeln durch duplikati-

onstheoretische Überlegungen gestützt werden. Die Struktur der Bewertungsformeln soll 

detailliert analysiert werden, wobei die Herleitung von Spezialfällen der Verdeutlichung 

einzelner Formelkomponenten dienen wird. Basierend auf den Bewertungsformeln wird 

das Ziel verfolgt, eine betrags- und zeitpunktorientierte Darstellung aller Cash Flows einer 

synthetischen CDO-Transaktion zu erarbeiten. Verschiedene Default-Szenarien für das 

Referenzportfolio fließen dabei nicht unter willkürlichen Annahmen, sondern unter wahr-

scheinlichkeitstheoretischen Gesichtspunkten ein. Darauf aufbauend lassen sich potentielle 

Abstimmungsprobleme zwischen Ein- und Auszahlungen auf der Ebene der Zweckgesell-

schaft problematisieren und analysieren. 

12 Gang der Untersuchung 
Detaillierter dargelegt, werden die aufgeworfenen Probleme in dieser Arbeit wie folgt ab-

gehandelt: 

Zunächst werden in Kapitel 2 Grundlagen zum Aufbau und zur Funktionsweise von syn-

thetischen CDO-Transaktionen erarbeitet. Zu berücksichtigen ist, dass der Aufbau und die 

Funktionsweise nicht von den rechtlichen Rahmenbedingungen und den Zielen, die mit 

einer synthetischen CDO-Transaktion verfolgt werden, trennbar sind. Dabei wird mit Blick 

auf den häufigen Einsatz von CDOs im Bereich des bankbetrieblichen Kreditrisikomana-

gements überwiegend aus der Sicht eines Bankbetriebs argumentiert. Historisch betrachtet 

stellen synthetische CDO-Transaktionen eine Weiterentwicklung klassischer Strukturen 
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dar. Sie kombinieren Ideen und Konzepte klassischer ABS mit innovativen derivativen 

Finanztiteln zur Reduzierung bzw. Übertragung von Kreditrisiken. Daher kommt eine Be-

schreibung des grundsätzlichen Aufbaus und der prinzipiellen Funktionsweise von synthe-

tischen CDO-Transaktionen kaum ohne eine zumindest rudimentäre Betrachtung klassi-

scher Strukturen aus. Zudem sind wesentliche Teile der Konzepte und Modelle zur Kredit-

risikomessung synthetischer CDO-Transaktionen in dieser Arbeit auf klassische Strukturen 

übertragbar. Der Schwerpunkt der Betrachtung liegt jedoch auf den Besonderheiten und 

spezifischen Konstruktionselementen synthetischer CDO-Transaktionen. 

In Vorbereitung auf die Modellentwicklung in den nachfolgenden Kapiteln 3, 4 und 5 wer-

den darüber hinaus Grundlagen der unternehmenswertorientierten Kreditrisikomessung 

erarbeitet. Dabei erstrecken sich die Betrachtungen sowohl auf die Einzelkreditebene als 

auch auf die Ebene der Kreditportfolios. Neben wesentlichen Kreditrisikokennzahlen wer-

den insbesondere die Wirkungsweise und die Eigenschaften der dem Unternehmenswert-

modell inhärenten Abhängigkeitsstrukturen auf der Basis korrelierter BROWNscher Bewe-

gungen beleuchtet. 

In Kapitel 3 erfolgt die Entwicklung des semi-analytisch rechenbaren unternehmenswert-

orientierten Kreditrisikoportfoliomodells. Zunächst ist auf Einzelkreditbasis eine Kalibrie-

rung des Modells vorzunehmen. Dazu werden – in Anlehnung an reduzierte Kreditrisi-

ko(portfolio)modelle – Hazard Rate-Funktionen modelliert. Da die graphischen Darstel-

lungen der Hazard Rate-Funktionen an die Zeitstruktur von Zinskurven (Yield Curves) 

erinnern, werden die resultierenden Graphen wie bei LI32 als Credit Curves bezeichnet. 

Credit Curves lassen sich je nach Verwendungszweck risikoneutral oder risikoavers gestal-

ten. In Abschnitt 32 werden ratingabhängige Credit Curves mit Hilfe von Informationen 

der Ratingagenturen MOODY’S sowie STANDARD & POOR’S risikoavers konstruiert, wobei 

drei Verfahren gegenüberstellend erörtert werden. Das zentrale Konzept zeittransformierter 

BROWNscher Bewegungen wird in Abschnitt 33 diskutiert. Die Zeittransformationen erfol-

gen nach Maßgabe der Credit Curves und ermöglichen – anders als im Modell von HULL & 

WHITE – die Kalibrierung von zeitkonstanten Ausfallschranken, wodurch die Ermittlung 

(semi-)analytisch rechenbarer Formeln erst ermöglicht wird. Die Integration der unterneh-

menswertmodellinhärenten Abhängigkeitsstruktur in das Konzept zeittransformierter 

BROWNscher Bewegungen erfolgt in Abschnitt 34. Die Basis bildet ein Ein-Faktor-Modell, 

das grundsätzlich jedoch auf mehrere Faktoren erweiterbar ist. Ggf. bestehende Wechsel-

                                                           
32  Vgl. D. Li (2000), On default correlation, S. 46. 
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wirkungen zwischen der Abhängigkeitsstruktur und der Zeittransformation werden analy-

siert. Die Herleitungen von bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten im Abschnitt 35 bilden 

die Vorstufe zur semi-analytischen Modellkonstruktion. Zunächst werden die Faktoren als 

BROWNsche Brücken formuliert. In Abhängigkeit von den Parametern der BROWNschen 

Brücken lassen sich bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten analytisch berechnen. Dabei 

wird zwischen lang- und kurzlaufenden Krediten unterschieden, was genau dann von be-

sonderem Interesse ist, wenn einzelne Kredite des Referenzportfolios bereits vor dem Risi-

kohorizont zu tilgen sind. Darüber hinaus wird die Abhängigkeitsstruktur bedingter Aus-

fallereignisse einer detaillierten Analyse unterzogen. In den Abschnitten 36 und 37 werden 

die einzelnen Elemente des semi-analytischen Modells zusammengefügt und die Ereignis- 

und Verlustverteilung des Referenzportfolios in Abhängigkeit vom Risikohorizont auf der 

Basis von wahrscheinlichkeitserzeugenden und charakteristischen Funktionen konstruiert. 

Als Konstruktionsverfahren werden das Sequential Probability Shifting (SPS) und die In-

verse FOURIER-Transformation (IFT) diskutiert. Beide Verfahren sind auch im Rahmen 

alternativer semi-analytischer Kreditrisikoportfoliomodelle mit bedingt unabhängigen Aus-

fallereignissen anwendbar. Das Kapitel schließt mit einer Überführung des semi-

analytischen Modells in eine Monte Carlo-Simulation und einer Diskussion der Eigen-

schaften und Leistungsmerkmale des semi-analytischen Modells in den Abschnitten 38 und 

39. Auf die Monte Carlo-Simulation wird in dieser Arbeit immer dann zurückgegriffen, 

wenn das Referenzportfolio oder die CDO-Transaktion Charakteristika aufweist, die nicht 

durch das semi-analytische Modell erfasst werden können. 

In Kapitel 4 werden anhand eines Beispielreferenzportfolios wesentliche Charakteristika 

von Kreditportfolioereignis- und Kreditportfolioverlustverteilungen diskutiert. Die Be-

rechnung von Kreditrisikokennzahlen dient der besseren Anschaulichkeit. Wesentliches 

Anliegen ist neben der Betrachtung der Methodik die Vermittlung realer Größenverhältnis-

se. Zu diesem Zweck wird kein stilisiertes Beispielreferenzportfolio mit einigen wenigen 

Krediten, sondern ein Beispielreferenzportfolio aus dem Verbriefungsprogramm PROMISE 

der KfW mit mehreren tausend heterogenen Krediten verwendet. Da einem externen Ana-

lysten i. d. R. keine Informationen über die genaue Zusammensetzung der umfangreichen 

Referenzportfolios, sondern lediglich referenzportfolioorientierte Kennzahlen und Merk-

malsverteilungen zur Verfügung stehen, werden in Abschnitt 41 Ansätze zur Rekonstrukti-

on von Referenzportfolios erarbeitet. Die eigentliche Diskussion der Kreditportfolioereig-

nis- und Kreditportfolioverlustverteilungen erfolgt in den Abschnitten 42 und 43. Dabei 

wird erstmals der Einfluss von Portfolioreplenishments und Portfolioreplenishment-
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Triggern, wie sie im Rahmen von synthetischen CDO-Transaktionen weit verbreitet sind, 

auf die Ereignis- und Verlustverteilungen systematisch erörtert. Gegenstand der Analysen 

sind zudem Unterschiede im Kreditrisikoprofil von Bond- und Loan-Portfolios, wobei per 

Definition Loan-Portfolios aus Bankdarlehen mit regelmäßigen Tilgungszahlungen und 

Bond-Portfolios aus endfälligen Krediten bestehen. 

In Kapitel 5 werden die einzelnen Tranchen einer CDO-Transaktion aus risikotheoretischer 

und bewertungstheoretischer Sicht betrachtet. Ausgewertet werden zunächst in Ab-

schnitt 51 die Verlustverteilungen der Tranchen sowie die Kennzahlen PD (Probability of 

Default), EL (Expected Loss) und LGD (Loss Given Default). Die Analysen setzen das 

Beispiel aus dem Verbriefungsprogramm PROMISE der KfW fort und greifen auf die semi-

analytisch ermittelten Verlustverteilungen des vorhergehenden Kapitels zurück. Von be-

sonderem Interesse ist die grundsätzliche Struktur der Recoveryverteilungen der Tranchen 

in Abhängigkeit der Tranchenstärken und der Credit Enhancement Levels in Abgrenzung 

zu typischen Recoveryverteilungen von Bonds. Mit Hilfe der Monte Carlo-Simulation er-

folgt darüber hinaus eine quantitative Analyse des Instruments der begrenzten Zinsunterbe-

teiligung zur Platzierung des FLPs am Finanzmarkt. Von besonderem Interesse ist dabei 

das Ausmaß des Kreditrisikos, das nach wie vor, trotz des Verkaufs des FLPs, beim Origi-

nator verbleibt. In Abschnitt 52 werden Fragen der Bewertung von CDO-Tranchen erör-

tert. Dazu wird zunächst in Abschnitt 521 der semi-analytische Modellsansatz in die Sys-

tematik der risikoneutralen Bewertung eingeordnet. Zu diesem Zweck wird ein risikoneut-

raler Wahrscheinlichkeitsraum zur Bewertung kreditrisikofreier Zinstitel konstruiert und 

anschließend erweitert, um kreditrisikobehaftete Zinstitel erfassen zu können. Das erwei-

terte Wahrscheinlichkeitsmaß leitet sich dabei aus dem semi-analytischen Modellrahmen 

des Kapitels 3 ab. Im Ergebnis können sowohl kreditrisikofreie als auch kreditrisikobehaf-

tete Finanztitel arbitrage- und präferenzfrei bewertet werden. Mit der sorgfältigen Kon-

struktion des Bewertungsraumes zeigt sich, dass die Semi-Analytik als reduziertes Hazard 

Rate-Modell umformuliert und dass somit zur Bewertung von kreditrisikobehafteten Zah-

lungsströmen einzelner Finanztitel auf bereits bestehende Ergebnisse zur risikoneutralen 

Bewertung von kreditrisikobehafteten Finanztiteln der Literatur zurückgegriffen werden 

kann. Die Bewertungsmodelle auf der Basis einzelner Finanztitel dienen der risikoneutra-

len Kalibrierung des erweiterten Wahrscheinlichkeitsraumes anhand beobachtbarer Markt-

daten. Die notwendige Methodik wird in Abschnitt 522 diskutiert. Das Resultat sind risi-

koneutrale Credit Curves, ermittelt mit Hilfe von Preisquotierungen von Plain Vanilla Cre-

dit Default Swaps. Vorgeschlagen werden ein vollständig analytisch rechenbares und ein 
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numerisches Verfahren. In Abschnitt 523 erfolgt die risikoneutrale Bewertung der CDO-

Tranchen. Der Begriff der Bewertung erstreckt sich sowohl auf die Ermittlung fairer Tran-

chenbarwerte als auch fairer Tranchenrisikoprämien. Vorangestellt wird zunächst eine um-

fassende duplikationstheoretische Betrachtung der CDOs, auf deren Grundlage die Herlei-

tung der Bewertungsformeln basiert. Bewertet werden sowohl vorschüssig als auch nach-

schüssig zahlende CDOs. Für den Spezialfall eines homogenen Referenzportfolios werden 

gesonderte Bewertungsformeln hergeleitet. Diese sind wesentlich einfacher zu implemen-

tieren und erlauben mit geringem Rechenaufwand detaillierte Szenario- und Sensitivitäts-

analysen der Bewertungsergebnisse in Abhängigkeit von einzelnen Kreditrisikofaktoren. 

Sie bilden die Grundlage für die vollständige Darstellung und Analyse der risikoadäquaten 

Cash Flow-Struktur einer synthetischen CDO-Transaktion auf der Basis fairer CDO-

Risikoprämien in Abschnitt 524. Im Vordergrund steht vor allem die betragsmäßige Ent-

wicklung sämtlicher Risikoprämienzahlungen unter Berücksichtigung der Ausfallereignis-

se im Referenzportfolio, der Zeit und der Faktorsensitivität. Unter Rückgriff auf diese Er-

gebnisse wird eine Diskussion der Finanzierung des Kapitaldienstes der Zweckgesellschaft 

an die CDO-Investoren unter dem Blickwinkel einer Insolvenzgefährdung des SPVs ge-

führt. 

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit werden in der Schlussbetrachtung noch einmal 

zusammenfassend dargestellt. 
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2 Synthetische CDOs aus bankbetrieblicher Perspektive und Grundlagen der Kre-
ditrisikomessung mit Unternehmenswertansätzen 

21 Definition und empirische Bedeutung der Kreditverbriefung mit CDOs  
211 Klassische CDOs 
Der Begriff der Verbriefung (Securitisation) erfreut sich in der finanzwirtschaftlichen Lite-

ratur und Praxis eines häufigen Gebrauchs. Dabei ist er vormerklich im Zusammenhang 

mit einer besonderen Finanzierungsform anzutreffen: den Asset-Backed Securities. Aller-

dings ist die vom Begriff des „Security“33 stammende Wortbildung eher Ausdruck des im 

Laufe der 80er Jahre einsetzenden Trends, traditionelle Finanzierungen über den Kredit-

markt durch Wertschriften am Geld- und Kapitalmarkt zu substituieren.34 Asset Securitisa-

tion hingegen stellt eine spezifische Ausprägungsform der Securitisation dar, wobei expli-

zit auf spezifische Aktiven eines Unternehmens35 abgestellt wird.36 Dazu werden möglichst 

homogene Aktiven (Assets) zu einem diversifizierten Pool (Asset Pool) zusammengefasst, 

rechtlich verselbständigt und über die Ausgabe von Wertschriften (Securities) refinanziert. 

Dabei dient der Asset Pool unmittelbar als Haftungsmasse der emittierten Wertschriften. 

Diese besondere Form der Besicherung hat den so emittierten Wertschriften ihren Namen 

verliehen: Asset-Backed Securities (ABS) bzw. durch Aktiven gedeckte Wertpapiere.37 

Als Aktiven eigenen sich grundsätzlich all jene Vermögenswerte, die zukünftige Einzah-

lungsüberschüsse (Cash Flows38) generieren. Die Cash Flows der Vermögenswerte werden 

direkt den emittierten Schuldverschreibungen zugeordnet und dienen der Befriedigung des 

Kapitaldienstes. Folglich eignen sich grundsätzlich Konsumentenkredite, gewerbliche 

Kredite, Leasingforderungen, Hypotheken- und Grundschulddarlehen, Kreditkartenforde-

rungen, Anleihen sowie Forderungsbestände als Vermögenswerte im Rahmen einer Asset 

                                                           
33  Security: engl. f. Wertpapier. 
34  Während an den internationalen Finanzmärkten Anfang der 80er Jahre noch ca. 64 % des Finanzierungs-

volumens durch den Kreditmarkt und nur ca. 36 % durch den Geld- und Kapitalmarkt abgedeckt wurde, 
kehrte sich das Verhältnis Ende der 80er Jahre um: nur noch ca. 26 % der Finanzierungen erfolgte per 
Kreditvergabe und ca. 74 % per Emission von Wertpapieren. Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, 
S. 60-66. Eine Analyse der Ursachen findet sich ebenda, S. 66-79. 

35  Im Rahmen von Multi-Seller-Programmen können darüber hinaus auch Aktiven verschiedener Unter-
nehmen Gegenstand einer Verbriefung sein. Als Unternehmen kommen Banken, aber auch Nicht-Banken 
in Betracht. Im Mittelpunkt der Arbeit sollen im Folgenden jedoch deutsche Banken mit einem Kreditbe-
stand an mittelständische Unternehmen stehen. 

36  Aufgrund des expliziten Bezugs auf spezifische Aktiven können Asset-Verbriefungen als eine Form des 
Asset-Based Finance angesehen werden, wobei insbesondere das Factoring, das Leasing und die Projekt-
finanzierungen dieser Gruppe zugeordnet werden. Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 26 sowie 
die dort angegebene Literatur. 

37  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 27-32; S. Kümpel (2004), Bank- und Kapitalmarktrecht, 
S. 1838 f. (14.48-14.50) u. S. 1841 f. (14.58-14.60). 

38  Unter dem Cash Flow wird im deutschsprachigen Wirtschaftsraum eine stromgrößenorientierte Kennzahl 
verstanden, welche den durch den operativen Bereich eines Unternehmens innerhalb einer Rechnungsle-
gungsperiode erwirtschafteten erfolgswirksamen Zahlungsmittelüberschuss angibt. Zu Definitionsvarian-
ten und Berechnungsmöglichkeiten siehe bspw. L. Perridon und M. Steiner (2004), Finanzwirtschaft, 
S. 572-577. Dieser Interpretation soll hier jedoch nicht gefolgt werden.  
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Securitisation. Nach dem Kriterium der Art der verbrieften Aktiven lassen sich die folgen-

den Asset-Backed Security-Arten unterscheiden:39  

 

Abb. 2-1:  Arten von Asset-Backed Securities nach dem Kriterium der verbrieften Aktiven 

Ein besonderes und besonders stark wachsendes Segment der ABS stellt das der Collatera-

lized Debt Obligations (CDOs) dar. Hierbei veräußert (meistens) ein Kreditinstitut (Origi-

nator40) einen Teil seines Forderungsbestands41 regresslos (True Sale) an eine eigens zu 

diesem Zweck gegründete Zweckgesellschaft (Special Purpose Vehicle, SPV), die sich 

ihrerseits durch die Emission von Schuldtiteln (ABS bzw. CDOs) refinanziert. Die Zins- 

und Tilgungszahlungen der CDOs erfolgen aus den Einzahlungsüberschüssen des übertra-

genden Forderungsbestandes. Dabei kommen in Deutschland vorwiegend Forderungen 

gegenüber mittelständischen Unternehmen zur Verbriefung. Die Forderungen können in 

Form von Kreditdarlehen (Loans) und/oder Schuldverschreibungen42 (Bonds) vorliegen. In 

                                                           
39  Vgl. auch H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 127-144; L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures 

and analysis of CDOs, S. 71-128, 129-158 u. 159-172. 
40  Im Falle von Multi-Seller-Programmen können dabei auch mehrere Originatoren auftreten. Darüber 

hinaus können Vermögenswerte auch eigens für den Zweck der Verbriefung am Geld- und Kapitalmarkt 
erworben werden. Dabei wird vor allem versucht Speculative-Grade-Forderungen am ABS-Markt in 
tranchierter Form mit Zins- und Kursgewinnen zu veräußern. Da die Zins- und Kursgewinne aus Markt-
unvollkommenheiten bezüglich der Rendite/Risiko-Struktur resultieren und folglich Arbitragegeschäfte 
vorliegen, werden diese Strukturen als Arbitrage-CDOs bezeichnet. Da im Unterschied zu klassischen 
CDOs kein zentraler Forderungsverkäufer existiert, tritt an dessen Stelle der Portfolio- oder Collateral-
Manager. Dieser ist für die Zusammenstellung des Asset Pools verantwortlich und übernimmt darüber 
hinaus die Überwachung des Forderungsbestands sowie dass Inkasso- und Mahnwesen. Vgl. S. Bund 
(2000), CDOs, S. 197. 

41  J. Rosenthal und J. Ocampo (1988), Securitization of credit, S. 4 verwenden für die Verbriefung von 
Forderungspools den Begriff der Credit Securitisation anstelle der Asset Securitisation. 

42  Der Begriff der Schuldverschreibung wird vielfältig verwendet. Juristisch wird in §793 BGB die Schuld-
verschreibung als verbrieftes Gläubigerrecht definiert. Dabei ist grundsätzlich von einem Inhaberpapier 
auszugehen. In dieser Arbeit werden unter Schuldverschreibungen insbesondere Anleihen verstanden. 
Bspw. werden Zertifikate oder Pfandbriefe, die ebenfalls Schuldverschreibungen darstellen, nicht be-
trachtet. Vgl. zum Begriff der Schuldverschreibung D. Hummel (2000), Einlagengeschäft der Banken, 
S. 561; S. Kümpel (2004), Bank- und Kapitalmarktrecht, S. 1280 (8.126, 8.127) u. S. 1440-1454 (9.179-
9.229). Zum Zertifikatebegriff siehe ebenda, S. 1284 f. (8.140, 8.141). 
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Abhängigkeit vom überwiegenden Inhalt des Asset Pools werden daher die Collateralized 

Loan Obligations (CLOs) und Collateralized Bond Obligations (CBOs) unterschieden. Vor 

dem Hintergrund der obigen Ausführungen soll eine Definition der CDOs erfolgen:43 

Definition 2-1: Klassische Collateralized Debt Obligations (CDOs) sind  

(1) verbriefte Schuldtitel, 

(2) die durch einen (diversifizierten) Pool spezifischer, ausdrücklich gekennzeichneter 

weitgehend homogener Vermögenswerte entweder vorwiegend in Form von Kre-

ditdarlehen (CLOs) oder Anleihen (CBOs) gesichert sind (Collateral), 

(3) welche eigens zu diesem Zweck durch Abtretung an ein Special Purpose Vehicle 

rechtlich verselbständigt und vom Geschäfts- und Managementrisiko des Origina-

tors bzw. der Originatoren isoliert wurden (True Sale) 

(4) und deren Cash Flows zur Bedienung der Zins- und Tilgungszahlungen der emit-

tierten Schuldtitel verwendet werden. 
 

Kreditinstitute nutzen CDO-Strukturen verstärkt zum Bilanz- und Kostenmanagement. 

Insbesondere ermöglicht der Verkauf von Kreditforderungen die Reduzierung des regula-

torischen Eigenkapitals (Eigenmittel), was die Vergabe von neuen Krediten und somit die 

Renditeerhöhung bezogen auf die Eigenmittel ermöglicht.44 Im Rahmen der Risikosteue-

rung des Kreditportfolios lassen sich unerwünschte Risikopositionen45 am Kapitalmarkt 

veräußern und über ein anschließendes diversifiziertes Investment gewünschte Risikostruk-

turen modellieren sowie Refinanzierungskosten senken. Finanzwirtschaftliche Erfolgs-

kennzahlen werden verbessert.46 CDOs stellen darüber hinaus ein Instrument zur Konver-

sion illiquider Finanzaktiva (Kreditdarlehen) in liquide, kapitalmarktfähige Finanzinstru-

mente dar. Sie ermöglichen eine Flexibilisierung des Finanzmanagements durch vorzeitige 

Monetarisierung von Vermögenswerten, die langfristig finanzielle Mittel binden, unter 

Einbeziehung der organisierten Finanzmärkte.47 Damit wird die Liquiditätslage verbessert. 

Aus Sicht der Investoren eröffnen sich neue Investitionsmöglichkeiten, was zu Diversifika-

tionseffekten führen kann.48 

                                                           
43  Die Definition orientiert sich dabei an der Definition des Begriffs „Asset Securitisation“ in H. Bär 

(1997), Asset securitisation, S. 34-42. 
44  M. Geurts (1999), Steuerliche Aspekte, S. 451 bezeichnet einen derartigen Vorgang als „Eigengeschäft 

ohne Eigenmittelunterlegung“. 
45  Kredit-, Zinsänderungs-, Duration- und Wechselkursrisikopositionen  
46  Vgl. dazu kritisch M. Kroll (1993), Liquidität und Eigenmittelrendite verbessern, S. 90. 
47  Vgl. W. Benner (1988), ABS, S. 403 f.; J. Wulfken und M. Weller (1992), Securitisation, S. 646. 
48  Ein Überblick über (weitere) Vorteile von Asset Securitisations findet sich in H. Bär (1997), Asset secu-

ritisation, S. 34. 
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212 Synthetische CDOs 
Je nach Zielsetzung der Originatoren können klassische CDO-Strukturen gravierende 

Nachteile aufweisen. Insbesondere können vertragliche Abreden zwischen dem Kreditin-

stitut und dem Schuldner einer Veräußerung der Schuld entgegenstehen. Zumindest könnte 

das Kreditinstitut aufgrund des True Sales der Forderungen gezwungen sein, den Forde-

rungsverkauf seinem Kreditnehmer gegenüber anzuzeigen. Eine Veräußerung von Forde-

rungstiteln führt immer in einem bestimmten Umfang zur Offenlegung von Kundeninfor-

mationen Dritten gegenüber.49 Diese Eingriffe in das Kreditverhältnis zwischen dem Kre-

ditinstitut und dem Kunden können einen Vertrauensverlust zur Folge haben, der nachhal-

tig zukünftige Geschäftbeziehungen negativ beeinflusst. Unabhängig von Vertrauensver-

lusten können Finanzaktiven nur dann rechtsgültig veräußert werden, wenn diese frei von 

Belastungen und anderweitigen Rechtstiteln sind.50 Eine Lösung bieten synthetische CDO-

Strukturen.51 

Synthetische CDOs stellen eine moderne Anlageform dar, die Ideen und Konzepte von 

klassischen Asset-Backed Securities mit innovativen synthetischen Verbriefungen in Form 

von Kreditderivaten kombinieren. Das Wesensmerkmal von synthetischen CDOs ist der 

Transfer des Kreditrisikos unter Umgehung des True Sales mit Hilfe von Kreditderivaten.52 

Kreditderivate sind außerbilanzielle Vereinbarungen, die es ermöglichen, das Kreditrisiko 

oder Teile des Kreditrisikos53 eines Kredites oder eines Baskets von Krediten von der Ka-

                                                           
49  Ggf. sind Bestimmungen des Datenschutzes und des Bankgeheimnisses zu berücksichtigen. Vgl. H. Bär 

(1997), Asset securitisation, S. 174. 
50  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 175. 
51  Ebenso argumentieren L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 205 f. 
52  Vgl. M. Herrmann (2005), Collateralized Loan Obligations, S. 95-97. 
53  Der Begriff des Kreditrisikos wird häufig unscharf verwendet. Das Kreditrisiko ist ein Gegenparteirisiko. 

Vgl. M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), Risk management, S. 34-39; H. Büschgen (1997), Inter-
nationales Finanzmanagement, S. 283-446. Gegenparteirisiken umfassen das Bonitätsänderungsrisiko, 
das Ausfallrisiko, das Länderrisiko und das Eindeckungsrisiko. Einige Autoren ordnen auch das 
Spreadrisiko den Gegenparteirisiken zu. Vgl. bspw. A. Becker und M. Wolf (2002), Treasury von Kre-
ditrisiken mit Kreditderivaten, S. 711 f. Häufig werden Ausfallrisiko und Kreditrisiko synonym verwen-
det. Teilweise wird das Ausfallrisiko als Spezialfall des Bonitätsänderungsrisikos gesehen. Das Bonitäts-
änderungsrisiko ist die Gefahr eines Verlustes aufgrund der Verschlechterung der Bonität der Gegenpar-
tei eines Finanzkontraktes. Als Bonität wird dabei die Bereitschaft und Fähigkeit des Kontraktpartners 
zur termingerechten Leistung der vereinbarten Zahlungen verstanden. Ein Extremfall der Bonitätsände-
rung ist der vollständige oder teilweise (Kredit-)Ausfall (Default). Dennoch soll das Ausfallrisiko auf 
Grund der Bedeutung für synthetische CDOs in dieser Arbeit separat betrachtet werden. Beim Länderri-
siko ist, anders als beim Ausfallrisiko, die Ursache für den Default nicht auf die Bonität der Gegenpartei 
zurückzuführen, sondern auf hoheitliche Maßnahmen des ausländischen Staates. Schließlich ist das Ein-
deckungsrisiko als Gefahr eines Verlustes aus dem Ausfall der Gegenpartei eines noch nicht vollständig 
abgewickelten Finanzkontraktes abzugrenzen. Das Eindeckungsrisiko besteht bei Termin-, Options- und 
Swapgeschäften insoweit, als der Kontrakt einen positiven Marktwert hat und Ersatzkontrakte ggf. zu 
ungünstigeren Terminkursen bzw. Swapsätzen abgeschlossen werden müssen. Zusammenfassend gese-
hen, können sich Gegenparteirisiken demnach auf (verbriefte) Schuldrechte, Anteilsrechte und derivative 
Kontrakte beziehen. Durch schuldrechtliche Ansprüche verursachte Gegenparteirisiken werden in dieser 
Arbeit als Kreditrisiken bezeichnet. Zum Risikobegriff und zu Risikosystematisierungen siehe auch 
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pitalüberlassung zu trennen, separat zu veräußern und zu handeln. Dabei wird das Kreditri-

siko oder ein Teil des Kreditrisikos gegenüber einer dritten Partei von einem Begünstigten 

(Sicherungsnehmer) auf einen Garanten (Sicherungsgeber) übertragen. Der Garant sichert 

dem Begünstigten eine Ausgleichszahlung bei Eintritt eines vertraglich vereinbarten kre-

ditrelevanten Ereignisses (Credit Event) eines Referenzaktivums (Reference-Asset) bzw. 

eines Pools von Referenzaktiven (Reference-Pool) zu und erhält als Gegenleistung vom 

Begünstigten eine Prämie (Credit Fee).54 

Während üblicherweise Garanten aus Spekulations- oder Diversifikationsmotiven heraus 

agieren, tritt das SPV lediglich als „Leitungsröhre“ für das Kreditrisiko auf. In einer typi-

schen synthetischen CDO-Struktur nimmt das SPV die Funktion des Sicherungsgebers im 

Rahmen eines Portfolio Credit Default Swaps wahr. Dafür entrichtet der Sicherungsneh-

mer eine periodische Credit Fee55 und erhält das Recht, während der Laufzeit der Verbrie-

fungstransaktion vom Sicherungsgeber einen Verlustausgleich für schlagend werdende 

Ausfallrisiken zu verlangen. Die Zweckgesellschaft emittiert ihrerseits Schuldtitel (ABS 

bzw. CDOs). Anders als bei den klassischen CDO-Strukturen dient der Emissionserlös aus 

der Platzierung der synthetischen CDOs nicht zur Refinanzierung des SPVs, sondern zur 

Investition in Anlagen bester Bonität (Staatspapiere). Die erworbenen Anlagen dienen (a) 

der Besicherung der Verpflichtungen des SPVs gegenüber den CDO-Investoren (Collate-

ral) und (b) der Gewährleistung etwaiger Ausgleichszahlungen im Rahmen des CDS. Im 

Falle schlagend werdender Ausfallrisiken hat der Originator in der Funktion des Siche-

rungsnehmers einen Anspruch auf Ausgleichszahlungen gegenüber dem SPV zu Lasten der 

CDO-Investoren.56 Die Zinszahlungen an die CDO-Investoren erfolgen aus den Cash 

Flows der erworbenen risikolosen Anlagen sowie aus der periodischen CDS Credit Fee.57 

Vor dem Hintergrund der obigen Ausführungen muss eine Erweiterung der Definition der 

CDOs vorgenommen werden. Mit Blick auf die Vielfalt der Ausgestaltungsmöglichkeiten 

synthetischer Strukturen, soll dabei nicht auf ein spezielles Kreditderivat abgestellt werden. 

Vielmehr soll die direkte Verknüpfung zwischen der Performance des Forderungspools 

                                                                                                                                                                                
L. Perridon und M. Steiner (2002), Finanzwirtschaft, S. 99-101; F. Spellmann (2001), Gesamtrisiko-
Messung, S. 10-28; R. Hölscher (1987), Risikokosten-Management, S. 12-34. 

54  Vgl. P. Hüttemann (1999), Kreditderivate, S. 23 f.; C. Neske (2005), Kreditderivate, S. 55-69. Für mög-
liche Gestaltungsformen siehe C. Offermann (2000), Kreditderivate, S. 20-44 u. S. 48-53. 

55  Die Credit Fee wird i. d. R. in Basispunkten bzgl. des Nominalwertes ausgedrückt. 
56  Vgl. D. Rule (2001), The credit derivatives market, S. 120. 
57  Diese einfache Sichtweise wird in Abschnitt 524 im Rahmen einer gegenüberstellenden Betrachtung der 

erwarteten Zinszahlungen an die CDO-Investoren und der erwarteten Credit Fees für verschiedene Le-
bensphasen der CDO-Transaktion noch einmal aufgegriffen und kritisch diskutiert. 
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und der Bedienung der emittierten Schuldtitel unter Ausschaltung sämtlicher, nicht explizit 

an das SPV übertragender Risiken, wesensbestimmend sein:58 

Definition 2-2: Collateralized Debt Obligations (CDOs) sind  

(1) verbriefte Schuldtitel, 

(2) deren Bedienung an die Performance eines (diversifizierten) Pools spezifischer, 

ausdrücklich gekennzeichneter, homogener Vermögenswerte entweder vorwiegend 

in Form von Kreditdarlehen (CLOs) oder Anleihen (CBOs) geknüpft ist, 

(3) indem die Risiken des Pools vollständig (True Sale, Total Return Swap) oder teil-

weise (Credit Default Swap, Credit Linked Notes) durch ein eigens zu diesem 

Zweck gegründetes Special Purpose Vehicle rechtlich verselbständigt und vom Ori-

ginator bzw. von den Originatoren isoliert wurden. 

 

Synthetische CDOs lassen sich wie klassische CDOs in Balance Sheet und Arbitrage 

CDOs unterteilen.59 Als Originatoren von Balance Sheet CDOs treten vorwiegend Kredit-

institute mit dem Ziel auf, Risiken aus der Bilanz zu entfernen und aufsichtsrechtlich vor-

zuhaltendes Haftungskapital zu reduzieren.60 Zu hinterfragen ist, ob eine Senkung von vor-

zuhaltendem Haftungskapital tatsächlich mit der Reduzierung von Risiken einhergeht. 

Wird durch synthetische Transaktionen lediglich das vorzuhaltende Haftungskapital ge-

senkt, liegt Eigenmittelarbitrage vor.61 Damit nicht zu verwechseln sind Arbitrage CDOs. 

Der Begriff ist irreführend, da nicht wirklich risikofreie Arbitragegewinne erzielt werden 

sollen. Vielmehr stehen attraktive Renditen für die Initiatoren von CDO-Transaktionen im 

Vordergrund: „The key is whether or not a structure can offer a competitive return for the 

subordinate/equity tranche.“62 Zu klären wäre, was „attraktiv“ bedeutet. Lediglich eine 

Benchmark von bspw. 20 % vorzugeben ist wenig hilfreich.63 Vielmehr bedarf es einer 

risikoadjustierten Performancemessung. Synthetic Arbitrage Transactions bestimmen zu-

nehmend das Gesicht des synthetischen CDO-Marktes. 

                                                           
58  Eine Emission einer Credit Linked Note (CLN) ohne ein SPV führt zwar ebenfalls zur performanceab-

hängigen Bedienung, allerdings sind die CLN-Investoren zusätzlich zu den Kreditrisiken aus dem Forde-
rungspool dem Risiko eines Ausfalls des CLN-Emittenten ausgesetzt. Vgl. D. Rule (2001), The credit 
derivatives market, S. 120. 

59  Für eine alternative Systematisierung siehe J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 31. 
60  Die risikogerechte Unterlegung von Kreditrisiken mit regulatorischem Haftungskapital ist Gegenstand 

der NEUEN BASLER EIGENKAPITALVEREINBARUNG. Vgl. BCBS (2004), Basel II. Eine aufsichtsrechtlich 
motivierte Diskussion von Unterlegungspflichten findet sich in S. Jortzik und B. Müller (2002), Kreditri-
sikominderungstechniken und Kreditderivate, S. 27-56. 

61  Vgl. S. Jortzik und B. Müller (2002), Kreditrisikominderungstechniken und Kreditderivate, S. 21-24. 
62  L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 3. 
63  Vgl. ebenda, S. 240 f. 
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213 Empirische Bedeutung der Kreditverbriefung mit CDOs 
Die empirische Bedeutung der Kreditverbriefung mit ABS im Allgemeinen und CDOs im 

Besonderen lässt sich nur schwer ermitteln. Als Ursache sind fehlende verlässliche Daten-

quellen zu nennen, die den Markt für Kreditverbriefungen in konsistenter und repräsentati-

ver Weise erfassen und abbilden.64 Verfügbares Datenmaterial wird vorwiegend von Ra-

tingagenturen und großen Investmentbanken erzeugt und aufbereitet. Im überwiegenden 

Teil der Veröffentlichungen mangelt es jedoch an notwendigen Erläuterungen zu den ein-

zelnen Darstellungen sowie den jeweiligen verwendeten Methoden der Datenerfassung. 

Schwierigkeiten ergeben sich bereits bei der Klassifizierung der ABS. Während bspw. in 

den USA Mortgage-Backed Securities (MBS) – insbesondere Residential Mortgage-

Backed Securities (RMBS) – aufgrund ihrer Dominanz im U.S.-amerikanischen Verbrie-

fungsmarkt eine eigene Kategorie darstellen und nicht zu den ABS gezählt werden, stellen 

sie in Europa lediglich eine Unterkategorie der ABS dar.65 Vergleiche zwischen dem U.S.-

Markt und dem europäischen Markt müssen stets unter Berücksichtigung der jeweiligen 

Abgrenzung der in die Überlegungen eingeflossenen Transaktionen erfolgen. 

Soll die Größe der beiden Märkte verglichen werden, ist das Messkriterium sorgfältig zu 

wählen. Beliebt ist die Angabe von (Neu-)Emissionsvolumina.66 Für True Sale Transaktio-

nen ist das unproblematisch. Werden jedoch im Rahmen von synthetischen CDO-

Transaktionen Teile des Referenzportfolios nicht durch (refinanzierende) Credit Linked 

Notes (CLN), sondern durch (nicht refinanzierende) Credit Default Swaps (CDS) gesi-

chert, kann nicht von Emissionsvolumina gesprochen werden. Fraglich ist, ob die CDS 

neben den CLNs überhaupt als CDOs klassifiziert werden können. Die CDS stellen keine 

Schuldtitel im Sinne der Definition 2-2 dar. In der Literatur wird begrifflich von refinan-

zierten und nicht refinanzierten CDOs gesprochen.67 Nicht refinanzierte CDOs sind auch 

unter der Bezeichnung der Collateralized Synthetic Obligations (CSO) bekannt. Werden 

dieser Abgrenzung folgend lediglich refinanzierte CDOs betrachtet, bleiben wesentliche 

Teile des transferierten Ausfallrisikos unbeachtet. Ein Vergleich zwischen dem Markt für 

Cash CDOs68 und synthetische CDOs würde den synthetischen Markt unterschätzen. 

                                                           
64  Zum selben Ergebnis gelangen O. Cousseran und I. Rahmouni (2005), The CDO market, S. 49. 
65  Vgl. J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 32. 
66  Vgl. stellv. T. Althaus (2003), Verbriefung in Deutschland, S. 634 f. 
67  Engl.: unfunded and funded synthetic CDOs. In der Kombination ist der Begriff der “partially funded 

CDOs” anzutreffen. Vgl. O. Cousseran und I. Rahmouni (2005), The CDO market, S. 46. 
68  Der Begriff „Cash CDO“ wird in Abgrenzung zur „synthetischen CDO“ verwendet. Er ist nicht zu ver-

wechseln mit dem Begriff der „Cash Flow CDO“. Vgl. J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, 
S. 2 u. 30 f. 
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Alternativ könnte das (Nominal-)Volumen der gesicherten Referenzportfolien als Messkri-

terium verwendet werden. Nachteilig ist diese Vorgehensweise jedoch bei sog. Single-

Tranche CDOs, bei denen lediglich das Ausfallrisiko für einen Ausschnitt des Referenz-

portfolios transferiert wird. Mithin wird vom Risikotransfervolumen in Abgrenzung zum 

Referenzportfoliovolumen gesprochen.69 Ratingagenturen verweisen regelmäßig auf die 

Entwicklung der gerateten CDO-Volumina.70 Da jedoch insbesondere (Super-)Senior- und 

Equity Tranchen regelmäßig über kein Rating verfügen, können solche Zahlen mit Blick 

auf die beachtliche Größenordnung von (ungerateten) Senior-Tranchen (ca. 80 % des Refe-

renzportfolios) allenfalls als Wachstumsindikatoren für den CDO-Markt verwendet wer-

den. Zudem ist zu beachten, dass viele Transaktionen von mehr als nur einer Ratingagentur 

beurteilt werden, so dass die angegebenen Volumina nicht addiert werden können. 

Weder (Neu-)Emissions- noch Risikotransfervolumina können eingetretene Verluste und 

vorzeitige Amortisationen von einzelnen CDOs erfassen. Darüber hinaus kann nicht zwi-

schen länger und kürzer laufenden CDOs unterschieden werden. Zieht man hingegen das 

ausstehende CDO-Volumen als Messkriterium heran, fließen sowohl aktuell begebene als 

auch ältere, immer noch laufende CDOs in die Beurteilung eines Marktes ein. 

RMBS (56 %)

CDO (19 %)
WBS, PS (8 %)

CMBS (7 %)

CA (6 %)

TR (4 %)

ABS-Neuemissionsvolumenanteile
Gesamtvolumen: 249 Mrd. EUR

RMBS (34 %)

CDO  
(33 %)

WBS, PS (8 %) CMBS (11 %)

CA (10 %)

TR (4 %)
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UK (38 %)

IT (14 %)

II (9 %)

ES (12 %)
NL (8 %)

DE (5 %)

FR (7 %)

PT (1 %)

Andere
 (6 %)

ABS-Neuemissionsvolumenanteile
Gesamtvolumen: 249 Mrd. EUR

 

Abb. 2-2:  Der europäische ABS-Markt in Zahlen 
Entworfen nach einer Erhebung der Commerzbank für das Jahr 2004.71 Für die Abkürzungen der ABS-
Kategorien siehe Abb. 2-1. Die Ländercodes entsprechen der ISO Norm 3166. Die Länderanteile richten sich 
nach der Herkunft der verbrieften Kredite. Der Code „II“ steht für „International“. 

                                                           
69  Bspw. verwendet die COMMERZBANK den Begriff des Risikotransfervolumens im Rahmen einer (im 

Folgenden mehrfach zitierten) Erhebung zum europäischen Verbriefungsmarkt des Jahres 2004. Proble-
matisch ist, dass die COMMERZBANK bei einigen Transaktionen die durch CDS gesicherten sog. Sub-
Mezzanine-Tranchen zum Risikotransfervolumen hinzurechnet, die (Super-)Senior-Tranchen, die eben-
falls per CDS gesichert werden, dagegen nicht mit einbezieht. Als Beispiel sei die Behandlung der PRO-
MISE CARAVELA 2004 PLC-Transaktion angeführt. Vgl. T. Eng und A. MacKay (2005), Facts & figures 
2004, S. 86 (COMMERZBANK Sector Review). 

70  Vgl. bspw. J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 9. 
71  Vgl. T. Eng und A. MacKay (2005), Facts & figures 2004, S. 1-6 (COMMERZBANK Sector Review). 
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Der europäische ABS-Markt weist seit Jahren starke Wachstumsraten auf und erreichte im 

Jahr 2004 ein Neuemissionsvolumen von 249 Mrd. EUR.72 Dominiert wird der Verbrie-

fungsmarkt durch Mortgage-Backed Securities (MBS). Residential Mortgage-Backed Se-

curities (RMBS) und Commercial Mortgage-Backed Securities (CMBS) wiesen jeweils 

Marktanteile von 56 % und 7 % auf (vgl. Abb. 2-2). Den MBS folgten die CDOs mit ei-

nem Anteil am Neuemissionsvolumen von 19 %. Zieht man zum Vergleich beider Märkte 

die Anzahl der Emissionen hinzu, lagen der europäische RMBS-Markt mit 97 Transaktio-

nen und der europäische CDO-Markt mit 96 Transaktionen dicht beieinander.73 Die meis-

ten ABS-Transaktionen verbrieften Kredite aus Großbritannien (76 Transaktionen), Italien 

(39 Transaktionen) und Spanien (35 Transaktionen). Insbesondere Spanien konnte in den 

Jahren 2002 bis 2004 ein starkes Wachstum verzeichnen und lag mit einem Neuemissions-

volumen von 30 Mrd. EUR (12 %) an dritter Stelle.74 Die Verbriefungsaktivitäten in 

Deutschland fallen mit einem Neuemissionsvolumenanteil von 5 % vergleichsweise gering 

aus. Zudem hat im Jahr 2004 das Neuemissionsvolumen im Vergleich zum Jahr 2003 stark 

abgenommen. Ursache waren fehlende Transaktionen im Rahmen des Verbriefungspro-

gramms PROMISE der KfW. Zu Beginn des Jahres 2005 wurde dagegen wieder ein Kredit-

portfolio mit einem Gesamtvolumen i. H. v. 650 Mio. EUR mit Hilfe der KfW verbrieft. 
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Abb. 2-3:  Der europäische CDO-Markt in Zahlen 
Entworfen nach einer Erhebung der Commerzbank für das Jahr 2004.75 Die Balkenteile repräsentieren True 
Sale-Volumina (grob schraffiert), synthetische refinanzierte Volumina (mittelgrob schraffiert) und syntheti-
sche nicht refinanzierte Volumina (fein schraffiert). 

                                                           
72  Vgl. T. Eng und A. MacKay (2005), Facts & figures 2004, S. 6, Table 5. Das dort angegebene Volumen 

ist im Angesicht der obigen Diskussion vorsichtig zu beurteilen, da regelmäßig die Senior-Tranchen 
nicht in die Zahlen eingeflossen sind (vgl. Fn. 69). Ähnliche Größenordnungen sind in ESF (2003, 2004, 
2005), ESF Securitisation, S. 1 und J. Krahnen (2005), Der Handel von Kreditrisiken, S. 4 zu finden. 

73  Beachtet man, dass der RMBS-Markt durch True Sale-Transaktionen dominiert wird (vgl. T. Eng und 
A. MacKay (2005), Facts & figures 2004, S. 7) während ein Großteil der CDO-Transaktionen synthe-
tisch ist, kann ein Vergleich allein anhand der Neuemissionsvolumina mit Blick auf die i. d. R. mit Kre-
ditderivaten gesicherten Senior-Tranchen ein zum Nachteil des CDO-Marktes verzerrtes Bild liefern. 

74  Vgl. ESF (2003, 2004, 2005), ESF Securitisation, S. 2. 
75  Vgl. T. Eng und A. MacKay (2005), Facts & figures 2004, S. 55-58 (COMMERZBANK Sector Review). 
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Der europäische CDO-Markt ist – anders als der U.S.-amerikanische CDO-Markt – stark 

geprägt von synthetischen Transaktionen (vgl. Abb. 2-3).76 Gemessen am Risikotransfer-

volumen betrug der Anteil synthetischer Strukturen im Jahr 2004 ca. 40 %.77 Für die ein-

zelnen europäischen Länder fiel das Ergebnis jedoch sehr unterschiedlich aus. In Spanien 

und Italien wurden ausschließlich True Sale-Transaktionen durchgeführt. In den Nieder-

landen hingegen waren sämtliche Transaktionen synthetisch. In Deutschland dominieren 

mit der KfW-Verbriefungsplattform PROMISE i. d. R. synthetische CDO-Transaktionen.78 

Andere
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SME Kredite
 (3 %)

High Yield
 Kredite (29 %)

Underlyings in den USA

CDOs
 (1 %)

ABS (17 %)SME Kredite
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Abb. 2-4:  Verbriefung von Mittelstandskrediten in den USA und in Europa 
Quellen: O. Cousseran und I. Rahmouni (2005), The CDO market, S. 52 (links, mittig); H. Gallego, C. Kuti 
und S. Baddeley (2005), Pan-European SME CDO performance tracker, S. 2 (FITCH Report) (rechts). 

Mit der Verbriefungsplattform PROMISE werden Kredite an (hauptsächlich) deutsche Mit-

telstandsunternehmen (Small and Medium-sized Entities, SMEs) synthetisch verbrieft und 

am Kapitalmarkt platziert. Anders als in den USA sind Mittelstandskredite in Europa ein 

beliebtes Underlying für CDO-Transaktionen (vgl. Abb. 2-4). Nahezu 49 % der am euro-

päischen CDO-Markt verbrieften Kredite wurden an mittelständische Unternehmen verge-

ben.79 Dabei nimmt Deutschland im Marktsegment der SME CDOs, gefolgt von Spanien 

und den Niederlanden, eine führende Position in Europa ein. Während auf Deutschland 

derzeit 47,2 % des ausstehenden SME CDO-Nominalvolumens entfallen, sind es im Falle 

von Spanien und den Niederlanden 30,9 % und 14,1 %.80 Aufgrund der großen Bedeutung 

der synthetischen SME CDOs in Deutschland sollen im weiteren Verlauf der Arbeit vor-

rangig synthetische Transaktionen mit Mittelstandskreditreferenzportfolien unterstellt wer-

den. Viele Ergebnisse sind jedoch auf True Sale-Transaktionen übertragbar. 
                                                           
76  Vgl. O. Cousseran und I. Rahmouni (2005), The CDO market, S. 50. 
77  Zu diesem Ergebnis gelangt auch J. Krahnen (2005), Der Handel von Kreditrisiken, S. 5. Fraglich ist, ob 

stets die (Super-)Senior-Tranche erfasst worden ist. Vgl. auch Fn. 69. 
78  Vgl. T. Althaus (2003), Verbriefung in Deutschland, S. 634 f. 
79  Vgl. O. Cousseran und I. Rahmouni (2005), The CDO market, S. 52. 
80  Vgl. H. Gallego, C. Kuti und S. Baddeley (2005), Pan-European SME CDO performance tracker, S. 2 

(FITCH Report). 
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22 Grundlagen zum Aufbau von CDO-Transaktionen 
221 Zusammenstellung und Zusammensetzung von CDO-Referenzportfolios 
Im Zentrum einer jeden CDO-Transaktion steht der Forderungspool bzw. das Referenz-

portfolio.81 Im Rahmen der Vorbereitung, Planung und Durchführung einer CDO-

Transaktion nimmt die Analyse potentiell zu verbriefender Forderungen und die schließli-

che Zusammenstellung des Forderungspools eine zentrale Position ein.82  

Zunächst ist zu hinterfragen, ob die Forderungen des Originators für eine Verbriefung ge-

eignet sind und ob die als geeignet erachteten Forderungen ein ökonomisch sinnvolles 

Transaktionsvolumen erlauben (Critical Mass Test).83 Für True Sale-Transaktionen ist es 

erforderlich, dass sich aus den Forderungen ein „eindeutig identifizierbarer und beständi-

ger Zahlungsstrom ableiten lässt“84, da die lfd. Ansprüche der CDO-Anleger aus den Zah-

lungsströmen der Forderungen befriedigt werden müssen. Demgegenüber werden im Rah-

men von synthetischen Transaktionen die CDO-Zinsforderungen aus den Risikoprämien 

der geschlossenen CDS-Kontrakte sowie den Zinseinzahlungen aus dem risikofreien Kol-

lateral des SPVs bedient. Traditionelle Aussagen85 wie „If it flows, securitize it!“ verlieren 

weitgehend ihre Bedeutung. 

Bei True Sale-Transaktionen muss sichergestellt werden, dass die Forderungen rechtsgültig 

veräußert und organisatorisch vom verbleibenden Kreditportfolio getrennt werden können. 

Voraussetzung dafür ist, dass die Forderungen frei von Abtretungsverboten, Belastungen 

oder anderweitigen Rechtstiteln sind.86 Bei synthetischen Transaktionen entfällt die Not-

wendigkeit der Abtretbarkeit, da lediglich Einzelrisiken mit Hilfe von derivativen Struktu-

ren transferiert werden. In den synthetischen Verbriefungsprozess können auch Forderun-

gen mit abtretungshinderlichen Abreden einbezogen werden. 

Zur Schätzung der Häufigkeit und der Schwere zukünftiger Ausfallereignisse sind ausrei-

chend vergangenheitsbezogene Daten der zu verbriefenden Kreditart notwendig. Die Ver-

fügbarkeit und Qualität von historischen Daten bestimmt sowohl bei True Sale-

Transaktionen als auch bei synthetischen Transaktionen wesentlich die Möglichkeit der 

modelltheoretischen Abbildung des Forderungspools und darauf aufbauend die Güte der 
                                                           
81  Der Begriff des Referenzportfolios wird vorrangig bei synthetischen Strukturen verwendet. 
82  Zum operativen Ablauf von ABS-Transaktionen und Anforderungen an die zu verbriefenden Forderun-

gen siehe H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 144-164 u. 165-192; S. Bund (2000), Asset Securitisati-
on, S. 80-98; PWC (2004), Verbriefungen in Luxemburg, S. 8-10. 

83  Eine grundlegende Diskussion der Eignung verschiedener Kreditarten findet sich in S. Bund (2000), 
Asset Securitisation, S. 99-130. 

84  S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 80. 
85  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 165. 
86  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 174-179; S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 81 f. 
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modelltheoretischen Messung des Kreditrisikos der CDOs. Vorausgegangen sein muss eine 

standardisierte und objektive Bonitätsprüfung eines jeden Kreditnehmers bei der Kredit-

vergabeentscheidung. Die ermittelte Bonität sollte sich zudem stets in der kalkulierten Ri-

sikoprämie niederschlagen (sog. Standardrisikokosten). Bei True Sale-Transaktionen müs-

sen die kalkulierten Risikoprämien einen risikoadäquaten Beitrag zur Bedienung der CDO-

Zinsforderungen leisten. Bei synthetischen Transaktionen dienen sie zur Finanzierung der 

CDS-Credit Fees auf der Ebene des Originators. 

Die zu verbriefenden Forderungen sollten in der Gestaltung weitgehend homogen sein und 

auf Standardverträgen beruhen.87 Dadurch kann die Qualität des Forderungspools verhält-

nismäßig einfach einer Prüfung unterzogen werden, ohne jeden einzelnen Kreditvertrag 

einer Begutachtung zuführen zu müssen. 

Für True Sale-Transaktionen sind die Fristigkeiten der zu verbriefenden Forderungen mit 

der Fristigkeit der CDO-Transaktion abzustimmen. Werden kurzfristige Forderungen ver-

brieft, sind zur Vermeidung vorzeitiger Tilgungen der CDOs getilgte Forderungen durch 

neue Forderungen zu ersetzen. Wünschenswert ist, dass die verbrieften Forderungen nicht 

länger als die CDO-Transaktion laufen, da sonst die Tilgung der CDOs am Ende der 

Transaktionslaufzeit durch schlagend werdende Marktpreisrisiken im Rahmen der Verwer-

tung der langlaufenden Forderungen negativ beeinflusst werden könnte. Werden dennoch 

langlaufende Forderungen verwendet, können Zinsderivate zur Kurssicherung herangezo-

gen werden. Bei synthetischen Transaktionen ist die Abstimmung von Fristigkeiten weni-

ger von Bedeutung, da die Bedienung der CDOs nicht unmittelbar aus den Forderungen 

erfolgt. Sinkt das Nominalvolumen des Referenzportfolios während der Transaktionslauf-

zeit, sinkt damit einhergehend die Gefahr von Kompensationszahlungen durch das SPV im 

Rahmen der abgeschlossenen CDS. Die CDS-Credit Fees fallen ebenso wie die CDO-

Risikoprämien geringer aus. Die CDOs können davon unberührt endfällig durch Verwer-

tung des risikolosen Kollaterals des SPVs getilgt werden. 

Um Risiken mit Blick auf die Performance der CDOs zu diversifizieren, sollte der Forde-

rungspool eine geographisch und demographisch breit gestreute Schuldnerstruktur aufwei-

sen. Die Auswirkungen von konjunkturellen Schwankungen, von branchenspezifischen 

Problemen oder von Insolvenzen einzelner Kreditnehmer auf den Forderungspool, respek-

tive auf die Performance der CDOs, können so begrenzt werden. Entgegenstehen können 

dem jedoch die Verbriefungsziele des Originators besonders dann, wenn dieser zum Abbau 
                                                           
87  Vgl. S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 82 f. 
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von Klumpenrisiken bewusst Kreditrisiken mit bestimmter regionaler oder branchenspezi-

fischer Herkunft verbriefen will. Sofern es sich um eine Multi-Seller-Transaktion handelt, 

kann auch in einem solchen Fall der Forderungspool hinreichend diversifiziert werden. 

Werden besicherte Forderungen verbrieft, sollten die gestellten Sicherheiten wertbeständig 

und für den Fall einer notwendig werdenden Liquidation möglichst zeitnah verwertbar 

sein. Ein verbleibendes Verwertungsrisiko ist bei der Beurteilung der Qualität des Forde-

rungspools zu berücksichtigen. Bei True Sale-Transaktionen kann eine lange Zeitdauer bis 

zum Eingang des Liquidationserlöses zu Liquiditätsengpässen führen. Bei synthetischen 

Transaktionen stellt sich die Frage nach der Höhe der Kompensationszahlungen aus den 

CDS-Kontrakten und der Abschreibung der CDO-Nominalwerte.88 In der Praxis werden 

regelmäßig „Late Recovery“-Klauseln vereinbart. Dabei wird der Nominalbetrag der 

CDOs unter Berücksichtigung des Prinzips der gestaffelten Verlustpartizipation zunächst 

abgeschrieben. Bei späterer Verwertung der gestellten Sicherheiten werden vorgenommene 

Abschreibungen um die Höhe des Liquidationserlöses der Sicherheiten zurückgenommen. 

Zwischenzeitliche CDO-Zinsausfälle aufgrund der vorübergehend verminderten CDO-

Nominalbeträge werden nicht kompensiert.89 Modelltheoretisch ist die Erfassung von Late 

Recoveries schwierig und wird zumeist (auch in dieser Arbeit) vernachlässigt. 

Wegen der hohen Start-up-Kosten auf der Ebene des Originators90, insbesondere der Struk-

turierungskosten für den Forderungspool, der Rechtsanwaltskosten für die juristische Bera-

tung und die Erstellung der Vertragsunterlagen, der Kosten für steuerliche Expertisen, der 

Kosten zur Errichtung des SPVs und der Kosten für Beratungs- und Serviceleistungen von 

Investmentbanken zur Emission der CDOs, und der laufenden Verwaltungskosten auf der 

Ebene des SPVs sollte die Emission ein bestimmtes Mindestvolumen nicht unterschreiten. 

Quantitative Angaben in der Literatur variieren stark und hängen von den jeweiligen 

Marktverhältnissen und den genauen Transaktionsstrukturen ab. Mit Blick auf die Diversi-

fikation des Forderungspools sowie die Schaffung eines möglichst liquiden Sekundärmark-

tes für die CDOs sollte das Transaktionsvolumen ohnehin möglichst groß gewählt werden. 

Begrenzt wird das Transaktionsvolumen durch die Verfügbarkeit geeigneter Aktiva. Ggf. 

empfiehlt sich die Teilnahme an einem Multi-Seller-Programm. 

                                                           
88  Vgl. zum Ablauf von CDS Settlements J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 156-158. 
89  Vgl. bspw. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 28, Abs. 8.2. Siehe auch 

die Auszüge aus diesem Dokument in Anlage 21. 
90  Vgl. kurz D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 648. Eine ausführlichere 

Betrachtung der Kosten findet sich in S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 155-161. Ein Versuch ei-
ner Kosten-Nutzen-Analyse findet sich ebenda, S. 161-180. 
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222 Konstruktion und Funktion von Zweckgesellschaften 
2221 SPVs als Instrument der konkursrechtlichen Isolierung des Referenzportfo-

lios 
Die Refinanzierung spezifischer, ausdrücklich gekennzeichneter Vermögenswerte ermög-

licht dem Originator die Beschaffung finanzieller Mittel ausschließlich auf der Basis der 

Qualität des zusammengestellten Forderungspools unabhängig von der eigenen Bonität.91 

Aus Sicht des Investors reduzieren sich mit der Herauslösung der Aktiva aus dem Umfeld 

des Originators die den Kapitaldienst betreffenden Unsicherheiten. Die Komplexität der 

Bewertung verringert sich erheblich, da lediglich die erwarteten Einzahlungsüberschüsse 

eines Pools abgegrenzter, homogener Vermögensgegenstände zu berücksichtigen sind.92 

 
 

Abb. 2-5:  Die bilanzielle Grundstruktur von CDO-Transaktionen (True Sale)93 

Im Rahmen von klassischen CDO-Strukturen erfolgt die bonitätsmäßige Trennung der 

Forderungsrechte (Loans und Bonds) vom Originator durch Abtretung (Zession94) dersel-

ben gem. §§ 398-413 BGB an eine eigens zu diesem Zweck gegründete, rechtlich selb-

ständige und vom Originator wirtschaftlich unabhängige Zweckgesellschaft (SPV).95 

                                                           
91  Vgl. P. Roventa und S. König (2004), ABS als Finanzierungsform für den Mittelstand, S. 2; R. Lenz und 

L. Temme (2003), ABS als Finanzierungsinstrument für Kreditgenossenschaften, S. 660 f. u. 662-666. 
H. Lohneiß (2003), Unternehmensfinanzierung in Deutschland, S. 639 f. u. 642 f. Zur ABS-Finanzierung 
von Großbanken vgl. D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 649. Zur ABS-
Finanzierung von kleinen Banken vgl. ebenda, S. 650. 

92  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 28, 49 u. 101. Darüber hinaus verringern sich Informations- 
und Überwachungskosten, da sich die Beurteilung einzelner Vermögenswerte einfacher gestaltet als die 
Analyse eines gesamten Unternehmens. Vgl. W. Benner (1988), ABS, S. 409 f. 

93  In Anlehnung an H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 102 u. 120. 
94  Anders als bei der zivilrechtlichen Übertragung des Eigentums an beweglichen und unbeweglichen Sa-

chen, wird bei der obligationenrechtlichen Übertragung des Eigentums an Forderungsrechten von einer 
Abtretung (Zession) gesprochen. Eine Zession ist ein zweiseitiges, dingliches Rechtsgeschäft, wodurch 
eine Forderung vom bisherigen Gläubiger (Zedent) auf einen neuen Gläubiger (Zessionar) übertragen 
wird. Der Zessionar wird Inhaber und Eigentümer der Forderung. Dabei unterscheidet man zwischen der 
offenen und der stillen Zession. Im Rahmen von CDOs wird meist die stille Zession gewählt, da in die-
sem Fall die Forderungsabtretung nicht dem Schuldner angezeigt werden muss. 

95  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 90 u. 101. Zweckdienlich ist die sog. „Mantelzession“. Die 
Forderungen werden auf Listen erfasst und gehen zu einem vereinbarten Zeitpunkt über. Vgl. F. Engel-
landt und G. Lütje (1996), Bilanzierung von ABS-Transaktionen, S. 517; C. Zumpf (2000), ABS, S. 10. 
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Die Gründung des SPVs hat zunächst insolvenzrechtliche Gründe. Mit ihr gelingt die 

rechtliche Verselbständigung der Forderungsrechte, so dass diese von Zahlungsansprüchen 

Dritter im Falle einer Insolvenz des Originators (Bankruptcy-remoteness mit Blick auf den 

Originator) isoliert sind. Dafür ist es erforderlich, dass die Abtretung der Forderungsrechte 

auf der Basis eines Verkaufsvertrages gem. § 433 HGB erfolgt (True Sale). Alternativ 

kann rechtlich gesehen die Abtretung im Rahmen eines Darlehensvertrages gem. § 488 

HGB mit Sicherungsabrede (Pledge) erfolgen.96 Das SPV würde in diesem Fall die Stel-

lung eines gesicherten Gläubigers einnehmen. Mit der Novellierung des Insolvenzrechts im 

Jahre 1999 können gesicherte Gläubiger die entsprechenden Sicherheiten jedoch nicht 

mehr vorab der Insolvenzmasse97 entziehen.98 Vielmehr gehen die Verfügungsrechte auf 

den Insolvenzverwalter über.99 Den gesicherten Gläubigern steht lediglich das Recht auf 

Absonderung zu, womit ihnen eine vorrangige Befriedigung ihrer Ansprüche aus den ent-

sprechenden Verwertungserlösen zusteht.100 Zudem müssen sie sich an den Insolvenzkos-

ten i. H. d. Kosten der Feststellung und Verwertung der Sicherheiten beteiligen.101 Insbe-

sondere mit der Beteiligung des SPVs an den Insolvenzkosten kann beim Darlehensvertrag 

mit Sicherungsabrede nicht von einer Insolvenzferne des SPVs vom Originator ausgegan-

gen werden. Dazu bedarf es der Gültigkeit des True Sales. Für den Fall, dass gerichtlich 

die Ungültigkeit des True Sales festgestellt wird, sollte das SPV jedoch zumindest die Stel-

lung eines erstrangig gesicherten Gläubigers einnehmen können.102 Dazu muss die Abtre-

tung rechtsgültig sein, selbst wenn die Abtretung still erfolgt ist (Non-notification).103 Die 

Abtretung darf nicht durch eine Vereinbarung zwischen dem Originator und dem Schuld-

ner ausgeschlossen sein.104 Zudem sind datenschutzrechtliche Bestimmungen zu beach-

ten.105 

                                                           
96  Zum Begriff der „Sicherungsabrede“ siehe H.-J. Lwowski (2000), Kreditsicherung, S. 35-39. 
97  Vgl. zum Begriff der Insolvenzmasse § 35 InsO und W. Zimmermann (2003), Insolvenzrecht, S. 19-26. 
98  Vgl. W. Zimmermann (2003), Insolvenzrecht, S. 49, Abs. bb). 
99  Für eine kurze Gegenüberstellung der Regelungen des alten Konkursrechts und der neuen Insolvenzord-

nung mit Blick auf ABS-Transaktionen vgl. W. Küppers und C. Brause (1998), ABS, S. 419 f. 
100  Vgl. §§ 49-52 InsO sowie §§ 165-173 InsO. Für Forderungsabtretungen sicherungshalber vgl. W. Zim-

mermann (2003), Insolvenzrecht, S. 59 f., Abs. b) u. S. 114 Abs. c) sowie § 51 Nr. 1 InsO. 
101  Vgl. §§ 170, 171 InsO. Ggf. ist ein Pauschalbetrag von 9 % des Verwertungserlöses anzusetzen. 
102  Vgl. B. Posch und T. DiTullio (2002), Rating latin American RMBS, S. 18 (MOODY’S Report). 
103  Im Falle einer Insolvenz des Originators kann es sich als problematisch erweisen, wenn Schuldner die 

Verrechnung ihrer Schuldverpflichtungen mit etwaigen Guthaben erklären. Für diesen Fall lässt sich das 
SPV vom Originator unterzeichnete Abtretungsanzeigen ausstellen. Im Konkursfall kann das SPV diese 
Abtretungsanzeigen dem Schuldner vorlegen, so dass dieser nur noch mit befreiender Wirkung an das 
SPV zahlen darf. Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 103, Fn. 49. Siehe zur Abtretungsbeurkun-
dung insbesondere auch § 403 Abs. 1 sowie § 410 Abs. 1 BGB. 

104  Vgl. § 399 BGB. Siehe auch B. Gehring (1999), ABS im amerikanischen und deutschen Recht, S. 145 
sowie W. Küppers und C. Brause (1998), ABS, S. 416 und R. Lenz und L. Temme (2003), ABS als Fi-
nanzierungsinstrument für Kreditgenossenschaften, S. 661. 

105  Vgl. W. Küppers und C. Brause (1998), ABS, S. 418 f. 
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Damit die Refinanzierung der separierten Forderungen unabhängig von der Bonität des 

Originators erfolgen kann, muss stets gewährleistet sein, dass kein Vorgang beim Origina-

tor die Stellung des SPVs als Forderungsinhaber konterkariert. Dazu ist es notwendig, dass 

der Erwerb der Forderungen durch das SPV im Nachhinein unter keinen Umständen ange-

fochten werden kann. Insbesondere ist darauf zu achten, dass im Falle einer Insolvenz des 

Originators die Veräußerung der Forderungen durch den Originator nicht als schädigende 

Transaktion vor der Insolvenz interpretiert werden könnte (Non-fraudulent Transfer).106 

Die „Insolvenzferne“ zum Originator ist durch Rechtsgutachten zu bestätigen. 

Die rechtliche Verselbständigung der Forderungsrechte in einem SPV soll zudem die stö-

rungsfreie Durchleitung der Cash Flows von den Schuldnern über das SPV hin zu den 

CDO-Investoren sicherstellen. Falls der Originator auch nach der Abtretung im Rahmen 

eines Geschäftsbesorgungsvertrages das Mahn- und Inkassowesen besorgt, muss sicherge-

stellt sein, dass die Cash Flows aus dem Forderungspool nicht mit den Zahlungsströmen 

der übrigen Geschäftstätigkeit vermischt werden (No Commingling Risk).107 Der Origina-

tor wird insbesondere dann das Mahn- und Inkassowesen besorgen, wenn zur Wahrung der 

Kundenbeziehung die Abtretung still erfolgt ist. Zeichnet sich eine Insolvenzbedrohung für 

den Originator ab, sollte das SPV dennoch jederzeit in der Lage sein, die Abtretung gegen-

über den Schuldnern anzuzeigen, um weitere Leistungen an den Originator zu verhindern. 

Zu diesem Zweck kann sich das SPV vom Originator Abtretungserklärungen ausstellen 

lassen.108 

Die rechtliche Verselbständigung der Forderungsrechte in einem SPV ermöglicht darüber 

hinaus die strikte Limitierung der Geschäftsaktivitäten zur Begrenzung des eigenen Insol-

venzrisikos (Bankruptcy-remoteness mit Blick auf das SPV). Danach ist nach Ansicht der 

Ratingagenturen109 die Tätigkeit auf das Ankaufen des Forderungspools und das Begeben 

der CDOs durch die Statuten der Gesellschaft zu beschränken. Insbesondere dürfen keine 

weiteren, den CDOs gegenüber vorrangigen Verbindlichkeiten eingegangen werden, da 

eine ausbleibende Bedienung derselben zur Insolvenz des SPVs führen könnte. Darüber 

hinaus sind der Verkauf von Forderungen aus dem Pool sowie das Abtreten von Rechten 

aus dem Forderungspool an Dritte nicht zulässig.110 Solange Forderungen aus der Emission 

                                                           
106  Zu weiteren Aspekten siehe C. Zumpf (2000), ABS, S. 11. 
107  Vgl. auch die Anmerkungen zum Geschäftsbesorgungsvertrag in R. Lenz und L. Temme (2003), ABS als 

Finanzierungsinstrument für Kreditgenossenschaften, S. 661. Zu den Aufgaben und Anforderungen an 
den Originator als Service-Agenten siehe ebenda, S. 664. 

108  Vgl. auch Fn. 103. 
109  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 111 f. sowie die dort angegebene Literatur. 
110  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 112. 
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der CDOs gegenüber dem SPV ausstehen, darf dieses weder liquidiert, noch mit einer an-

deren Partei zusammengeschlossen werden.111 

Als Rechtsformen für das SPV eignen sich insbesondere Kapitalgesellschaften. Nach deut-

schem Gesellschaftsrecht kommen die Gesellschaft mit beschränkter Haftung und die Ak-

tiengesellschaft in Frage.112,113 Zum einen isoliert die Wahl einer Gesellschaftsform mit 

eigener Rechtspersönlichkeit das SPV von einer Insolvenz eines Gesellschafters.114 Zum 

anderen steht zur Befriedigung der schuldrechtlichen Ansprüche der CDO-Investoren aus-

schließlich das Zweckgesellschaftsvermögen, d. h. der zusammengestellte Forderungspool, 

zur Verfügung.115 

Schließlich ist eine eigene Corporate Identity zu gewährleisten.116 Sie umfasst neben einer 

eigenen Buchführung und einem eigenen Finanzreporting auch eigene Geschäftsräume, 

Telefonanschlüsse und Briefköpfe.117 Die Information Memoranden zu den CDO-

Emissionen weisen zudem regelmäßig deutlich die Firmenbezeichnungen der emittieren-

den SPVs aus. 

                                                           
111  Eine vorzeitige Liquidation wird i. d. R. dadurch ausgeschlossen, dass sich alle Parteien vertraglich ver-

pflichten, das SPV erst nach einer bestimmten zeitlichen Frist nach der Bedienung der letzten Forderung 
gegen das SPV aus den CDOs zu liquidieren. Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 111, Fn. 84. 

112  Dabei ist zu beachten, dass aus steuerlichen Gesichtspunkten die Zweckgesellschaften häufig im Ausland 
gegründet werden, so dass ausländische gesellschaftsrechtliche Besonderheiten Berücksichtigung finden 
müssen. Neben der Kapitalgesellschaft kommt in einigen Bundesstaaten der USA sowie in Liechtenstein 
das Treuunternehmen (Trust) in Betracht. Dabei handelt es sich um die Zusammenfassung von Vermö-
gensgegenständen zu einem rechtlich verselbständigten Sondervermögen (Treuvermögen), das von ei-
nem Treuhänder zu Gunsten des Treugebers bzw. der Treugeber auf der Basis einer vertraglichen Ver-
einbarung (Trust Agreement) verwaltet wird. In der amerikanischen Form kommt dabei insbesondere der 
sog. Grantor Trust zum Einsatz. Dabei werden die Investoren, nicht aber das Treuvermögen besteuert. 
Die Steuerbefreiung wird mit der Passivität des Trusts erkauft. Der Trust darf keine neuen Vermögens-
werte erwerben oder bestehende durch neue ersetzen. Darüber hinaus können begebene Wertpapiere le-
diglich ein einheitliches Miteigentum verbriefen. Damit ist der Grantor Trust für CDO-Strukturen unge-
eignet und wird im Folgenden nicht weiter betrachtet. Vgl. zum Grantor Trust A. Rosenthal und 
M. Ocampo (1988), Securitization of credit, S. 49-54. Treuunternehmen nach liechtensteinischem Recht 
(Art. 932.a PGR) zeichnen sich durch eine eigene Rechtspersönlichkeit aus (§1 TrUG). Die Begünstigten 
(Genussberechtigten) werden i. d. R. in einem Beistatut bestellt. Da das Beistatut bei keiner Behörde ein-
zureichen ist, bleibt die Anonymität der Begünstigten gewahrt. Zu bestellen sind ein inländischer Reprä-
sentant und mind. ein Treuhänderrat. Sofern der Sitz des Trusts das Fürstentum Liechtenstein ist, besteht 
keine Steuerpflicht im Ausland. Da sich der Sitz des Trusts am Verwaltungsort befindet, darf die Verwal-
tung des Trusts folglich nicht ins Ausland verlegt werden. Der Treufonds (Grundkapital) beträgt mindes-
tens CHF 30.000 und muss voll einbezahlt sein. 

113  Für eine Diskussion der Eignung alternativer Rechtsformen siehe B. Gehring (1999), ABS im amerikani-
schen und deutschen Recht, S. 149-155. 

114  Vgl. auch R. Eichholz und M. Nelgen (1992), ABS, S. 796. Häufig wird das Eigentum der Zweckgesell-
schaft an eine gemeinnützige Einrichtung (Charitable Trust) übertragen. Diese Einrichtungen werden oft 
als verwaiste (Orphan Entity) oder vaterlose (Fatherless Entity) Rechtseinheiten bezeichnet. 

115  Nach deutschem Gesellschaftsrecht resultiert die beschränkte Haftung aus § 13 Abs. 2 GmbHG sowie 
§ 1 Abs. 1 S. 2 AktG. 

116  Der Begriff der Corporate Identity ist hier nicht im Sinne einer Unternehmenskultur zu verstehen. 
117  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 112 sowie die dort angegebene Literatur. 
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2222 SPVs als Instrument der handelsrechtlichen und aufsichtsrechtlichen Isolie-
rung des Referenzportfolios 

Vom Ziel der konkursrechtlichen Isolierung ist das Ziel der handelsrechtlichen Isolierung 

zu unterscheiden. Ziel des Originators ist es dabei, den verbrieften Forderungsbestand aus 

der Bilanz zu entfernen und Bilanzkennzahlen – insbesondere die Bilanzkennzahlen zur 

Kapitalstruktur – zu verbessern (Off-Balance-Sheet Transaction). Die Verbesserung der 

Kapitalstrukturkennzahlen erfolgt dadurch, dass die erhaltenen liquiden Mittel aus der Ver-

äußerung des Forderungsbestandes zur Schuldentilgung verwendet werden. Es kommt zur 

Bilanzverkürzung. Die verbesserten Kapitalstrukturkennzahlen signalisieren den Kapital-

marktteilnehmern eine gestiegene Bonität, was günstigere Refinanzierungskonditionen zur 

Folge hat. Handelt es sich beim Originator um ein Kreditinstitut, kann durch die Forde-

rungsveräußerung vorzuhaltendes aufsichtsrechtliches Eigenkapital118 (Eigenmittel) redu-

ziert werden. Anstelle zur Schuldentilgung kann der Originator die liquiden Mittel ver-

wenden, um neue Aktiva zu generieren. Kreditinstitute müssen somit nicht länger der „Buy 

and Hold“-Strategie folgen, sondern können aktives Kreditportfoliomanagement durch den 

Kauf und den Verkauf von zuvor illiquiden Krediten betreiben.119 Es entsteht ein liquider 

Sekundärmarkt für sonst nicht handelbare Kredite. 

Wie in Abb. 2-5 exemplarisch dargestellt, ist ein durch Kaufvertrag abgetretener Forde-

rungsbestand in der Folge bei der Zweckgesellschaft zu bilanzieren. Beim Originator findet 

zunächst lediglich ein Aktivtausch statt. Dabei werden die gekennzeichneten Forderungen 

durch den Gegenwert in Form von finanziellen Mitteln ersetzt (True Sale).120 Eine an-

schließende Schuldentilgung ermöglicht die angestrebte Bilanzverkürzung. Erfolgt die 

Abtretung jedoch im Rahmen eines Darlehensvertrags mit Sicherungsabrede121 (Pledge), 

hat das Kreditinstitut die Forderungen gem. § 246 Abs. 1 S. 2 HGB weiterhin zu bilanzie-

ren und darüber hinaus Verbindlichkeiten gegenüber der Zweckgesellschaft auszuwei-

sen.122 Die angestrebte Bilanzverkürzung gelingt nicht. 

                                                           
118  Für eine aufsichtsrechtlich motivierte Diskussion von ABS-Strukturen siehe S. Jortzik und B. Müller 

(2002), Kreditrisikominderungstechniken und Kreditderivate, S. 21-24, 41-45 u. 50-53. 
119  Vgl. D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 649 f. 
120  Der Verkaufspreis ermittelt sich als Barwert aller zukünftigen Zins- und Tilgungszahlungen. Vgl. 

D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 649. Ggf. entsteht eine Differenz 
zum Buchwert. Vgl. R. Lenz und L. Temme (2003), ABS als Finanzierungsinstrument für Kreditgenos-
senschaften, S. 662. 

121  Zum Begriff der „Sicherungsabrede“ siehe H.-J. Lwowski (2000), Kreditsicherung, S. 35-39. 
122  Vgl. P. Rist (2003), Forderungsverkäufe, S. 386 f. Kann der Originator bei schlagend werdenden Aus-

fallrisiken im Rahmen der Sicherungsabrede in Anspruch genommen werden, kann die Kaufpreisrück-
zahlung in Höhe des übernommenen Ausfallrisikos als Darlehensrückzahlung interpretiert werden. Siehe 
ebenda, S. 388. 
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Da eine Abtretung lediglich den Forderungsübertrag zum Inhalt hat, sagt diese nichts über 

den Rechtsgrund123 und folglich nichts über die bilanzielle Behandlung der Übertragung 

aus.124 Daher hat das IDW im Jahr 2002 eine Stellungnahme zur handelsrechtlichen Zu-

ordnung von Forderungsrechten im Rahmen von Asset-Securitisations bei prüfungspflich-

tigen und freiwillig geprüften Unternehmen veröffentlicht.125 Darin folgt das IDW der 

h. M., wonach in Analogie zum Factoring126, jedoch im Unterschied zur oben betrachteten 

konkursrechtlichen Sichtweise, nicht das zivilrechtliche, sondern das wirtschaftliche Ei-

gentum127 maßgeblich ist.128 Danach ist es nicht ausreichend, die Verfügungsmacht über 

die Forderungen auszuüben. Vielmehr muss die Veräußerung auf einem auf Dauer ausge-

richteten Rechtsgeschäft basieren. Insbesondere eine fest vereinbarte Rückübertragung 

würde dem entgegenstehen.129 Im Rahmen eines Darlehensvertrages mit Sicherungsabrede 

ist der Sicherungsnehmer nach dem Wegfall des Sicherungszwecks verpflichtet, eine 

Rückübertragung (Retrozession) vorzunehmen. Der Sicherungsgeber kann den Siche-

rungsnehmer durch die Rückzahlung somit dauerhaft von der Einwirkung auf die Forde-

rung ausschließen und bleibt wirtschaftlicher Eigentümer.130  

                                                           
123  Eine Abtretung ist ein Verfügungsvertrag, der durch übereinstimmende Willenserklärung zwischen dem 

Zedenten und dem Zessionar zustande kommt. Dem Verfügungsvertrag liegt ein Verpflichtungsgeschäft 
zugrunde. Aus dem Verpflichtungsgeschäft kann der Zessionar einen vertraglichen Anspruch auf Abtre-
tung der Forderung ableiten. Das Verpflichtungsgeschäft stellt somit den Rechtsgrund der Abtretung dar 
und kann sowohl ein Kaufvertrag als auch ein Darlehensvertrag mit Sicherungsabrede sein. 

124  Vgl. F. Engellandt und G. Lütje (1996), Bilanzierung von ABS-Transaktionen, S. 518. Einen ausführli-
chen Vergleich beider Rechtsgründe findet sich in C. Hultsch (2000), Wirtschaftliche Zurechnung von 
Forderungen, S. 2130. 

125  Vgl. IDW (2002), Stellungnahme zur Rechnungslegung: ABS. Eine kritische Diskussion dieser Stel-
lungnahme führen G. Dreyer, H. Schmid und O. Kronat (2003), Bilanzbefreiende Wirkung von ABS, 
S. 91 ff. 

126  Ein Vergleich zwischen ABS-Strukturen und dem Factoring findet sich in H. Bär (1997), Asset securiti-
sation, S. 53-58. 

127  Der Begriff des „wirtschaftlichen Eigentums“ entstammt dem Steuerrecht. Danach wird das wirtschaftli-
che Eigentum gem. § 39 Abs. 1 AO zunächst beim zivilrechtlichen Eigentümer vermutet. In § 39 Abs. 2 
Nr. 1 AO führt der Gesetzgeber jedoch weiter aus: „Übt ein anderer als der Eigentümer die tatsächliche 
Sachherrschaft … in der Weise aus, dass er den Eigentümer im Regelfall für die betriebsgewöhnliche 
Nutzungsdauer von der Einwirkung auf das Wirtschaftsgut wirtschaftlich ausschließen kann, so ist ihm 
das Wirtschaftsgut zuzurechnen“. 

128  Eine Diskussion des Begriffs „wirtschaftliches Eigentum“ findet sich in G. Dreyer, H. Schmid und 
O. Kronat (2003), Bilanzbefreiende Wirkung von ABS, S. 92 f.; W. Mellwig und M. Weinstock (1996), 
Zurechnung von mobilen Leasingobjekten, S. 2345-2348. 

129  Einen sog. Clean-up Call, d. h. eine Rückübertragungsmöglichkeit für den Fall, dass der Forderungsbe-
stand im Zuge von Forderungstilgungen einen Umfang unterschreitet, der die Wirtschaftlichkeit des 
SPVs in Frage stellt, sieht das IDW dagegen nicht als hinderlich an. Vgl. IDW (2002), Stellungnahme 
zur Rechnungslegung: ABS, S. 1153.  

130  Vgl. C. Hultsch (2000), Wirtschaftliche Zurechnung von Forderungen, S. 2129 f. Vgl. auch Fn. 127. Bei 
einer wörtlichen Anwendung des § 246 HGB erweist sich jedoch als problematisch, dass sich die 
Zweckgesellschaft im Rahmen von Asset-Securitisations primär aus der Verwertung der Forderung be-
friedigt. Eine vereinbarte Rückübertragung erfolgt lediglich bei Untauglichkeit der Forderung zur Be-
friedigung des SPVs. Folglich ist, anders als beim typischen Darlehen, wo die Verwertung des Siche-
rungsguts lediglich den Ausnahmenfall darstellt, nicht nur von einer Abtretung sicherungshalber, sondern 
auch erfüllungshalber auszugehen. Zur Abgrenzung des Begriffs „erfüllungshalber“ siehe H.-J. Lwowski 
(2000), Kreditsicherung, S. 38. Daraus wird zuweilen geschlussfolgert, dass § 246 HGB nicht anwendbar 
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Das IDW sieht es zudem als wesentlich an, dass das Ausfallrisiko131 vollständig auf den 

Erwerber der Forderungen übergeht.132 Hieran mangelt es u. a. dann, wenn der Originator 

eine First Loss-Verpflichtung eingeht, wonach dieser als Garantiegeber für Ausfälle bis zu 

einer bestimmten Höhe auftritt, wenn der Originator am Eigenkapital der Zweckgesell-

schaft beteiligt ist, womit dieser auch ohne besondere Vereinbarung von den Ausfallrisiken 

betroffen ist und wenn der Originator von der Zweckgesellschaft emittierte Schuldtitel zu 

nicht unwesentlichen Teilen übernimmt.133  

Abgesehen von Aspekten der Beteiligung des Originators an der Zweckgesellschaft, knüpft 

das IDW auch Bedingungen an die Gestaltung des Verkaufspreises bzw. den vereinbarten 

Preisabschlag134 gegenüber den Nenn- oder Buchwerten für das übernommene Ausfallrisi-

ko. Damit soll verhindert werden, dass Teile des Ausfallrisikos verdeckt135 durch die 

Preisgestaltung nach wie vor von dem Originator getragen werden.136 Grundsätzlich gilt, 

dass der Verkaufspreis, respektive der Preisabschlag bei Vertragsabschluss, endgültig sein 

muss. Ist der Preisabschlag von der Performance des Forderungspools während der Trans-

aktion abhängig, gilt das wirtschaftliche Eigentum insbesondere nur dann als übergegan-

                                                                                                                                                                                
sei. Zudem sei ein dauerhafter Ausschluss der Einwirkung des Sicherungsnehmers durch den Siche-
rungsgeber nicht mehr möglich. Lediglich bei fehlgeschlagener Verwertung kann ein Rückübertragungs-
anspruch abgeleitet werden. Vgl. C. Hultsch (2000), Wirtschaftliche Zurechnung von Forderungen, 
S. 2131. Da dieser Anspruch auf einen Vermögensgegenstand gerichtet ist, der wirtschaftlich wertlos 
sein kann, aufgrund positiver Wiedergewinnungsraten aber nicht wertlos sein muss, kann hier einer Zu-
ordnung des wirtschaftlichen Eigentums zur Zweckgesellschaft nicht vorbehaltlos gefolgt werden. 

131  Das IDW bedient sich in der Stellungnahme zur Rechnungslegung des Begriffs des „Bonitätsrisikos“. 
Inhaltlich wird dabei jedoch auf das Ausfallrisiko nach der hier verwendeten Begriffsdefinition abge-
stellt. Vgl. auch Fn. 53. 

132  Eine abweichende Ansicht vertritt P. Rist (2003), Forderungsverkäufe, S. 388 f. Sie argumentiert, dass 
die Übernahme des Ausfallrisikos wirtschaftlich eine Versicherungsleistung darstellt. Das IDW selbst 
befindet, dass die Übernahme des Ausfallrisikos durch einen Dritten im Rahmen eines Forderungsver-
kaufs (z. B. per Kreditversicherung) nicht zu einem Eigentumsübergang im wirtschaftlichen Sinne führt. 
Vgl. IDW (2002), Stellungnahme zur Rechnungslegung: ABS, S. 1152. RIST sieht darin eine inkonse-
quente Vorgehensweise bei der bilanziellen Behandlung von Forderungsabtretungen einerseits und Aus-
fallrisikoversicherungen anderseits und stellt vielmehr die Finanzierungsfunktion (Betrachtung des 
„normalen Verlaufs der Dinge“ anstelle des Störfalls) in den Vordergrund der Betrachtung. Vgl. ebenda, 
S. 389 f. G. Dreyer, H. Schmid und O. Kronrat (2003), Bilanzbefreiende Wirkung von ABS, S. 94-96 be-
fürworten das Abstellen auf die Verfügungsbefugnis. 

133  Für eine Auflistung hindernder Vereinbarungen bei der Übertragung des Bonitätsrisikos aus handels-
rechtlicher Sicht des IDW siehe IDW (2002), Stellungnahme zur Rechnungslegung: ABS, S. 1153 f. 

134  Das IDW spricht von einem Abschlag für das Bonitätsrisiko. Dabei führt das IDW nicht aus, worauf ein 
solcher Abschlag bezogen wird. Theoretisch kann nur eine sonst mit identischen Merkmalen ausgestatte-
te „risikofreie“ Geldanlage gemeint sein. In Betracht kommen dabei insbesondere Papiere des Bundes. 

135  Eine verdeckte Zurückbehaltung des Ausfallrisikos sieht das IDW insbesondere dann, wenn das SPV und 
der Originator die Einrichtung eines Reserve- oder Garantiekontos vereinbaren auf das überhöhte Kauf-
preisabschläge einbezahlt werden. Treten Kreditausfälle ein, kann das SPV das Reservekonto entspre-
chend belasten. Sofern am Ende der Transaktion das Reservekonto einen positiven Saldo aufweist, wird 
dieser dem Originator erstattet. Damit trägt der Originator stets die Ausfallrisiken. 

136  Eine Auflistung von Vertragsklauseln, die einem vollständigen Ausfallrisikoübergang entgegenstehen, 
findet sich in IDW (2002), Stellungnahme zur Rechnungslegung: ABS, S. 1153-1156. Siehe auch die 
Diskussionen in K.-D. Findeisen (1998), ABS nach US-GAAP und HGB, S. 485-488 und W. Küppers 
und C. Brause (1998), ABS, S. 419. 
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gen, wenn dieser sich an den historisch tatsächlich realisierten Forderungsausfällen orien-

tiert. Neben dem Kaufpreisabschlag sind auch zusätzliche Vereinbarungen wie Liquiditäts-

faszilitäten oder Serviceleistungen in die Prüfung mit einzubeziehen. Liquiditätslinien sind 

für den Übergang des wirtschaftlichen Eigentums unschädlich, solange diese ausschließ-

lich der Liquiditätssicherung der Zweckgesellschaft dienen. 

Die bilanzielle Ausbuchung des Forderungspools könnte durch die Konzernrechnungsle-

gung konterkariert werden. Ggf. hat der Originator das SPV im Rahmen des Konzernab-

schlusses zu konsolidieren. Der Forderungspool würde in der Konzernbilanz erscheinen, 

womit das Ziel verbesserter Kapitalstrukturkennzahlen zumindest auf der Ebene des Kon-

zerns verfehlt wäre. Zur Konsolidierung sind sowohl die deutschen Rechnungslegungs-

standards als auch die International Accounting Standards (IAS) bzw. die International 

Financial Reporting Standards (IFRS) heranzuziehen. 

Nach Art. 4 der Verordnung (EG) Nr. 1606/2002 des EUROPÄISCHEN PARLAMENTS und des 

RATES vom 19.6.2002 (IAS/IFRS-Verordnung) müssen europäische konzernrechnungsle-

gungspflichtige, kapitalmarktorientierte Unternehmen für Geschäftsjahre, beginnend ab 

dem 1.1.2005137, ihre Konzernabschlüsse nach den in das EU-Recht übernommenen IAS/ 

IFRS anstelle der nationalen Rechnungslegungsvorschriften vorlegen.138 Problematisch ist, 

dass die IAS/IFRS-Verordnung zwar den Begriff der Kapitalmarktorientierung139 klärt, 

aber nicht regelt, welche Unternehmen der Konzernrechnungslegungspflicht unterliegen.140 

Speziell bleibt ungeklärt, ob die Pflicht zur Aufstellung eines Konzernabschlusses aus den 

IAS/IFRS oder aus den jeweiligen nationalen Rechnungslegungsvorschriften abzuleiten ist. 

Der deutsche Gesetzgeber schlussfolgert daraus, dass die Konzernrechnungslegungspflicht 

„weiterhin nach den einzelstaatlichen Vorschriften zur Umsetzung der EG-

Konzernbilanzrichtlinie 83/349/EWG, also [im Fall der deutschen Rechnungslegungsvor-

schriften] den §§ 290-293 HGB“141 zu prüfen ist und kodifiziert dies als eine Ergänzung 

zur IAS/IFRS-Verordnung in § 315a HGB. Für Kredit- und Finanzdienstleistungsinstitute 

sind ergänzend die Vorschriften des § 340i zu beachten.142 Die Anwendung der §§ 290-292 
                                                           
137  Für bestimmte Unternehmen gilt eine Übergangsfrist bis zum 01.01.2007. Vgl. Art. 9 der IAS/IFRS-

Verordnung. 
138  Die Verordnung (EG) 1606/2002 des EUROPÄISCHEN PARLAMENTS und des RATES vom 19. Juli 2002 ist 

im Amtsblatt der Europäischen Gemeinschaften L 243/1 vom 11.09.2002 veröffentlicht. 
139  Sofern Wertpapiere des fraglichen Unternehmens am Bilanzstichtag in einem beliebigen Mitgliedsstaat 

zum Handel an einem geregelten Markt zugelassen sind, liegt eine Kapitalmarktorientierung vor. Vgl. 
Art. 4 der Verordnung (EG) 1606/2002. 

140  Vgl. hierzu und im Folgenden S. Blaschke und S. Schildbach (2005), Konzernrechnungslegung, S. 310. 
141  Regierung der Bundesrepublik Deutschland (2004), Bilanzrechtsreformgesetzentwurf, S. 34. 
142  Vergleichbare Regelungen existieren für Versicherungsunternehmen und Pensionsfonds. Vgl. § 341j 

Abs. 1 S. 4 i. V. m. § 315a Abs. 1 HGB. 
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HGB erfolgt bei Kredit- und Finanzdienstleistungsinstituten gem. § 340i Abs. 1 S. 1 

rechtsformunabhängig143. Der § 293 HGB zur größenabhängigen Befreiung von der Kon-

zernrechnungslegungspflicht findet gem. §340i Abs. 2 S. 2 HGB keine Anwendung.144 

Nach § 290 HGB entsteht die Pflicht zur Aufstellung eines Konzernabschlusses mit der 

Begründung eines Mutter-Tochter-Verhältnisses entweder nach dem Konzept der einheitli-

chen Leitung (§ 290 Abs. 1 HGB, ökonomisches Konzept) oder dem Control-Konzept 

(§ 290 Abs. 2 HGB, juristisches Konzept). Voraussetzung für das Vorliegen der einheitli-

chen Leitung ist eine Beteiligung gem. § 271 Abs. 1 S. 1 HGB des Mutterunternehmens an 

der Tochter. Eine derartige Beteiligung liegt vor, wenn Anteile der Mutter an der Tochter 

dazu bestimmt sind, dem Geschäftsbetrieb der Mutter durch die Herstellung einer dauern-

den Verbindung zur Tochter zu dienen. Im Rahmen von ABS-Transaktionen wird oft das 

Eigentum der Zweckgesellschaft an eine gemeinnützige Einrichtung (Charitable Trust) 

übertragen.145 Der Originator hält keine Anteile und folglich keine Beteiligung i. S. d. 

§ 271 Abs. 1 S. 1 HGB. Wird eine Beteiligung festgestellt, ist der Tatbestand der einheitli-

chen Leitung zu prüfen. Nach h. M. setzt „die einheitliche Leitung kein Weisungsrecht 

voraus, sondern ist bereits dann gegeben, wenn [der Originator] die Geschäftspolitik [des 

SPVs] und sonstige grundsätzliche Fragen der Geschäftsführung aufeinander abstimmt“146. 

Dazu genügt es, die Geschäftspolitik bei Gründung des SPVs im Gesellschaftsvertrag vor-

wegzunehmen, und somit die Entscheidungsmacht des SPV-Managements dauerhaft zu 

beschränken (sog. Autopilot).147 Während des Bestehens des SPVs werden vom Originator 

keine Leitungsaufgaben übernommen. Problematisch ist, dass nach h. M. die einheitliche 

Leitung nur bei einem einzigen Unternehmen liegen kann. Dem dürfte entgegenstehen, 

dass bei Gründung des SPVs sowohl der Originator als auch die Investoren ihre Interessen 

in den Gesellschaftsvertrag einbringen. Im Ergebnis wird das Konzept der einheitlichen 

Leitung regelmäßig keine Konzernrechnungslegungspflicht mit Blick auf SPVs auslösen. 
                                                           
143  Da § 315a den erg. Vorschriften für Kapitalgesellschaften zugeordnet wurde, beschränkt sich die Kon-

zernrechnungslegung nach deutschem Recht auch nach IAS/IFRS weiterhin grds. auf (kapitalmarktorien-
tierte) Kapitalgesellschaften. Eine andere Auffassung vertritt das IDW, wonach „– dem Gedanken der 
IAS-Verordnung folgend – alle Unternehmen unabhängig von ihrer Rechtsform diese Verordnung an-
wenden [müssen], soweit sie kapitalmarktnotiert sind“. Vgl. IDW (2004), Stellungnahme zum Referen-
tenentwurf des BilReG, S. 10. Das IDW räumt jedoch ein, dass weder das BilReG noch die Gesetzesbe-
gründung zum BilReG hinreichend Klarheit schaffen. Für Kredit- und Finanzdienstleistungsinstitute fin-
den die erg. Vorschriften des § 340i Abs. 1 S. 1 und des § 340i Abs. 2 S. 2 HGB Anwendung, wonach 
die Pflicht zur Aufstellung eines Konzernabschlusses sowohl rechtsform- als auch größenunabhängig zu 
prüfen ist. Vgl. auch S. Blaschke und S. Schildbach (2005), Konzernrechnungslegung, S. 310 f. 

144  Eine vergleichbare Bestimmung findet sich in § 341j Abs. 1 S. 4 für Versicherungsunternehmen und 
Pensionsfonds. 

145  Diese Einrichtungen werden auch als verwaiste (Orphan Entity) oder vaterlose (Fatherless Entity) 
Rechtseinheiten bezeichnet. 

146  H. Adler, W. Düring, K. Schmaltz (1996), Rechnungslegung und Prüfung: Teilband 3, S. 60. 
147  Vgl. R. Schmidbauer (2002), Konsolidierung von SPEs, S. 1016. 
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Nach dem Control-Konzept in § 290 Abs. 2 HGB entsteht die Pflicht zur Aufstellung eines 

Konzernabschlusses mit der rechtlichen Möglichkeit der Beherrschung der Tochter durch 

die Mutter. Der Gesetzgeber sieht die Möglichkeit der Beherrschung der Tochter als gege-

ben, wenn der Mutter die Mehrheit der Stimmrechte zustehen (§ 290 Abs. 2 Nr. 1 HGB), 

der Mutter das Recht zusteht, die Mehrheit der Mitglieder des Verwaltungs-, Leitungs- 

oder Aufsichtsorgans zu bestellen oder abzuberufen (§ 290 Abs. 2 Nr. 2 HGB), oder die 

Mutter das Recht hat, aufgrund eines geschlossenen Beherrschungsvertrages oder einer 

Satzungsbestimmung einen beherrschenden Einfluss auszuüben (§ 290 Abs. 2 Nr. 3 

HGB).148 Üblicherweise besitzt der Originator einer ABS-Transaktion nur eingeschränkte 

bzw. keine Stimmrechte am SPV. Auch verzichtet der Originator – um eine Konsolidie-

rung zu vermeiden – auf Rechte gem. § 290 Abs. 2 Nr. 2 HGB und sieht zumeist vom Ab-

schluss eines Beherrschungsvertrages ab.149 

Sofern gem. §§ 290-293 HGB kein Mutter-Tochter-Verhältnis begründet wird, kann auch 

keine Konzernrechnungslegungspflicht nach IAS/IFRS entstehen. Das gilt selbst dann, 

wenn die Anwendung der IAS/IFRS eine Konzernrechnungslegungspflicht vorsehen. Da-

durch besteht die Möglichkeit, dass nach derzeitiger Gesetzeslage ein kapitalmarktorien-

tiertes Unternehmen als Initiator mehrerer SPVs nach §§ 290-293 HGB nicht IAS/IFRS-

konzernrechnungslegungspflichtig wird, obwohl eine Anwendung der IAS/IFRS u. U. zu 

einer Konsolidierung sämtlicher SPVs führen würde.150 Sofern mind. ein Mutter-Tochter-

Verhältnis festgestellt wird und Kapitalmarktorientierung vorliegt, fällt das Unternehmen 

in den Anwendungsbereich des § 315a HGB und ist zur Aufstellung eines IAS/IFRS-

Konzernabschlusses verpflichtet. Der Konsolidierungskreis ist dann nach den IAS/IFRS 

festzustellen. Dies folgt aus dem Wortlaut des § 315a Abs. 1 S. 1, wonach die Regelungen 

des HGB zur Feststellung des Konsolidierungskreises (§ 394 Abs. 1 mit Verweis auf das 

Mutter-Tochter-Verhältnis gem. § 290) nicht weiter zu beachten sind. SPVs, die im Rah-

men der Prüfung der Konzernrechnungslegungspflicht nach §§ 290-293 HGB keine Toch-

terunternehmen darstellen, sind nun ggf. nach IAS/IFRS zu konsolidieren. 
                                                           
148  Vgl. H. Adler, W. Düring, K. Schmaltz (1996), Rechnungslegung und Prüfung: Teilband 3, S. 64-74. 
149  Vgl. hierzu auch R. Schmidbauer (2002), Konsolidierung von SPEs, S. 1015. Schmidbauer argumentiert 

weiter, dass die gesellschaftsrechtliche Ausgestaltung von SPVs ein fiktives Treuhandverhältnis ohne 
explizite Treuhandabrede begründet. Den (Equity-)Investoren wird kein eigenes unternehmerisches Inte-
resse unterstellt. Das SPV wäre i. S. d. § 290 Abs. 3 S. 1 HGB zu konsolidieren. Voraussetzung ist je-
doch, dass die wirtschaftlichen Chancen und Risiken beim Originator verbleiben. Dies führt jedoch dazu, 
dass der Forderungbestand gar nicht erst aus der Bilanz des Originators ausgebucht werden kann. 

150  Zum gleichen Ergebnis gelangt auch das IDW. Vgl. IDW (2004), Stellungnahme zum Referentenentwurf 
des BilReG, S. 10 f. Das IDW regt an, den § 290 HGB an die Regelungen der IAS/IFRS anzupassen. Ge-
schehen könnte dies im Rahmen des Bilanzrechtsmodernisierungsgesetzes (BilMoG). Anhaltspunkte für 
die Ausgestaltung des neuen Gesetzestextes könnte mit Blick auf die Konsolidierung von SPVs die For-
mulierung des SIC 12.8 liefern. 
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2223 SPVs als Instrument zur Separation von Einzelrisiken aus dem Referenz-
portfolio 

Synthetische Konstruktionen dienen nicht zur Beschaffung finanzieller Mittel auf der Basis 

der Qualität eines zusammengestellten Forderungspools. Insofern kann es nicht die Funkti-

on der Zweckgesellschaft sein, Forderungen rechtlich zu verselbständigen und von Zah-

lungsansprüchen Dritter im Falle einer Insolvenz des Originators zu isolieren. Synthetische 

Konstruktionen separieren vielmehr regelmäßig Einzelrisiken aus dem Forderungspool und 

übertragen diese an dritte Parteien. Zur Separation von Kreditrisiken kommen dabei Kre-

ditderivate zum Einsatz.151 Fraglich bleibt dabei die Funktion des SPVs. 

Die Separation des Kreditrisikos könnte ausschließlich auf der Basis von Kreditderivaten 

durchgeführt werden. Eine Emission von schuldrechtlichen CDOs fände nicht statt (fully 

unfunded transaction).152 Werden CDS verwendet, weisen diese im Zeitpunkt des Ab-

schlusses bei fairer Konditionenbildung einen Barwert von null auf. Es bestünde keine 

Möglichkeit für Versicherungen, Fonds, öffentliche Stellen oder andere potentielle Inves-

toren liquide Mittel in CDO-typische Risk-Return-Profile zu investieren.153 Werden CLNs 

(ohne SPV) verwendet, unterliegen diese dem Ausfallrisiko des Originators. 

Mit dem Ziel, CDOs über ein SPV zu emittieren, kann der Originator mit Hilfe von CDS 

das Ausfallrisiko des Forderungspools (Referenzportfolio) an das SPV übertragen. Das 

SPV sichert dem Originator Ausgleichszahlungen bei Eintritt von Ausfallereignissen im 

Referenzportfolio zu und erhält dafür vom Originator eine Risikoprämie. Als Sicherheit für 

potentielle Ausgleichszahlungen dient dem SPV der Emissionserlös der CDOs (fully fun-

ded transaction). Die Emissionserlöse werden in kreditrisikofreie Anlagen am Geld- und 

Kapitalmarkt investiert und dienen zugleich als Sicherheit für die Tilgung der CDOs. Die 

risikofreien Geldanlagen des SPVs sind frei von Zahlungsansprüchen Dritter und dienen 

insbesondere nicht der Befriedigung von Gläubigern des Originators im Falle von dessen 

Insolvenz (Bankruptcy-remoteness mit Blick auf den Originator). Die Tilgung der CDOs 

ist durch eine mögliche Insolvenz des Originators nicht in Gefahr. Der Originator hat le-

diglich im Rahmen des abgeschlossenen CDS Anspruch auf Befriedigung aus dem Ver-

mögen des SPVs zu Lasten der CDO-Anleger. Damit unterliegt die Tilgung der CDOs, 

ähnlich wie beim True Sale, ausschließlich dem Kreditrisiko des Referenzportfolios. 

                                                           
151  Vgl. die Ausführungen in Abschnitt 212. 
152  Vgl. S. Bund et al. (2001), Synthetic securitisation, S. 3 f. 
153  Gegenüberstellungen von Return-Profilen von Bonds und weitgehend risikoäquivalenten CDOs finden 

sich in L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 271-286 (Chapter 12). 
Dabei hängt die Performance von Bonds im Vergleich zu (Mezzanine) CDOs wesentlich vom unterstell-
ten Default-Szenario ab. 
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Fraglich ist, inwieweit die Zinszahlungen an die CDO-Anleger von einer möglichen Insol-

venz des Originators unberührt bleiben. Bei einer Insolvenz des Originators wären die Ri-

sikoprämienzahlungen aus dem CDS in Gefahr. Die CDS-Risikoprämienzahlungen dienen 

zusammen mit den Zinseinnahmen aus den risikofreien Anlagen des SPVs der Bedienung 

der Zinsansprüche der CDO-Anleger, wobei der ausfallrisikovergütende Teil der CDO-

Zinszahlungen (über die Laufzeit der Transaktion hinweg) durch die CDS-

Prämienzahlungen finanziert wird.154 Da das SPV mit dem Ausbleiben der CDS-

Risikoprämienzahlungen von möglichen Kompensationszahlungen befreit ist, könnte die 

Transaktion mit den (verbleibenden) CDO-Nominalbeträgen als risikofreie Anlage aufge-

fasst werden. Zum selben Ergebnis gelangt man, wenn die Transaktion sofort liquidiert 

wird und die CDO-Anleger die (verbliebenen) Nominalbeträge durch die Verwertung der 

risikofreien Anlagen des SPVs zur eigenständigen risikofreien Geldanlage zurückerhalten. 

Die Anleger würden dabei die vereinbarten Risikoprämien verlieren. 

Alternativ könnte das SPV den ausgefallenen CDS durch einen Neuabschluss mit einer 

dritten Partei ersetzen. Zu beachten wäre jedoch, dass ein Neuabschluss nicht notwendi-

gerweise zu identischen Konditionen, d. h. mit identischer Risikoprämie, möglich ist. Soll 

die Risikoprämie ungeachtet der aktuellen Markteinschätzung unverändert bleiben, wird 

der CDS keinen Barwert von null aufweisen. Aus der Sicht des SPVs kann der Barwert 

positiv oder negativ sein. Ist der Barwert positiv, würde die dritte Partei eine entsprechende 

Ausgleichszahlung vom SPV fordern. Das SPV unterliegt damit einem sog. Eindeckungs-

risiko.155 Das Eindeckungsrisiko ist in den CDS-Konditionen zu berücksichtigen.156 Das 

Entgelt ist an die CDO-Anleger weiterzugeben. Damit werden die CDO-Anleger für eine 

mögliche frühzeitige Liquidation der Transaktion entschädigt. 

In der Praxis wird zumeist nur ein Teil der Transaktion durch CDOs verbrieft. Üblicher-

weise werden dazu mehrere CDS mit einer nach dem Prinzip der Subordination gestaffel-

ten Verlustkompensation abgeschlossen. Dabei tritt lediglich im Rahmen des Mezzanine-

CDS zum Zwecke der Emission von CDOs ein SPV als Sicherungsgeber auf (partially 

                                                           
154  Zur Höhe und zur zeitlichen Struktur der CDS-Risikoprämienzahlungen auf der einen Seite und der 

CDO-Risikoprämienzahlungen auf der anderen Seite sowie zu damit verbundenen Fragestellungen siehe 
die Ausführungen in Abschnitt 5241. Das wesentliche Ergebnis ist, dass i. d. R. die eingehenden und 
ausgehenden Risikoprämienzahlungen lediglich in der Erwartung über die Laufzeit der Transaktion hin-
weg einander entsprechen. In einem einzelnen Zeitpunkt bestehen betragsmäßige Unterschiede. 

155  Vgl. zum Eindeckungsrisiko Fn. 53. 
156  Zur modelltheoretischen Berücksichtigung des Eindeckungsrisikos bei ausfallrisikobehafteten Swaps 

siehe D. Duffie und M. Huang (1996), Swap rates and credit quality, S. 923-930. 
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funded transaction).157 Zudem wird aus regulatorischen Gründen in der Praxis häufig eine 

OECD-Bank mit einem Back-to-Back Swap zwischen den Originator und das SPV ge-

schaltet.158 Sofern die OECD-Bank eine erstklassige Bonität (ggf. durch Staatsgarantien) 

aufweist, ist das Eindeckungsrisiko des SPVs vernachlässigbar gering. 

223 Refinanzierung der Zweckgesellschaft durch die Emission von CDOs 
CDOs verbriefen schuldrechtliche Ansprüche gegenüber der Zweckgesellschaft und unter-

liegen damit dem Pay-Through-Konzept.159 Wesensbestimmendes Merkmal des Pay-

Through-Konzepts ist neben dem schuldrechtlichen Anspruch die betragsmäßige und zeit-

liche Umstrukturierung der Zahlungsströme des SPVs im Rahmen eines internen Cash-

Managements.160 Besonders deutlich wird das Prinzip der Umstrukturierung bei syntheti-

schen Transaktionen. Das SPV erhält Einzahlungen in Form von Credit Fees aus abge-

schlossenen CDS-Kontrakten und in Form von Zinsen aus dem risikofreien Kollateral. Das 

SPV finanziert damit die Auszahlungen an die CDO-Investoren zu den vertraglich verein-

barten CDO-Zinszahlungsterminen. Zeitliche Umstrukturierungen bergen jedoch Zinsän-

derungsrisiken. Synthetische Strukturierungen erlauben es, die CDS und die CDOs so ab-

zuschließen, dass die Termine der Einzahlungen genau mit den Terminen der Auszahlun-

gen übereinstimmen. Zwischenzeitliche Anlagen der Credit Fees sind nicht nötig. Es bleibt 

die betragsmäßige Umstrukturierung der Zahlungen nach Maßgabe der Tranchenstärke und 

der Tranchenseniorität. 

Die CDOs können nach dem Prinzip der zunehmenden Nachrangigkeit (Subordination) in 

mehrere Tranchen aufgeteilt werden. Verluste aus dem Forderungspool werden zuerst von 

den Investoren der untersten Tranche getragen. Bei klassischen CDO-Transaktionen stellt 

die unterste Tranche kein Fremdkapital, sondern Eigenkapital dar. Das Volumen der sog. 

Equity-Tranche beträgt regelmäßig ca. 5 % des Portfolionominalvolumens und dient den 

CDO-Investoren als Credit Enhancement.161 Die Equity-Investoren partizipieren erst dann 

an den Zins- und Tilgungszahlungen des Forderungspools, nachdem die CDO-Investoren 

entsprechend ihrer Seniorität bedient worden sind. Die Zuordnung von Zahlungen zu den 

                                                           
157  Vgl. L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 206-208. Vgl. auch die 

Transaktionsstruktur in Abb. 2-6. 
158  Vgl. S. Jortzik und B. Müller (2002), Kreditrisikominderungstechniken und Kreditderivate, S. 21-24; 

L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 203 f. 
159  Vom Pay-Through-Konzept ist das Pass-Through-Konzept abzugrenzen, bei dem es im Rahmen von 

Miteigentumsrechten zur unveränderten Durchleitung von Zahlungen zu den Investoren nach Maßgabe 
der Miteigentumsanteile kommt. Das Pass-Through-Konzept ist für CDOs nicht relevant und soll nicht 
weiter diskutiert werden. Vgl. bspw. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 130 (Abb. 4/6) u. S. 130-138. 

160  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 130 (Abb. 4/6) u. S. 138 f. 
161  Vgl. L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 35 f. Eine detaillierte Dis-

kussion der Equity-Tranche findet sich ebenda, S. 287-315 (Chapter 13). 
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einzelnen Tranchen wird als Waterfall der Transaktion bezeichnet. Der Waterfall beinhal-

tet sog. Coverage Tests zur Überprüfung der Credit Enhancements, die zum Schutz der 

CDO-Investoren Tranche für Tranche durchgeführt werden müssen. Besteht eine Tranche 

die Coverage Tests nicht, werden die Cash Flows „umgeleitet“ und zunächst zur (frühzei-

tigen) Tilgung vorrangiger Tranchen verwendet. Der Waterfall mit den zugehörigen Cove-

rage Tests ist ein wichtiges Element der Transaktionsstruktur, das bei der Beurteilung des 

Risikogehalts einer Investition in die CDOs stets zu berücksichtigen ist.162 Bei syntheti-

schen Transaktionen dagegen werden die Zahlungen an die CDO-Investoren nicht aus den 

Zins- und Tilgungszahlungen des kreditrisikobehafteten Forderungspools gespeist. Cove-

rage Tests im Rahmen des Waterfalls sind wenig sinnvoll. Die Zahlungen an die CDO-

Investoren richten sich unmittelbar nach den Ausfallereignissen sowie den daraus resultie-

renden Verlusten des mit Hilfe von Kreditderivaten gesicherten Referenzportfolios. Ab-

schreibungen der CDO-Nominalbeträge können direkt den Verpflichtungen zu Kompensa-

tionszahlungen aus den Kreditderivaten zugeordnet werden. Die Beurteilung des Risikoge-

halts einer Investition in die CDOs kann demzufolge ausschließlich163 auf der Basis der 

Verlustverteilung des Referenzportfolios erfolgen.164 Daher ist der Modellierung der Ver-

lustverteilung des Referenzportfolios besondere Aufmerksamkeit zu widmen.165 Darüber 

hinaus kommen synthetische Transaktionen fast vollständig ohne Eigenkapital aus. Die 

Höhe des Eigenkapitals bestimmt sich nicht nach Maßgabe einer notwendigen Besicherung 

der CDO-Investoren, sondern richtet sich nach rechtlichen Bestimmungen zur Errichtung 

der Zweckgesellschaft und Emission der CDOs.166 Von einer Equity-Tranche kann kaum 

gesprochen werden. Die unterste Tranche ist bei synthetischen Transaktionen häufig durch 

einen Credit Default Swap gesichert (partially funded transaction) und wird, der Tatsache 

Rechnung tragend, dass sie zuerst von Verlusten des Referenzportfolios betroffen ist, als 

First Loss Piece (FLP) bezeichnet. 

Die CDOs werden ihrer Seniorität entsprechend mit unterschiedlichen Ausfallwahrschein-

lichkeiten167 am Kapitalmarkt platziert. Jede Tranche erhält eine eigene Wertpapierkenn-
                                                           
162  Ein Beispiel für einen Transaktionswaterfall und eine Betrachtung der Coverage Tests findet sich in 

L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and analysis of CDOs, S. 16-21. 
163  Anstelle der Coverage Tests treten oft Trigger-Events, die zur frühzeitigen Beendigung der Transaktion 

führen. Diese Trigger können durch die Verlustverteilung des Referenzportfolios nicht erfasst werden. 
164  Ein Vergleich des Waterfalls klassischer und synthetischer Transaktionen findet sich in J. Tavakoli 

(2003), CDOs and structured finance, S. 136-140. Auch TAVAKOLI kommt zu dem Schluss, dass synthe-
tische Strukturen einfacher zu modellieren sind. 

165  Vgl. zur theoretischen Konzeption Kapitel 3 und zur transaktionsbezogenen Anwendung Kapitel 4. 
166  Soll bspw. das SPV in Irland als Public Limited Company errichtet und die CDOs an der IRISH STOCK 

EXCHANGE als eine der größten europäischen Börsen für ABS gelistet werden, sind mind. (ca.) 10.000 
EUR als Eigenkapital einzubezahlen. Vgl. Arthur Cox (2005), Establishing SPVs in Ireland, S. 4. 

167  Vgl. hierzu ausführlich Abschnitt 51. 
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nummer und wird durch mind. eine namhafte Ratingagentur mit einem Bonitätsrating ver-

sehen. Das Rating der einzelnen CDO-Tranchen schafft potentiellen Investoren gegenüber 

mit Blick auf die äußerst komplexen rechtlichen und finanzwirtschaftlichen Strukturen von 

CDO-Transaktionen ein Mindestmaß an Transparenz.168 Der Gesamtbetrag einer Tranche 

wird zur Emission mit Blick auf private Investoren und Kleinanleger in Analogie zur her-

kömmlichen Anleihe gestückelt und in Teilschuldverschreibungen verbrieft. Den Teil-

schuldverschreibungen einer Tranche werden die Verluste pari passu zugeordnet. 

Die Subordination stellt für synthetische Transaktionen die bedeutendste Credit-Enhance-

ment-Technik dar. Sie dient der Abstimmung der Verbriefungsziele des Originators mit 

den Anlagezielen der Investoren. CDOs mit Investment-Grade-Ratings werden vorrangig 

von Versicherungs-, Asset-Management- und Fondsgesellschaften gekauft.169 Nachrangige 

Tranchen werden oft von den Originatoren einbehalten. Eine dritte Partei würde mit Blick 

auf Informationsasymmetrien bzgl. der Qualität des Forderungspools eine verhältnismäßig 

hohe Risikoprämie für die Risikoübernahme fordern.170 Zur Gestaltung der Risikoprämien 

nach den Bedürfnissen der Investoren kommen weitere Credit Enhancement-Techniken 

zum Einsatz.171 Speziell zur Veräußerung des FLPs an Dritte wurden in jüngerer Vergan-

genheit des Öfteren begrenzte Zinsunterbeteiligungen verwendet.172 Als Investoren traten 

dabei auf FLP-Tranchen spezialisierte Banken und sonstige Institutionen auf.173 

Grundsätzlich dienen Credit Enhancements zur Deckung von Ausfallrisiken oder zur Über-

brückung von Liquiditätsengpässen.174 Unterschieden werden können die einzelnen Credit 

Enhancement-Techniken wie folgt:175 

(1) Credit Enhancement durch die Transaktionsstruktur, 

(2) Credit Enhancement durch den Originator, 

(3) Credit Enhancement durch Dritte. 
                                                           
168  Zum Rating von ABS siehe H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 231-255. Im Vordergrund stehen 

dabei jedoch klassische ABS-Transaktionen. 
169  Vgl. zum Investorenkreis PWC (2004), Verbriefungen in Luxemburg, S. 5; O. Cousseran und I. Rah-

mouni (2005), The CDO market, S. 52 f. 
170  Vgl. hierzu und im Folgenden S. Langner (2002), ABS, S. 661. 
171  In der Literatur wird zuweilen der Eindruck vermittelt, dass Credit Enhancement-Techniken die Risiko-

prämien senken. In einer fair bewerteten Transaktion kann es aber nur um Verteilungswirkungen gehen. 
172  Vgl. Abschnitt 234. 
173  Bspw. tritt der EUROPEAN INVESTMENT FUND (EIF) des Öfteren als FLP-Investor in europäischen SME 

ABS-Transaktionen auf. 
174  Genauer wäre von Credit- und Liquidity-Enhancements zu sprechen. Vgl. H. Bär (1997), Asset securiti-

sation, S. 207. 
175  Vgl. S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 38-44. Alternativ wird oft zwischen externen und internen 

Credit Enhancement-Techniken unterschieden. Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 207-220. 
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Die Subordination ist eine Technik der ersten Kategorie. Dieser Kategorie werden zudem 

das Prinzip der Overcollateralisation und die Spread Accounts zugeordnet. Das Prinzip der 

Overcollateralisation176 ist nur bei True Sale-Transaktionen relevant und beinhaltet, dass 

die abgetretenen Forderungen zusammen ein höheres Nominalvolumen aufweisen als die 

emittierten Wertschriften. Damit soll sichergestellt werden, dass der Cash Flow des Forde-

rungspools bei Kreditausfällen kleineren Umfangs ausreicht, um die Zins- und Tilgungs-

zahlungen an die Investoren leisten zu können. Der Originator erhält für die überschüssig 

abgetretenen Forderungen keinen Kaufpreis. Vielmehr wird der Gegenwert auf einem Re-

serve- oder Garantiekonto gutgeschrieben, das im Falle von Kreditausfällen durch das SPV 

belastet werden kann. Nicht benötigte Überschüsse stehen am Ende der Transaktion dem 

Originator zu. Damit behält der Originator einen Teil des Ausfallrisikos.177 

Für synthetische Transaktionen sind Spread Accounts bedeutsam. Auf Spread Accounts 

fließen positive Überschüsse (engl.: Spreads) aus den CDS Credit Fees, den Zinseinzah-

lungen aus dem risikofreien Kollateral und den Zinsauszahlungen an die CDO-

Investoren.178 Überschüsse werden akkumuliert und dienen zur Deckung von Kompensati-

onszahlungen und zur Überbrückung von Liquiditätsengpässen. Ein verbleibender Betrag 

am Ende der Transaktion steht den Eigenkapitalgebern zu. Voraussetzung ist jedoch, dass 

tatsächlich Überschüsse erwirtschaftet werden. Dies wird in der Literatur stets unkritisch 

unterstellt.179 Die modelltheoretischen Betrachtungen in den folgenden Kapiteln zeigen 

dagegen, dass bei fairer Kalkulation der Risikoprämien gerade zu frühen Zeitpunkten einer 

Transaktion nicht mit positiven Überschüssen zu rechnen ist. Ursache ist die Art und Wei-

se, mit der Kreditausfälle im Referenzportfolio auf die Entwicklung der Höhe der Risiko-

prämienzahlungen der Kreditderivate einerseits und der CDOs andererseits wirken.180 

Formen des Credit Enhancements durch den Originator und durch Dritte sind u. a. Garan-

tien, Patronatserklärungen, Cash Collateral Accounts und Akkreditive.181 

                                                           
176  Vgl. H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 211 f.; L. Goodman und F. Fabozzi (2002), Structures and 

analysis of CDOs, S. 88. 
177  Eine Alternative stellt die Discount-Lösung dar. Dabei werden im Rahmen der Bewertung der Forderun-

gen vor dem Verkauf Aufschläge auf den Kalkulationszinssatz vorgenommen. Die resultierenden Kauf-
preisabschläge können wiederum einem Reserve- oder Garantiekonto gutgeschrieben werden. Eine kriti-
sche Stellungnahme zu Kaufpreisabschlägen aus bilanzieller Sicht findet sich in IDW (2002), Stellung-
nahme zur Rechnungslegung: ABS, S. 1154-1156. 

178  Vgl. S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 41. Siehe auch die beispielhafte Betrachtung in J. Tavakoli 
(2003), CDOs and structured finance, S. 139. 

179  Vgl. die angegebene Literatur in Fn. 178. Siehe auch die Zahlenbeispiele in L. Goodman und F. Fabozzi 
(2002), Structures and analysis of CDOs, S. 3-7, 235-256 u. 287-315. 

180  Vgl. ausführlich die Ausführungen in Abschnitt 5241. 
181  Vgl. S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 4138-44; H. Bär (1997), Asset securitisation, S. 216-220. 
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224 Überblick über weitere CDO-Transaktionselemente und -beteiligte 
Neben den unmittelbar an der Transaktion beteiligten Parteien, d. h. dem Originator, dem 

SPV und den Anlegern/Investoren, ist eine Vielzahl weiterer Parteien am Erfolg einer 

CDO-Transaktion beteiligt.182 Diese als Servicedienstleister zusammengefassten Parteien 

sollen zum Zwecke der Vollständigkeit überblicksartig dargestellt werden. 

Aufgabe des Servicers ist das Betreiben des Mahn- und Inkassowesens, respektive die 

Verwaltung des Forderungspools nach Abschluss der Transaktion. Im Fall einer syntheti-

schen Transaktion verbleibt das Servicing beim Originator. Bei True Sale-Transaktionen 

wäre das SPV selbst für das Servicing verantwortlich, überträgt diese Aufgabe jedoch re-

gelmäßig – insbesondere dann, wenn die Abtretung still erfolgt ist – im Rahmen eines Ge-

schäftsbesorgungsvertrags an den Originator. Liegen der Transaktion sog. non-performing 

Loans zugrunde, greifen Originatoren häufig auf spezialisierte Service Agents zurück. Für 

ihre Dienstleistung erhalten sie eine Servicing-Fee. 

Aufgabe des Treuhänders ist die Abwicklung und Überprüfung der Transaktionszahlungs-

ströme. Der Treuhänder wird zwischen den Originator/Service Agent, das SPV und die 

Anleger/Investoren geschaltet und handelt im Interesse der Anleger/Investoren. Im Fall der 

Insolvenz des Originators oder des SPVs obliegt dem Treuhänder die Aufgabe der Verwer-

tung der gestellten Sicherheiten. 

Aufgabe der Investmentbanken ist die Vermarktung und ggf. die vorherige Übernahme der 

CDOs. Sie unterstützen den Originator bei der Portfoliozusammenstellung und der Struktu-

rierung der Transaktion. 

Aufgabe der Ratingagenturen ist die Bonitätsprüfung der CDO-Transaktion. Sie schätzen 

die erwartete Performance des Referenzportfolios sowie die Ausfallrisiken anhand histori-

scher und aktueller Informationen ab. Die Ratingagenturen wirken beratend auf die Festle-

gung der Credit Enhancement Levels ein, so dass die gewünschten Ratings der zu emittie-

renden CDOs vergeben werden können. Begutachtet wird ebenfalls die Abwicklungsfähig-

keit der Transaktion. Dazu wird neben dem Referenzportfolio auch die rechtliche Ausges-

taltung einer Transaktion geprüft. Ein Rating der einzelnen CDO-Tranchen durch ein oder 

zwei der namhaften Ratingagenturen schafft gegenüber potentiellen Investoren mit Blick 

auf die äußerst komplexen rechtlichen und finanzwirtschaftlichen Strukturen derartiger 

Transaktionen ein Mindestmaß an Transparenz. Das Rating wird damit zum entscheiden-
                                                           
182  Vgl. hierzu und im Folgenden S. Langner (2002), ABS, S. 657-665; PWC (2004), Verbriefungen in 

Luxemburg, S. 6 f.; S. Bund (2000), Asset Securitisation, S. 15-34. 
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den Kriterium für die Anlageentscheidung der Investoren. Häufig sind Investoren wie Ver-

sicherungen und Fonds aufgrund gesetzlicher Bestimmungen oder aufsichtsrechtlicher 

bzw. interner Vorgaben gehalten, nur in Emissionen mit mind. einem Rating von einer 

bekannten Ratingagentur von bestimmter Mindestqualität (z. B. Investment-Grade) zu in-

vestieren.183 Darüber hinaus hat das Rating als Indikator für das Kreditrisiko der CDOs 

maßgeblichen Einfluss auf die zu zahlenden Risikoprämien. Werden CDOs im Rahmen 

von True Sale-Transaktionen zu Finanzierungszwecken verwendet, bestimmt letztlich das 

Rating über die Finanzierungskosten. 

Aufgabe der Tax, Accounting und Legal Advisors ist die Beratung des Originators hinsicht-

lich der steuerlichen Wirkung der geplanten Transaktionsstruktur, der Aspekte der Rech-

nungslegung sowie der rechtlichen Ausgestaltung der Transaktion. Ggf. sind Rechtsgut-

achten bzgl. der Insolvenzferne des SPVs vom Originator und der Wirkung der Forde-

rungsübertragung im Rahmen von True Sale-Transaktionen zu erstellen. Darüber hinaus 

sind die Vertragsunterlagen sowie das Information Memorandum zur Emission der CDOs 

vorzubereiten. 

Aufgabe des Paying Agents ist die Auszahlung der Tilgungs- und Zinsdienste an die Anle-

ger. Üblicherweise übernehmen Banken die Funktion eines Paying Agents. 

Aufgabe eines Credit Enhancement Providers ist die Sicherung der Tilgungs- und Zins-

dienste an die Anleger durch Garantien, Ausfallbürgschaften, Patronatserklärungen, Ak-

kreditive und Credit Default Swaps. Üblicherweise nehmen dritte Parteien wie Versiche-

rungsgesellschaften die Funktion von Credit Enhancement Providern war. Gefragt sind 

Parteien von exzellenter Bonität, um das Gegenparteirisiko so gering wie möglich zu hal-

ten. Teilweise übernimmt auch der Originator diese Aufgabe durch die Übernahme des 

First-Loss-Piece (FLP), um eine hohe Risikoprämie für die Übernahme des FLPs durch 

einen Dritten zu vermeiden.184 Alternativ kann der Originator ein Reserve- bzw. Garantie-

konto anlegen. Treten Kreditausfälle ein, kann das SPV das Reservekonto entsprechend 

belasten. Sofern am Ende der Transaktion das Reservekonto einen positiven Saldo auf-

weist, wird dieser dem Originator zugeteilt. Übernimmt der Originator die Funktion eines 

Credit Enhancement Providers, können bestimmte Ziele der Transaktion, wie die Bilanzbe-

freiung im Rahmen von True Sale-Transaktionen oder die Verminderung des zu hinterle-

genden regulatorischen Eigenkapitals, konterkariert werden. 

                                                           
183  Vgl. S. Langner (2002), ABS, S. 663 f. 
184  Ein Ausweg kann eine begrenzte Zinsunterbeteiligung sein. Vgl. Abschnitt 234. 
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23 Struktur synthetischer CDO-Transaktionen am Beispiel des PROMISE-
Programms der KfW 

231 Zur Motivation des PROMISE-Programms185 
Im September 2000 kündigte die KREDITANSTALT FÜR WIEDERAUFBAU186 (KfW) erstmals 

an, in Zusammenarbeit mit der IKB DEUTSCHE INDUSTRIEBANK187, der HYPOVEREINSBANK 

und der DRESDNER BANK, Kredite an deutsche Mittelstandsunternehmen via synthetische 

CDO-Strukturen verbriefen und am Kapitalmarkt platzieren zu wollen.188 Bis zum heuti-

gen Tage wurden mit Hilfe der KfW in mittlerweile 13 Transaktionen Mittelstandskredite 

mit einem Nominalwertvolumen i. H. v. insgesamt 21,443 Mrd. EUR verbrieft.189 Im Falle 

der CARAVELA-Transaktion im Jahre 2004 befanden sich darunter auch Kredite an auslän-

dische mittelständische Unternehmen. 

Traditionell vergibt die KfW nach dem Durchleitungsprinzip Förderkredite an kleine und 

mittelgroße Unternehmen des deutschen Mittelstandes zu besonderen Konditionen.190 För-

derungsfähig sind Unternehmen der gewerblichen Wirtschaft, die sich mehrheitlich in Pri-

vatbesitz befinden und deren Jahresumsatz 500 Mio. EUR nicht überschreitet.191 Dazu kre-

ditiert ein kommerzielles192 Kreditinstitut im Rahmen der Förderprogramme ein mittel-

ständisches Unternehmen und refinanziert sich anschließend über die KfW.193 Um die För-

derung des deutschen Mittelstandes auch in Zukunft erfolgreich fortsetzen zu können, 

suchte die KfW nach Wegen, um die Attraktivität des Mittelstandskredits aus der Sicht der 

deutschen Kreditwirtschaft unter Beibehaltung des Durchleitungsprinzips auch unter 

schwierigen ökonomischen Rahmenbedingungen aufrecht zu erhalten.194 

                                                           
185  Siehe hierzu und im Folgenden H. Krämer-Eis, C. Schneider und C. Tiskens (2001), Die Verbriefung 

von Mittelstandskrediten durch die KfW. 
186  Die KfW wurde 1948 mit Sitz in Frankfurt gegründet und ist die Förderbank für die deutsche Wirtschaft 

und Entwicklungsbank für die Entwicklungsländer. Am Grundkapital sind der Bund mit 80 % und die 
Länder mit 20 % beteiligt. 

187  Die KfW und die IKB arbeiten darüber hinaus eng in den Bereichen der Projektfinanzierung, der Finan-
zierung durch Unternehmensanleihen sowie der Finanzierung durch Mezzaninekapital zu Gunsten des 
deutschen Mittelstandes zusammen. Vgl. A. von Tippelskirch (2002), Strategische Allianz für den Mit-
telstand, S. 110 f.  

188  Vgl. Pressemitteilung der KfW vom 07. September 2000: KfW mandatiert zwei Großbanken für die 
Verbriefung von Förderkrediten an den Deutschen Mittelstand. 

189  Vgl. Tab. 2-2. 
190  Das KfW-Mittelstandsprogramm ist nur eines unter mehreren Förderprogrammen. Weitere Programme 

dienen der Förderung des Umweltschutzes, der Wohnraumfinanzierung, der Exportfinanzierung sowie 
der Entwicklungshilfe. Vgl. WWW: http://www.kfw.de (geladen am 10. September 2005). 

191  Siehe hierzu und im Folgenden Merkblatt der KfW vom Februar 2002: Mittelstandsprogramm. 
192  Der Begriff des „kommerziellen Kreditinstituts“ wird in Abgrenzung zur KfW und DtA verwendet. 
193  KfW-Förderungsfinanzierungen werden üblicherweise als Tilgungs- oder Amortisationsdarlehen mit 

einer Laufzeit von ca. 10 Jahren (max. 20 Jahren) und festen Zinssätzen gewährt. Aktuelle Konditionen 
finden sich regelmäßig in der Konditionenübersicht der KfW unter WWW: http://www.kfw-
formularsammlung.de/Konditionen/Konditionentabelle1.pdf (geladen am 22. Oktober 2005). 

194  Vgl. H. Krämer-Eis, C. Schneider und C. Tiskens (2001), Die Verbriefung von Mittelstandskrediten 
durch die KfW, S. 24. 
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Das Kreditgeschäft von Banken befindet sich in Deutschland seit Jahren in einer strukturel-

len Krise.195 Ein wesentlicher Grund hierfür ist die anhaltende Konjunkturschwäche 

Deutschlands und das damit einhergehende hohe Niveau der Unternehmensinsolvenzen.196 

Dies sowie die besonderen Herausforderungen der zunehmenden Globalisierung zu Beginn 

des neuen Jahrtausends haben zu einer Sensibilisierung der Kreditinstitute bezüglich ihrer 

Risiko-Ertragssituation geführt.197 Das traditionelle Geschäftsmodell des „Buy and Hold“ 

wird zunehmend durch ein aktives Portfoliomanagement ersetzt.198 Klumpenrisiken wer-

den durch Kreditverkäufe beseitigt und Diversifikationseffekte durch Kreditzukäufe er-

zielt. Die Wandlung des Kreditgeschäfts wird zudem durch die Novellierung der aufsichts-

rechtlichen Rahmenbedingungen beschleunigt. Im Juni 2004 veröffentlichte der BASLER 

AUSSCHUSS FÜR BANKENAUFSICHT (BCBS) nach drei Konsultationsrunden schließlich die 

NEUE BASLER EIGENKAPITALVERORDNUNG (Basel II).199 Ziel ist eine erhöhte Stabilität des 

Finanzsystems durch eine adäquate Unterlegung der Kreditrisiken der Kreditinstitute mit 

regulatorischem Eigenkapital (Eigenmitteln). Bankinterne Quersubventionierungen durch 

überhöhte Margen für bonitätsmäßig einwandfreie Kreditnehmer werden weitestgehend 

der Vergangenheit angehören. Bereits jetzt ist eine Rationierung von Krediten an bonitäts-

mäßig schlechtere Kreditnehmer zu beobachten.200 Insbesondere für mittelständische Un-

ternehmen201 wird eine Verteuerung von Krediten und eine Zurückführung der Kreditlinien 

befürchtet.202 

                                                           
195  Vgl. bspw. Zeitungsartikel von H. Steltzner vom 29. Januar 2002: Wetterleuchten am Finanzplatz Frank-

furt. 
196  Die Entwicklung der Zahl der Unternehmensinsolvenzen hat mit Beginn der 90er Jahre stetig zugenom-

men. Betrug die Zahl der Unternehmensinsolvenzen im Jahr 1991 gerade 8.837, erreichte sie im Jahr 
2003 einen Höhepunkt mit 39.320 Unternehmensinsolvenzen. Während im Jahr 2004 mit 39.213 kaum 
eine Entlastung zu spüren war, gehen aktuell die Unternehmensinsolvenzen (gemessen anhand der Zah-
len der Vormonate) langsam zurück: 

 
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 

22.344 25.530 27.474 27.828 26.476 28.235 32.278 37.579 39.320 39.213 
 
 Vgl. Destatis (2004), Statistisches Jahrbuch 2004, S. 451. Für aktuelle Zahlen siehe die im WWW be-

reitgestellten Tabellen des STATISTISCHEN BUNDESAMTS: http://www.destatis.de/indicators/d/ 
ins110ad.htm (geladen am 27. Juli 2005). Siehe auch Zeitungsartikel von M. Walker vom 09. April 
2002: Kirch’s Media’s failure illustrates German bank’s big exposures. 

197  Siehe zur Änderung des Bankgeschäfts im Rahmen der Globalisierung R. McCauley, J. Ruud und 
P. Wooldridge (2002), Globalisierung des internationalen Bankgeschäfts, S. 47-56. 

198  Vgl. hierzu und im Folgenden D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 646. 
199  Vgl. BCBS (2004), Basel II. 
200  Vgl. G. Kayser und L. Kokalj (2002), Mittelständische Unternehmen und Basel II, S. 115. 
201  Die Bonität mittelständischer Unternehmen ist zumeist im Grenzbereich zwischen dem Investment-

Grade und dem Speculative-Grade einzuordnen. Als Mittelstand werden dabei Unternehmen bis maximal 
499 Mitarbeitern bezeichnet. Für eine typische Bonitätsstruktur eines Mittelstandsportfolios siehe 
G. Taistra, C. Tiskens und M. Schmidtchen (2001), Basel II vs. Mittelstandsportfolien, S. 515, Abb. 1. 

202  Vgl. M. Munsch (2002), Mittelstand und Basel II, S. 127. Eine Verschärfung der Kreditkonditionen wird 
vor allem für mittelständische Unternehmen aus den neuen Bundesländern erwartet. Vgl. ebenda, S. 130. 
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Das von der KfW initiierte Programm zur Verbriefung von Mittelstandskrediten (Promoti-

onal Mittelstand Loan Securitisation®, Abk.: PROMISE) – bei dem die KfW als wettbe-

werbsneutraler Intermediär zwischen den kommerziellen Kreditinstituten und den Investo-

ren am Kapitalmarkt auftritt – ermöglicht den an den Förderprogrammen der KfW teil-

nehmenden Kreditinstituten (vgl. Tab. 2-2) den Transfer der mit den Mittelstandskrediten 

verbundenen Ausfallrisiken203 zum Kapitalmarkt und erlaubt ihnen somit eine Verringe-

rung der aufsichtsrechtlich zu hinterlegenden Eigenmittel. Durch die synthetische Struktur 

der PROMISE-Transaktionen bedarf es dazu keiner Veräußerung der Mittelstandskredite. 

Damit wird ein störender Eingriff in das Kreditverhältnis zwischen dem Kreditinstitut und 

dem Kunden vermieden. Zudem werden Transaktionskostenvorteile geltend gemacht.204 Je 

nach Zielsetzung des Kreditinstituts kann jedoch der geringere bzw. ausbleibende Mittel-

zufluss im Vergleich zu einer True Sale-Transaktion als Nachteil gesehen werden.205 

Potentiellen Investoren sollen attraktive Renditen durch die (synthetische) Investition in 

Unternehmen des deutschen Mittelstandes – die ihnen aufgrund der im Mittelstand vor-

herrschenden Rechtsformen der GmbH und der KG nicht oder nur über den Umweg der 

Kapital- und Unternehmensbeteiligungsgesellschaften206 offen stehen – geboten werden. 

Dem einzelnen Anleger bleiben zudem aufwendige Prüfungen der Vermögens-, Finanz- 

und Ertragslage einzelner Unternehmen erspart. CDO-Ratings erlauben den Investoren 

ohne nennenswerte Informationskosten nach individuellem Risikoappetit Mittelstandsrisi-

ken mit Aussicht auf lukrative Risikoprämien zu erwerben. Da dem Prinzip der Subordina-

tion folgend, Verluste zunächst von Investoren mit höherer Risikoneigung zu tragen sind, 

eignen sich CDOs auch für konservative Anleger. I. d. R. entsprechen über 80 % gut diver-

sifizierter Mittelstandsportfolios unter Berücksichtigung der Portfolioeffekte und des Prin-

zips der Subordination der CDOs mit der daraus resultierenden gestaffelten Verlustpartizi-

pation einem Tripel-A Rating.207 

Da alle PROMISE-Transaktionen der KfW einer einheitlichen Struktur folgen, wird zum 

einen die Verteilung der gerade am Anfang durch die außerordentlich hohe rechtliche und 

finanzwirtschaftliche Komplexität der Transaktionen im Rahmen der Entwicklung und 

                                                           
203  Obwohl die Kredite beim Durchleitungsprinzip von der KfW finanziert werden, wird der Kreditvertrag 

zwischen dem Originator und dem Firmenkunden abgeschlossen. Das Kreditrisiko liegt beim Originator. 
204  Vgl. H. Krämer-Eis, C. Schneider und C. Tiskens (2001), Die Verbriefung von Mittelstandskrediten 

durch die KfW, S. 24. 
205  Vgl. D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 648. 
206  Zu den Schwierigkeiten der Private-Equity-Industrie siehe Zeitungsartikel von D. Weber-Rey vom 

18. Juli 2002: Finanzmarktförderungsgesetz stärkt UBGs nur unzureichend. 
207  Vgl. D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 647 f. 
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Initiierung verursachten Kosten auf eine Vielzahl von Geschäften und zum anderen eine 

Standardisierung der synthetischen SME CDOs und somit Schaffung eines liquiden „Se-

kundärmarktes“ für Mittelstandskredite ermöglicht. Dabei kann zur Durchführung der 

Transaktionen auf spezialisierte Management- und Holdinggesellschaften mit deren Exper-

tise im Bereich des Structured Finance zurückgegriffen werden.208 

232 Typische Charakteristika von PROMISE-Referenzportfolios 
Die Basis aller „PROMISE“-Transaktionen bildet jeweils ein Referenzportfolio, bestehend 

aus Krediten, die durch den Originator im Rahmen der Förderprogramme der KfW sowie – 

wenn auch nur zu einem kleinen Teil – im Rahmen der Tätigkeiten der DEUTSCHEN AUS-

GLEICHSBANK209 (DtA) an Unternehmen des Mittelstandes vergeben wurden.210 In Einzel-

fällen können auch Kredite herangezogen werden, die nicht im Rahmen der Förderpro-

gramme der KfW oder der DtA vergeben worden sind. Die Referenzportfolios erreichen 

z. T. Nominalwerte, die 1 Mrd. EUR weit übersteigen. Dabei kann es sich um 

(1) einen statischen Pool211 oder 

(2) einen revolvierenden212 Pool 

handeln. Im Gegensatz zum statischen Pool können bei einem revolvierenden Pool über 

einen vordefinierten Zeitraum hinweg „Nachbesserungen“ (Replenishments) bei Verände-

rungen der Kreditqualität des Pools, bei vollständig/teilweise amortisierten Krediten 

und/oder bei Vorfälligkeitszahlungen aufgrund sich ändernder Zinsbedingungen oder ver-

änderter Förderanreize seitens der KfW unter Einhaltung bestimmter Kriterien vorgenom-

men werden. Diese Kriterien betreffen insbesondere die Portfoliodiversifikation in geogra-
                                                           
208  Im Beispiel der nachfolgend häufig zitierten PROMISE-K 2001-1 Plc-Transaktion wurde – aus den Namen 

der Shareholder des SPVs schlussfolgernd (vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 
2001-1 plc, S. 85) – mit der Management- und Holdinggesellschaft SPV MANAGEMENT LTD. zusam-
mengearbeitet. WWW: www.spvmanagement.com (abgerufen am 26. Juli 2005). 

209  Während die KfW auf die Förderung von Unternehmen ausgerichtet ist, leistet die DtA i. d. R. personen-
bezogene Förderung. 

210  In Abhängigkeit von den jeweiligen Transaktionsvereinbarungen kann das Referenzportfolio auch Ga-
rantien seitens des Originators gegenüber Verbindlichkeiten von mittelständischen Unternehmen sowie 
Unterbeteiligungen enthalten. Vgl. stellvertretend Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 
2001-1 plc, S. 67-70. u. S. 57 ff. (Description of the Reference Pool). Auszüge aus dem INFORMATION 
MEMORANDUM finden sich in Anlage 21. 

211  Folgende KfW-Transaktionen wiesen statische Referenzportfolios auf: PROMISE-A-2002-1, PROMISE 
AUSTRIA-2002-1, PROMISE COLOR-2003-1, PROMISE-XXS-2003-1. Im Fall der PROMISE CARAVELA 
2004 PLC-Transaktion sind zwar Replenishments erlaubt, jedoch gilt: „Certain replenishment criteria 
must be met to ensure that the reference portfolio behaves like a static portfolio during the replenishment 
period.” (G. Moloney und E. Gatfield (2005), Promise Caravela 2004 plc, S. 4 (FITCH Report)). Vgl. 
Tab. 2-2. 

212  Folgende KfW-Transaktionen wiesen revolvierende Referenzportfolios auf: PROMISE-I 2000-1, PROMI-
SE-A 2000-1, PROMISE-K 2001-1, PROMISE-Z 2001-1, PROMISE-G 2001-1, PROMISE-I 2002-1, PROMISE-
C 2002-1, PROMISE-I MOBILITY 2005-1. Vgl. Tab. 2-2. 
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phischer Hinsicht und die Portfoliodiversifikation hinsichtlich der Branchen, in denen die 

kreditierten Unternehmen tätig sind. Zudem sind Mindestanforderungen an die Konzentra-

tion von Krediten bezüglich der Exposures, der Schuldner, der geschätzten Ausfallwahr-

scheinlichkeiten und der geforderten Kreditsicherheiten einzuhalten. 

Am Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion wurden 2.916 Kredite der DRESDNER 

BANK an Unternehmen des deutschen Mittelstandes mit einem Gesamtnominalvolumen 

i. H. v. 1 Mrd. EUR zu einem Referenzportfolio zusammengefasst. Der überwiegende Teil 

der Kredite (96 %) wurde im Zuge der KfW- und DtA-Förderprogramme vergeben. Das 

Referenzportfolio213 ist geographisch gut diversifiziert. Kein Schuldner ist mit mehr als 

einem Prozent; keine Branche ist mit mehr als 8 % des Nominalvolumens im Referenz-

portfolio vertreten. Alle Kredite sind im Durchschnitt zu 54,8 % besichert. 

Um eine hinreichende Qualität und Diversifikation des Referenzportfolios über die Lauf-

zeit der Transaktion hinweg zu gewährleisten, müssen im Zuge der „Nachbesserungen“ 

sog. „Replenishment Conditions“ befolgt werden.214 Sie lassen sich grob unterteilen in 

(1) Kriterien zur Portfoliokonzentration/Portfoliodiversifikation, 

(2) Kriterien zur Portfoliobonität, 

(3) Kriterien zur Portfoliobesicherung, 

(4) Kriterien zur Portfoliorestlaufzeit. 

Insbesondere die Kriterien zur Portfoliokonzentration und -diversifikation treten in unüber-

sichtlicher Anzahl und Vielfalt auf. Die wichtigsten Kriterien seien hier nur kurz erwähnt: 

Keine Branche darf mit mehr als 8 % des Nominalvolumens vertreten sein.215 Bezüglich 

der Schuldner-Konzentration wird auf ein bank-internes Risikomaß (FK-Rating216) als Re-

sultat eines Credit-Scoring-Verfahrens zurückgegriffen. Dabei dürfen Schuldner bestimm-

ter Klassenzugehörigkeit paarweise lediglich mit maximal genau festgelegten Nominal-

wertanteilen in das Referenzportfolio aufgenommen werden. Mit Blick auf potentielle In-

                                                           
213  Die Daten beziehen sich auf den Tag des Abschlusses des Referenzportfolios (Closing Date). 
214  Unabhängig von den Replenishment Conditions müssen alle neu aufgenommenen Schuldtitel – ebenso 

wie alle Schuldtitel aus dem Ursprungsreferenzportfolio – bestimmten Eligibility Criteria entsprechen. 
Dies sind eher formale Kriterien wie die Denomination in Euro oder die Freiheit von Ansprüchen Dritter. 

215  Eine Ausnahme bilden die drei größten Branchen, die zusammengenommen mit nicht mehr als 
3 · 8 % = 24 % des Nominalvolumens des Referenzportfolios in diesem vertreten sein dürfen. 

216  Das FK-Rating der DRESDNER BANK reicht vom besten Rating „1“ bis zum schlechtesten Rating „8“. Im 
Referenzportfolio dürfen lediglich Schuldner mit einem Rating zwischen 1 und 5 vertreten sein. 
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vestoren wäre ein erhöhter Grad an Transparenz erreicht worden, hätte man es bei dem 

Limit i. H. v. 1 % bezogen auf den Nominalwert jedes einzelnen Schuldners belassen. 

Das anfängliche Referenzportfolio hat eine gewichtete217 durchschnittliche Restlaufzeit 

von 2,4 Jahren. Die längste Restlaufzeit im Kreditportfolio von 5 Jahren stimmt mit der 

Laufzeit der gesamten PROMISE-Transaktion überein. Vorausgesetzt der aggregierte Wert 

der Kreditsicherungen fällt nicht unter die Grenze von 30 % des Portfolionominalvolu-

mens, darf die gewichtete durchschnittliche Restlaufzeit den Wert von 2,5 Jahren nicht 

überschreiten. Andernfalls ist ein Maximum von 1,75 Jahren einzuhalten. 

Eine besondere Schwierigkeit besteht in der Ermittlung der Qualität des Referenzportfolios 

bezüglich des Ausfallrisikos. Mittelständische Unternehmen besitzen im Allgemeinen kein 

Rating einer international anerkannten Ratingagentur. Allerdings haben alle Kreditanträge 

– gleich ob sie im Rahmen der Förderprogramme der KfW oder der DtA gestellt wurden 

oder nicht – den Kreditwürdigkeitsprozess des Originators durchlaufen. Hat der Originator 

ein verlässliches internes Ratingsystem installiert, lassen sich die internen Ratings des 

Kreditinstituts zur Beurteilung heranziehen und unter Verwendung von internen und exter-

nen Rating Korrelationen218 sowie historischen Ausfall- und Migrationswahrscheinlichkei-

ten der internen Ratingklassen219 auf die Ratingklassen der Agenturen „mappen“.220 Das 

Referenzportfolio der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion weist ein gewichtetes durch-

schnittliches Rating von Ba1/Ba2 (MOODY’S) auf. 

Um die Qualität des Referenzportfolios während der Replenishmentperiode aufrechtzuer-

halten, darf das gewichtete221 durchschnittliche FK-Rating den Wert von 3,71 nicht unter-

schreiten. Darüber hinaus dürfen die aggregierten Referenzportfolioanteile schlechterer 

FK-Ratingklassen, errechnet mit Nominalwerten, bestimmte Grenzen nicht überschreiten. 

Das hat zur Folge, dass trotz des geforderten minimalen FK-Ratings von 3,71 Schuldtitel 

aus den oberen Ratingklassen im Referenzportfolio nicht fehlen dürfen. 

                                                           
217  Die Gewichtung der Restlaufzeiten erfolgt mit den Anteilen des entsprechenden Titels am Referenzport-

folio, gemessen in Nominalwerten. 
218 Voraussetzung dafür ist eine ausreichend große Anzahl von extern gerateten Unternehmen im Referenz-

portfolio. 
219  Voraussetzung dafür sind historische Zeitreihen aus der sich Ausfall- und Migrationswahrscheinlichkei-

ten für verschiedene Zeithorizonte ermitteln lassen. 
220  Zu internen Ratingsystemen siehe BCBS (2000), Banks’ internal ratings systems, S. 8-22. Für ein Bei-

spiel siehe T. Jacobson, J. Lindé und K. Roszbach (2003), Consistency of banks’ risk classification poli-
cies, S. 11-20. Zu alternativen Lösungsmöglichkeiten abseits des Mappings von Ratingsystemen siehe 
S. Bund, M. van der Weijden und M. Lench (2001), European SME CDOs, S. 3 f. 

221  Die Gewichtung der Restlaufzeiten erfolgt mit den Anteilen des entsprechenden Titels am Referenzport-
folio, gemessen in Nominalwerten. 
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Sollten einzelne Qualitätskriterien bspw. aufgrund der Amortisation einzelner Titel verletzt 

sein, müssen die Replenishments zu einer Verbesserung bis hin zur Heilung der Kriterien 

führen. Die Verletzung bestimmter Kriterien (Replenishment-Trigger bzw. Suspension 

Events) kann bis zu deren Heilung zu einer vorübergehenden Aussetzung der Portfolio-

replenishments führen. Dazu gehört regelmäßig das Überschreiten der kumulierten Verlus-

te ex post der Sicherheitsverwertungen (Recoveries). Insbesondere zeitlich verzögerte Si-

cherheitsverwertungen können zur Heilung derartiger Kriterien führen. 

Verluste in bestimmten Größenordnungen können darüber hinaus zur vorzeitigen Amorti-

sation der CDOs führen (Early Amortisation Trigger). 

233 Zur synthetischen Verbriefung von PROMISE-Referenzportfolios mit CDOs 
Das Wesensmerkmal von synthetischen CDOs ist der Transfer des Kreditrisikos unter 

Umgehung des True Sale mit Hilfe von Kreditderivaten.222 Am Beispiel der PROMISE-K 

2001-1 PLC-Transaktion übernimmt zunächst die KfW (Protection Seller) durch den Ver-

kauf eines Credit Default Swaps (CDS) an den Originator (Protection Buyer) das Ausfallri-

siko des gesamten Referenzportfolios. Der Originator erwirbt damit als Halter der risiko-

behafteten Forderungspositionen gegen Zahlung einer periodischen Risikoprämie (Swap-

satz) an den Protection Seller das Recht, bei Eintritt eines oder mehrerer Kreditausfälle 

(Credit Events), eine Kompensation für die daraus entstandenen Verluste von der KfW zu 

erhalten.223 Der Credit Default Swap ähnelt daher in der Wirkung einer von der KfW über-

nommenen Garantie gegen Kreditausfälle. Anders als bei einem Plain Vanilla CDS liegt 

hier eine Basket-Struktur vor. Da das gesamte Referenzportfolio als Underlying für den 

CDS fungiert, wird im Weiteren häufig der Begriff des Master Basket CDS verwendet.224 

Die KfW agiert lediglich als Intermediär und transferiert ihrerseits das Ausfallrisiko wei-

ter.225 Zu diesem Zweck wird das Referenzportfolio nach dem „Prinzip der zunehmenden 

Nachrangigkeit“ (Subordination) in einzelne Tranchen unterteilt, wobei Kreditausfälle zu-

erst von den Investoren der untersten Tranche (First Loss Piece, FLP) und erst danach in 

Reihenfolge zunehmender Seniorität von den Investoren der oberen Tranchen getragen 

werden: 

                                                           
222  Vgl. Abschnitt 212. 
223  Kreditereignisse und Verlustausgleichszahlungen im Rahmen der PROMISE-Transaktionen sind im Fol-

genden noch näher zu spezifizieren. 
224  Vgl. auch die quantitativen Ausführungen zum Master Basket CDS in Abschnitt 524. 
225  Die Zwischenschaltung der KfW hat regulatorische Gründe. Vgl. S. Jortzik und B. Müller (2002), Kre-

ditrisikominderungstechniken und Kreditderivate, S. 21-24. 
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Tranche Nominalvolumen In % Rating Verbriefungsform
Senior Tranche 894.750.000 EUR 89,475 NR226 CDS 
Class A+ 250.000 EUR 0,025 AAA CLN 
Class A 10.000.000 EUR 1,000 AA CLN 
Class B 11.000.000 EUR 1,100 A CLN 
Class C 26.500.000 EUR 2,650 BBB CLN 
Class D 10.000.000 EUR 1,000 BB CLN 
Junior Tranche 47.500.000 EUR 4,750 NR CDS 

Tab. 2-1:  Tranchenbildung am Beispiel der PROMISE-K 2001-1 Plc-Transaktion 

Am Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion wurde das Referenzportfolio i. H. v. 

1 Mrd. EUR Nominalvolumen in eine Junior-Tranche i. H. v. 47,5 Mio. EUR, 5 Mezza-

nine-Tranchen i. H. v. respektive 10, 26.5, 11, 10 und 0.25 Mio. EUR sowie eine Senior-

Tranche i. H. v. 894.75 Mio. EUR aufgespaltet. 

Das Ausfallrisiko der Senior-Tranche reicht die KfW per CDS an eine kommerzielle Bank 

weiter. Aus regulatorischen Gründen kommen dafür nur OECD-Banken in Frage.227 

Ähnlich wie bei den traditionellen CDOs werden die Mezzanine-Tranchen, dem Prinzip 

der Subordination folgend, über eine zwischengeschaltete Zweckgesellschaft am Kapital-

markt platziert. Die rechtliche Selbständigkeit ermöglicht den Haftungsausschluss des Ori-

ginators sowie der KfW und die gezielte Steuerung der Bonität der einzelnen Mezzanine-

Tranchen. Jede einzelne Tranche kann anschließend durch eine namhafte Ratingagentur 

mit einem Bonitätsrating versehen werden, das – wie bei den traditionellen CDOs – mit 

Blick auf die äußerst komplexen rechtlichen und finanzwirtschaftlichen Rahmenbedingun-

gen den potentiellen Investoren gegenüber das notwendige Mindestmaß an Transparenz 

schafft. 

Anders als bei den traditionellen CDOs, wird das Kreditrisiko nicht in Form eines True 

Sales an das SPV übertragen, sondern entweder in Form von credit-linked Certificates of 

Indebtedness (Schuldscheine) oder einem weiteren CDS. 

Wird das Kreditrisiko über Schuldscheine auf das SPV übertragen, werden die Erlöse aus 

der Platzierung der Mezzanine-Tranchen am Kapitalmarkt verwendet, um Schuldscheine228 

mit identischer Laufzeit von der KfW zu erwerben. Die Rückzahlung ist an die Performan-

ce des Referenzportfolios gekoppelt. Realisierte Verluste aus dem Referenzportfolio, die 

                                                           
226  Not Rated. 
227  OECD-Banken haben derzeit ein Bonitätsgewicht von 20 %. Vgl. § 13 Grundsatz I. 
228  Die Schuldscheine begründen ein Schuldversprechen gem. § 780 BGB. 
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an Umfang das FLP übertreffen, werden den Schuldscheinen zugeordnet und führen zu 

deren sukzessiven Abschreibung. Die Schuldscheine ähneln daher in ihrer Wirkung einer 

Credit Linked Note (CLN). Sie dienen zugleich als Besicherung der Verpflichtungen des 

SPV gegenüber den Investoren der Mezzanine-Tranchen (Collateral). 

Wird das Kreditrisiko in Form eines weiteren CDS auf das SPV übertragen, werden die 

Erlöse aus der Platzierung der Mezzanine-Tranchen am Kapitalmarkt verwendet, um in 

Anlagen bester Bonität (Staatspapiere, Medium-Term Notes der KfW229) zu investieren. 

Die erworbenen Anlagen dienen wiederum der Besicherung der Verpflichtungen des SPV 

gegenüber den Investoren der Mezzanine-Tranchen. 

Das SPV transferiert das Kreditrisiko der einzelnen Mezzanine-Tranchen mit Hilfe von 

Credit Linkes Notes. Diese gehören ebenso wie die CDSs zu den Kreditderivaten. Eine 

CLN stellt im einfachsten Fall eine strukturierte Anleihe dar, die als Kombination eines 

CDS mit einer Schuldverschreibung aufgefasst werden kann. Sie wird zum Nennwert zu-

rückgezahlt, wenn ein vorher festgelegtes Kreditereignis beim Referenzaktivum nicht ein-

tritt.230 Kommt es zum Kreditereignis, wird die CLN unter Abzug eines Ausgleichsbetrags 

zurückgezahlt. Der Ausgleichsbetrag hat die Verluste aus dem Referenzaktivum aufgrund 

des Kreditereignisses zu kompensieren. Der Investor zahlt den Ausgabepreis an das SPV 

als Emittenten der CLN und erhält während der Laufzeit eine risikoadäquate Verzinsung 

(Kupon). Die CLNs stellen die eigentlichen CDOs der Transaktion dar. 

Die Emissionserlöse aus den CLNs werden, wie oben bereits beschrieben, entweder zum 

Erwerb der credit-linked Certificates of Indebtedness der KfW oder der bonitätsrisikofreien 

Anlagen als Unterlegung bzw. Besicherung (Collateral) der CLNs verwendet.  

Die Zinszahlungen aus den Certificates of Indebtedness bzw. die Zinszahlungen aus den 

risikofreien Geldanlagen zuzüglich der CDS-Prämie verwendet das SPV, um die Kupon-

verpflichtungen aus den umlaufenden Notes zu bedienen.231  

Am Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion wurden von der KfW credit-linked 

Certificates of Indebtedness begeben, die das SPV unter Verwendung der Emissionserlöse 

der CLNs als Collateral erworben hat. 

                                                           
229  Die KfW kann eine Staatsgarantie vorweisen und erhält daher regelmäßig ein Tripel-A Rating. 
230  Vgl. hierzu ausführlicher die duplikationstheoretischen Überlegungen in Abschnitt 5231. 
231  Vgl. hierzu ausführlicher die Ausführungen in Abschnitt 524. 
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Das Ausfallrisiko der Junior-Tranche reicht die KfW in Analogie zur Senior-Tranche mit 

einem CDS weiter. Da erwartungsgemäß ein beträchtlicher Teil der Junior-Tranche aus-

fallbedroht232 ist, wird es nicht ohne weiteres möglich sein, diese per Junior-CLN oder per 

Junior-CDS am Kapital- bzw. Derivatemarkt zu platzieren. Die Lösung besteht in einer 

Unterbeteiligung der Investoren der Junior-Tranche an den Zinserträgen des Referenzport-

folios (Interest Subparticipation). Dabei haben Investoren der Junior Tranche Anspruch auf 

Zahlungen i. H. d. von ihnen zu tragenden realisierten Verluste, soweit ausreichend Zinser-

träge über die jeweilig zuzuordnende und zuvor vertraglich spezifizierte Zinsunterbeteili-

gunsperiode (Interest Subparticipation Period) angesammelt wurden.233 

 

Abb. 2-6:  Struktur einer synthetischen CDO-Verbriefung am Beispiel der PROMISE-K 
2001-1 Plc-Transaktion 

Beispielhaft ist in Abb. 2-6 die Struktur der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion darge-

stellt. Dabei sind (potentielle) Zahlungsströme durch Pfeile symbolisiert. Die grau unter-

legten Felder stellen Transaktionsbeteiligte dar. Die gestrichelten Kästen symbolisieren das 

Referenzportfolio bzw. Tranchen des Referenzportfolios. 

                                                           
232  Vgl. hierzu auch die quantitativen Analysen in den Abschnitten 432 und 511. 
233  Bei synthetischen CDOs, bei denen die Junior-Tranche ebenso wie die Mezzanine-Tranchen als CLN am 

Kapitalmarkt verbrieft wurden, lässt sich aus den beobachtbaren Zins-Spreads schlussfolgern, dass ihr 
aufgrund der Zinsunterbeteiligung durchaus eine höhere Bonität als die ihr unmittelbar übergeordnete(n) 
(vorrangige(n)) Tranche(n) beigemessen werden kann. Vgl. hierzu auch die quantitativen Analysen in 
Abschnitt 513. 
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234 Zur Struktur und Funktion von Zinsunterbeteiligungen  
Im Rahmen einer begrenzten Zinsunterbeteiligung (Interest Subparticipation, ISP) sieht 

diese für die Sicherungsgeber der Junior-Tranche (First Loss Piece, FLP) vor, dass im Fal-

le von schlagend werdenden Ausfallrisiken die Sicherungsgeber zu Kompensationszahlun-

gen berechtigt sind. Die Kompensationszahlungen sollen die der Junior-Tranche zugeord-

neten realisierten Verluste nach Berücksichtigung und Verwertung von zur Verfügung ste-

henden Besicherungen ausgleichen. Als Quelle dienen die zukünftigen, über die verblei-

bende Restlaufzeit hinweg aus dem Referenzportfolio eingehenden Zinseinnahmen. 

Die für evt. Kompensationszahlungen zur Verfügung stehenden Zinseinnahmen können in 

verschiedener Weise abgegrenzt werden. Zunächst können die gesamten Bruttozinszahlun-

gen (Available Interest Income) aus dem Referenzportfolio herangezogen werden, um For-

derungen aus der Zinsunterbeteiligung zu bedienen. Unter einer momentanen Vernachläs-

sigung der besonderen Struktur der Zinsunterbeteiligung – insbesondere der Tatsache, dass 

nur Zinseinnahmen ab dem Zeitpunkt des Ausfalls zur Bedienung der Zinsunterbeteiligung 

herangezogen werden können, was dem Junior-Sicherungsgeber einen Zugriff auf bereits 

erwirtschaftete Zinseinnahmen und im Falle eines Ausfalls unmittelbar vor Ende der ge-

samten CDO-Transaktion jegliche Kompensationszahlungen verwehrt – und der Existenz 

von Early Amortisation und Replenishment Trigger sowie der Voraussetzung, dass das 

FLP den über den gesamten CDO-Transaktionszeitraum erwarteten Verlust des Referenz-

portfolios nicht unterschreitet, erhält der Junior-Sicherungsgeber im langfristigen Mittel, 

d. h. unter dem Eintritt von exakt den erwarteten Verlusten, Kompensationen in Höhe der 

in den vereinbarten Zinsätzen einkalkulierten Risikoprämien für Kapitalverluste (Standard-

risikokosten234). Im Einzelfall ermöglicht eine Konstruktion der Zinsunterbeteiligung die-

ser Art jedoch nicht nur einen Zugriff auf die kalkulierten Standardrisikokosten durch die 

Sicherungsgeber, sondern auch auf die Refinanzierungskomponente, auf die Komponente 

für die Verwaltungs- und Personalkosten und auf die Komponente für die unerwarteten 

Verluste.235 Das lässt vermuten, dass stets ausreichend Zinseinnahmen für Kompensations-

zahlungen aus Kapitalverlusten zur Verfügung stehen.236 

Eine Ausweitung der zur Verfügung stehenden Zinseinnahmen kann durch eine Einbezie-

hung von Bruttozinszahlungen aus Forderungen erfolgen, die nicht zum CDO-

Referenzportfolio gehören (Extended Reference Pool). Das kann insbesondere durch den 

                                                           
234  Vgl. T. Hartmann-Wendels, A. Pfingsten und M. Weber (2004), Bankbetriebslehre, S. 565-571. 
235  Die Auswirkungen dieser Konstruktion auf das beim Initiator verbleibende wirtschaftliche Risiko werden 

im Rahmen der Diskussion der Ergebnisse aus der Simulation der Portfolioverluste betrachtet. 
236  Vgl. zur weitgehenden Bestätigung dieser These die quantitativen Analysen in Abschnitt 513. 
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Aufbau eines zusätzlichen Referenzportfolios für den Zeitraum zwischen dem ökonomi-

schen und dem juristischen Fälligkeitstag erfolgen. Der zusätzliche Zeitraum237 dient pri-

mär der Feststellung von Ausfällen und Recoveries gegen Ende der Restlaufzeit der CDO-

Transaktion. In diesem Fall würden jedoch Zinserträge aus Krediten zur Verlustkompensa-

tion herangezogen werden, die nicht durch den Junior-CDS besichert sind. 

Praktisch werden monatlich oder quartalsweise die von den Sicherungsgebern des FLPs zu 

tragenden Verluste, respektive die Ansprüche aus der Zinsunterbeteiligung auf der Grund-

lage realisierter Verluste, ermittelt. Da nur zukünftige Zinseinnahmen für Kompensations-

zahlungen zugelassen sind, können Zinseinnahmen des aktuellen Monats bzw. Quartals 

nicht für Kompensationszahlungen verwendet werden. Vielmehr ist zur Ermittlung mögli-

cher Kompensationszahlungen aus Zinseinnahmen der aktuellen Periode auf die Verluste 

der Vorperiode abzustellen. Diese werden den zur Verfügung stehenden Zinseinnahmen 

gegenübergestellt. Bei vollständiger Deckung werden die Kompensationen sofort und voll-

ständig getätigt. Im Falle einer mangelnden Deckung werden nicht befriedigte Ansprüche 

auf den Folgemonat vorgetragen, nicht jedoch über den wirtschaftlichen Verfallstag hin-

aus. Dabei werden in chronologischer Reihenfolge die ältesten (d. h. aus früheren Monaten 

mangels Deckung vorgetragenen) Ansprüche zuerst befriedigt.238 

In Abschnitt 513 dieser Arbeit wird die zeitliche Struktur der ISP-Zahlungen quantitativ 

untersucht. Die kumulierten ISP-Zahlungen werden mit den tatsächlich realisierten und 

von den Sicherungsgebern auszugleichenden Verlusten verglichen. Die obige Vermutung, 

dass regelmäßig ausreichende Zinseinnahmen für Kompensationszahlungen aus Kapital-

verlusten zur Verfügung stehen, soll entweder bestätigt oder verworfen werden. 
                                                           
237  Im Falle der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion beträgt die Länge dieses Zeitraumes zwei Jahre. 
238  Da im INFORMATION MEMORANDUM der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion keine Informationen zur 

Struktur der Zinsunterbeteiligung enthalten sind (Das Memorandum betrifft im Wesentlichen die von der 
PROMISE-K 2001-1 PLC emittierten Credit Linked Notes (CLNs). Insbesondere enthält es keine Angaben 
zur Privatplatzierung des FLP in Form eines Junior-CDS (vgl. Abb. 2-6). Die Dresdner Bank als Initiator 
war aus Vertraulichkeitsgründen nicht bereit, nähere Informationen zum Junior-CDS zur Verfügung zu 
stellen.), wurde zur Analyse der ISP auf Informationen aus dem INFORMATION MEMORANDUM der FÖR-
DE 2000-1-Transaktion (Im Rahmen der FÖRDE 2000-1-Transaktion wurden nicht nur die Senior-
Tranchen, sondern auch das FLP als CLN am Kapitalmarkt platziert und wird dementsprechend vom IN-
FORMATION MEMORANDUM mit abgedeckt.) zurückgegriffen. Vgl. Landesbank Schleswig-Holstein Giro-
zentrale (2000), Förde 2000-1, S. 9 u. 20-22. Insbesondere heißt es darin: „’Available’ Interest Income’ 
means…the aggregate amount of interest payments received by the Issuer on the Reference Pool during 
the period…from (but excluding) the end of the calendar month in which such Reference Claim became 
a Defaulted Reference Claim to (and including) the end of the calendar month preceding the relevant De-
termination Date, as reduced…by any other Interest Subparticipation Amounts previously paid or pay-
able on the same Payment Date…” (Vgl. § 6, (6), (a)) sowie “To the extent an Interest Subparticipation 
Amount exceeds the relevant Available Interest Income on any Payment Date, its payment shall be defer-
red until the next Payment Date on which such Interest Subparticipation Amount (or any part thereof) 
can be paid out of the then applicable Available Interest Income…” (Vgl. § 6, (6), (c)). Vgl. in knapper 
Form zur FÖRDE 2000-1 Transaktion J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 220 f. 
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235 SPVs am Beispiel des PROMISE-Programms 
Da das SPV vorrangig der risikopolitischen Separation des Referenzportfolios dient, soll-

ten die damit verbunden Kosten möglichst gering gehalten werden.239 Insbesondere würde 

jede steuerliche Belastung der Verbriefung oder des SPVs die Kosten der CDO-

Transaktion erhöhen. Infolgedessen ist das SPV weitgehend steuerneutral zu gestalten.240 

In Deutschland unterliegt eine Zweckgesellschaft in der Rechtsform einer Kapitalgesell-

schaft grundsätzlich der Gewerbeertragsteuerpflicht.241 Der Gewerbeertrag ist der Gewinn 

aus dem Gewerbebetrieb nach den Vorschriften des Körperschaftsteuergesetzes.242 Zur 

Ermittlung der Bemessungsgrundlage sind 50 % der Dauerschuldzinsen hinzuzurechnen.243 

Dauerschuldzinsen sind Entgelte für Schulden, die wirtschaftlich mit der Gründung des 

SPVs einhergehen oder langfristig244 der Stärkung des Betriebskapitals dienen. Bei True 

Sale-Transaktionen emittiert das SPV CDOs, um damit einen Forderungspool anzukaufen. 

Die CDOs dienen damit der Gründung des SPVs. Bei synthetischen Transaktionen entfällt 

zwar der Ankauf des Forderungspools, jedoch stärkt die Emission der CDOs das Betriebs-

kapital des SPVs dauerhaft insofern, dass dadurch liquide Mittel für mögliche Kompensa-

tionszahlungen aus den geschlossenen Kreditderivaten zur Übertragung und Verbriefung 

des Ausfallrisikos während der gesamten Transaktionslaufzeit bereitgestellt werden. 

Durch Gründung einer Zweckgesellschaft im Ausland, lässt sich insbesondere die Gewer-

beertragsteuerpflicht vermeiden.245 Als Firmensitz kommen Niedrigsteuer-Finanzzentren 

(Tax Havens) in Frage.246 Damit sind jedoch Reputationsrisiken verbunden. Einige Inves-

toren sind zudem gehalten, ausschließlich in Emissionen von Gesellschaften mit Sitz in der 

EU oder einem OECD-Mitgliedsland zu investieren.247 

                                                           
239  Zu Finanzierungskosten im Rahmen von ABS-Strukturen siehe W. Benner (1988), ABS, S. 413-416. 
240  Ggf. ist im Vorfeld der Transaktion eine steuerliche Unbedenklichkeitsbescheinigung von der zuständi-

gen Steuerbehörde einzuholen. Vgl. PWC (2004), Verbriefungen in Luxemburg, S. 8. 
241  Die Gewerbesteuerpflicht aufgrund der Rechtsform ergibt sich aus § 2 Abs. 2 GewStG. Eine Ausweitung 

der Diskussion auf weitere Steuerarten findet sich in M. Geurts (1999), Steuerliche Aspekte. Für eine ak-
tuelle Analyse vgl. J. Bosak (2005), Steuerrechtliche Konsequenzen einer Asset-Backed Securitisation. 

242  Bei Personengesellschaften ist das Einkommensteuergesetz heranzuziehen. Vgl. § 7 Abs. 1 S. 1 GewStG. 
243  Vgl. § 7 S. 1 i. V. m. § 8 Abs. 1 Nr. 1 GewStG. „Der Sinn dieser Regelung liegt darin, dass die Ver-

schuldung eines Unternehmens diesem nicht zu Steuervorteilen gereichen soll.“ B. Gehring (1999), ABS 
im amerikanischen und deutschen Recht, S. 187. Da dem Namen des Gesetzes folgend ein Ertrag besteu-
ert werden soll, müssten sämtliche Aufwendungen hinzugerechnet werden. Insofern könnte auch von ei-
ner Abzugsfähigkeit von 50 % der Dauerschuldzinsen gesprochen werden. 

244  Eine Verbindlichkeit ist in diesem Zusammenhang als langfristig anzusehen, wenn die Laufzeit zwölf 
Monate übersteigt. Vgl. B. Gehring (1999), ABS im amerikanischen und deutschen Recht, S. 187. 

245  Vgl. R. Eichholz und M. Nelgen (1992), ABS, S. 796. Zu berücksichtigen ist, dass ein Einbezug gem. 
§ 7 GewStG i. V. m. §§ 7 ff. AStG in Betracht kommt. Vgl. M. Geurts (1999), Steuerliche Aspekte, 
S. 453. Siehe zu diesem Problem auch H. Schmid und T. Dammer (2003), ABS und KFG, S. 819. 

246  Zu den wichtigsten Offshore Finance Centres und Tax Havens vgl. M. Lewis (1999), Offshore finance. 
247  Vgl. J. Tavakoli (2003), CDOs and structured finance, S. 55. 



57 

Closing Zweckgesellschaft Volumen248 Originator 
14.12.2000 PROMISE-I 2000-1 Plc 2,583 Mrd. EUR IKB 
22.12.2000 PROMISE-A 2000-1 Plc 1,000 Mrd. EUR HVB / VuW 
03.05.2001 PROMISE-K 2001-1 Plc 1,000 Mrd. EUR Dresdner Bank 
09.08.2001 PROMISE-Z 2001-1 Plc 1,000 Mrd. EUR DG Bank 
23.11.2001 PROMISE-G 2001-1 Plc 0,650 Mrd. EUR BW Bank 
26.03.2002 PROMISE-I 2002-1 Plc 3,650 Mrd. EUR IKB 
22.03.2002 PROMISE-A-2002-1 Plc 1,618 Mrd. EUR HVB / VuW 
05.11.2002 PROMISE-C 2002-1 Plc 1,500 Mrd. EUR Commerzbank 
19.12.2002 PROMISE Austria-2002-1 Plc 1,009 Mrd. EUR Bank Austria Creditanstalt 
04.06.2003 PROMISE COLOR-2003-1 Plc 1,130 Mrd. EUR HVB / VuW 
07.11.2003 PROMISE-XXS-2003-1 Plc 2,153 Mrd. EUR HVB 
06.12.2004 PROMISE Caravela 2004 Plc 3,500 Mrd. EUR BCP 
23.03.2005 PROMISE-I Mobility 2005-1 0,650 Mrd. EUR IKB 

Tab. 2-2:  Zweckgesellschaften im Rahmen der PROMISE-Verbriefungsstruktur der KfW 

Sämtliche Zweckgesellschaften im Rahmen des PROMISE-Programms (Tab. 2-2) der KfW 

haben ihren Sitz in Dublin, Irland. Irland besitzt ein entwickeltes Rechts- und Steuersys-

tem, ist Mitglied der EU und gehört der OECD an. Das Fehlen einer Gewerbeertragsteuer, 

die weitgehend steuerneutralen Gestaltungsmöglichkeiten hinsichtlich der Körperschafts-

steuer (Corporation Tax) im Rahmen von ABS-Strukturen und ein weit reichendes Netz 

von Doppelbesteuerungsabkommen249 sind wesentliche Gründe für die Attraktivität Irlands 

als Sitz von Zweckgesellschaften.250 

Erste gesetzliche Regelungen zur Verbriefung in Irland wurden bereits 1991 getroffen und 

in den folgenden Jahren mehrfach erweitert und angepasst.251 Gem. den Regelungen des 

Taxes Consolidation Acts (TCA) ist das SPV mit 25 % körperschaftssteuerpflichtig. Das 

SPV lässt sich jedoch weitgehend körperschaftssteuerneutral gestalten, da sowohl Finan-

zierungskosten (funded part of transaction) als auch Credit Default Swap-Prämien-

zahlungen (unfunded part of transaction) von der Bemessungsgrundlage abzugsfähig sind. 

Der resultierende Net Taxable Profit sollte vernachlässigbar sein.252 Irland erhebt keine 

Quellensteuer (Withholding Tax) auf Zinszahlungen des SPVs an die Investoren der 

CDOs, sofern es sich bei den Investoren um Personen aus der EU (nicht Irland) oder einem 

                                                           
248  Das Volumen bezieht sich auf das Referenzportfolio (Forderungspool). 
249  Alle Doppelbesteuerungsabkommen sind im WWW unter http://www.revenue.ie/ (geladen am 15. Au-

gust 2005) einsehbar. 
250  Vgl. P. Henehan (2001), Taxing issues, S. 34 f. 
251  Vgl. S. Smyth und C. Blaney (2003), Domiciling SPVs in Ireland, S. 7. 
252  Vgl. Arthur Cox (2005), Establishing SPVs in Ireland, S. 2. Damit das Ziel der Steuerneutralität erreicht 

wird, sollten insbesondere eingehende und ausgehende Risikoprämienzahlungen einander entsprechen. 
Vgl. zu Problemen in diesem Zusammenhang die Ausführungen in Abschnitt 5241. 
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Land mit einem Doppelbesteuerungsabkommen mit Irland handelt. Die Quellensteuer ent-

fällt unabhängig vom Herkunftsland des Investors, wenn die CDOs an einer europäischen 

Börse gelistet und in einem anerkannten Clearing System geführt werden.253 Die Emission 

und die Weiterveräußerung der CDOs führen nicht zu einer Vermögensverkehrssteuerbe-

lastung (Stamp Duty). Unterstützt durch das (steuer)rechtliche Umfeld hat sich die IRISH 

STOCK EXCHANGE (ISE) neben der BOURSE DE LUXEMBOURG in den letzten Jahren zur 

größten europäischen Börse für ABS entwickelt. Eine schnelle Abwicklung der Emissio-

nen, geringe Listinganforderungen an die SPVs sowie ein breiter europäischer Investoren-

kreis haben maßgeblich zu dieser Entwicklung beigetragen.254 

Zur Stärkung der Wettbewerbsfähigkeit des deutschen Verbriefungsmarkts hat die Bundes-

regierung am 26. Februar 2002 den Entwurf eines Gesetzes zur Förderung von Kleinunter-

nehmen und zur Verbesserung der Unternehmensfinanzierung beschlossen.255 Das sog. 

Kleinunternehmerförderungsgesetz (KFG) wurde am 31.07.2003 verabschiedet256 und er-

weitert die gewerbesteuerrechtliche Sonderstellung der Kreditinstitute257 bzgl. der Hinzu-

rechnung von Dauerschuldentgelten zur Bemessungsgrundlage der Gewerbeertragsteuer 

auf Zweckgesellschaften, die Kredite oder Kreditrisiken von Banken erwerben und zur 

Refinanzierung des Kaufpreises der Kredite bzw. der für die Kreditrisikoübernahme zu 

stellenden Sicherheiten Schuldtitel ausgeben.258 Damit sind Zweckgesellschaften unabhän-

gig davon, ob ein True Sale-Geschäft oder eine synthetische Transaktionen vorliegt, von 

der Gewerbeertragsteuer auf Dauerschuldzinsen befreit. Voraussetzung ist jedoch, dass die 

Kredite des zu verbriefenden Forderungspools bei True Sale-Transaktionen bzw. des Refe-

renzportfolios bei synthetischen Transaktionen durch ein Kreditinstitut i. S. d. § 1 Abs. 1 

KWG bzw. § 3 Nr. 2 GewStG begründet worden sind.259 Verbriefungstransaktionen außer-

halb des Bankensektors bleiben durch das KFG folglich unberührt. 

                                                           
253  Alternativ zum Clearing House kann auf jede Zahlstelle außerhalb Irlands zurückgegriffen werden. Vgl. 

Arthur Cox (2005), Establishing SPVs in Ireland, S. 3; S. Smyth und C. Blaney (2003), Domiciling SPVs 
in Ireland, S. 7. 

254  Vgl. Arthur Cox (2005), Establishing SPVs in Ireland, S. 4. 
255  Vgl. C. Koch-Weser (2003), Rahmenbedingungen, S. 624. 
256  Das KFG wurde im BGBl I 2003 Nr. 39 vom 8.8.2003 bekannt gemacht. 
257  Die gewerbesteuerliche Sonderstellung der Kreditinstitute trägt mit Blick auf das Einlagengeschäft dem 

Umstand Rechnung, dass der Fremdkapitaleinsatz im Vergleich zu sonstigen Unternehmen ausgespro-
chen hoch ausfällt. Zu den Dauerschulden zählt nur Fremdkapital, welches zur Finanzierung von nicht-
bankspezifischen Wirtschaftsgütern (vgl. § 19 GewStDV) aufgenommen wurde. Vgl. H. Schmid und T. 
Dammer (2003), ABS und KFG, S. 820. 

258  Vgl. KFG, Art. 3, Nr. 1 u. Art 4. Siehe auch § 35c Abs. 1 Nr. 2e GewStG i. V. m. § 19 GewStDV. Eine 
ausführliche Diskussion der Auswirkung des KFGs auf ABS-Transaktionen findet sich in H. Schmid und 
T. Dammer (2003), ABS und KFG, S. 820 ff. 

259  Kreditrisiken, die nicht durch ein Kreditinstitut begründet, sondern lediglich an eine Bank weiterveräu-
ßert worden sind, werden durch den Wortlaut des § 35c Abs. 1 Nr. 2e GewStG nicht erfasst. 
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24 Grundlagen der unternehmenswertorientierten Kreditrisikomessung 
241 Kreditrisikomessung mit Kreditrisikomodellen 
Kreditrisiken werden i. d. R. mit mathematischen Modellen260 quantifiziert. Alternativ 

kann versucht werden, auf empirischer Basis die Performance eines rückwirkend zusam-

mengestellten Vergleichsportfolios heranzuziehen und auf die gegenwärtige Problemstel-

lung zu übertragen.261 Ziel ist die gedankliche Vorwegnahme zukünftiger, möglicher Port-

foliowerte sowie ggf. die Ableitung potentieller Verluste in Relation zu einem vorher zu 

definierenden Referenzwert. Die Vorwegnahme zukünftiger, möglicher Portfoliowerte 

muss für alle denkbaren relevanten Umweltzustände erfolgen. Die erfassten Umweltzu-

stände werden einer ursachenbezogenen Betrachtungsweise des Risikos262 folgend durch 

Umweltfaktoren263 charakterisiert. Dazu sind alle Umweltfaktoren zu identifizieren, die 

einen wesentlichen Einfluss auf den Portfoliowert haben. Die modellmäßig abbildbaren 

Umweltfaktoren werden als Risikofaktoren bezeichnet. Die verwendeten Risikofaktoren 

können Marktrisikofaktoren264, Kreditrisikofaktoren, Liquiditätsrisikofaktoren u. a. Risiko-

faktoren darstellen. Im Rahmen der Kreditrisikoquantifizierung sind (messbare) Kreditrisi-

kofaktoren von Interesse.265 Die Kreditrisikofaktoren sind mit dem Portfoliowert mathema-

tisch zu verknüpfen, so dass resultierende Konsequenzen für den Wert des Portfolios auf-

grund von Kreditrisikofaktoränderungen bezüglich des gegenwärtigen Betrachtungszeit-

punkts wertmäßig quantifiziert werden können. Wesentlicher Bestandteil der Kreditrisiko-

quantifizierung ist die Verknüpfung der erfassten Umweltzustände mit Eintrittswahrschein-

lichkeiten. Das Ergebnis der Kreditrisikoquantifizierung ist folglich eine Wahrscheinlich-

keitsverteilung des Portfoliowerts in einem zukünftigen, auch als Risikohorizont bezeich-

neten Zeitpunkt tH. Aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung lassen sich Aussagen über die 

zukünftige Erfolgslage des Kreditinstituts oder – sofern das Kreditinstitut das Portfolio an 

ein SPV im Rahmen einer CDO-Transaktion abgetreten oder (Ausfall-)Risiken aus dem 

                                                           
260  Bei einem Modell handelt es sich um eine strukturgleiche bzw. strukturähnliche Abbildung eines Reali-

tätsausschnitts der Wirklichkeit. Neben der Beschreibung eines Sachverhalts bzw. Problems, erlaubt die 
Reduktion der Komplexität der Realität das Aufzeigen wesentlicher Ursache-Wirkung-Zusammenhänge. 
Einen besonderen Stellenwert nehmen mathematische Modelle ein. Sie erlauben eine besonders präzise 
Abbildung des interessierenden Sachverhalts, sofern quantitativ abbildbare Strukturen vorhanden sind. 
Vgl. F. Bea, E. Dichtl und M. Schweitzer (2000), Allgemeine BWL I, S. 71 f. 

261  Bspw. leitet die Ratingagentur FITCH sog. gestresste Ausfallraten zur Einschätzung des Kreditrisikos von 
CDO-Referenzportfolios aus historischen Beobachtungen ab. Vgl. M. Schmidtchen und H. Krämer-
Eis (2002), CDO-Ratings der Agenturen, S. 2-4. 

262  Neben der ursachenbezogenen Risikobetrachtung wird häufig eine wirkungsbezogene Betrachtungsweise 
verwendet. Vgl. J. Völker (2000), VaR-Modelle, S. 33 f. 

263  Umweltfaktoren können als Gegebenheiten bezeichnet werden, die außerhalb der Kontroll- und 
Einflußmöglichkeiten des Wirtschaftssubjekts liegen und für das Ergebnis einer Entscheidung wichtig 
sind. Vgl. K. Spremann (2002), Wirtschaft, Investition und Finanzierung, S. 109. 

264  Als Marktrisikofaktoren kommen insbesondere Zinssätze für die Überlassung von Geld in Betracht. 
265  Grds. können auch nicht/schwer messbare Risiken bestehen. Dazu gehören bspw. mögliche Reputations-

verluste. Vgl. A Burger und A. Buchhart (2002), Risiko-Controlling, S. 46. 
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Portfolio mit derivativen Finanztiteln an Dritte übertragen hat – über den Risikogehalt e-

mittierter CDOs ableiten. Bei Bedarf besteht die Möglichkeit, für Zwecke der Kommuni-

kation und Interpretation (Risiko-)Kennzahlen (Risikomaße) zu berechnen.266 

Die Wahl des Risikohorizonts ist abhängig vom Zweck der Kreditrisikoquantifizierung und 

kann prinzipiell Zeiträume von wenigen Tagen bis mehreren Jahren umfassen. Für die auf-

sichtsrechtliche Unterlegung von Kreditrisiken mit Eigenmitteln wird üblicherweise ein 

Zeitraum von einem Jahr zugrunde gelegt. Der gewählte Zeitraum repräsentiert die unter-

stellte maximale Haltedauer der Finanztitel im Falle schlagend werdender Kreditrisiken 

und berücksichtigt somit in begrenztem Maße das Liquiditätsrisiko.267 Im Rahmen des 

Kreditrisikomanagements sind z. T. kürzere als auch mehrere geeignet gestaffelte Zeiträu-

me auf Monatsbasis nicht nur sinnvoll, sondern auch notwendig. Beispielsweise ändert 

sich die Zusammensetzung revolvierender Referenzportfolios von synthetischen CDO-

Strukturen im Zeitablauf nach Maßgabe zwischenzeitlich eintretender Ausfälle und/oder 

Bonitätsänderungen. Darüber hinaus sehen die Vertragsbedingungen häufig eine vorzeitige 

Amortisation vor, wenn kritische Verlusthöhen überschritten werden. Die Wahrscheinlich-

keit der vollständigen Tilgung emittierter CDOs wird in diesen Fällen von Replenish-

mentmaßnahmen des CDO-Managements beeinflusst. Diese gilt es bei der Kreditrisiko-

messung zu berücksichtigen. Unabhängig von ökonomischen oder aufsichtsrechtlichen 

Gesichtspunkten kann der Risikohorizont durch die Verfügbarkeit von entscheidungsrele-

vantem Datenmaterial abhängen.268 

Die Verknüpfung von Umweltzuständen und Eintrittswahrscheinlichkeiten kann auf der 

Basis der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der umweltzustandsbeschreibenden (Kredit-) 

Risikofaktoren erfolgen. Dabei ist zu beachten, dass die einzelnen Kreditrisikofaktoren 

bzw. die Kreditrisikofaktoränderungen nicht notwendigerweise unabhängig voneinander 

sind. Sämtliche Abhängigkeiten zwischen einzelnen Kreditrisikofaktoren und Kreditrisiko-

faktorgruppen werden durch eine multivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung erfasst. Die 

wahrscheinlichkeitstheoretische Abbildung von Kreditrisikofaktoränderungen ist als zent-

rale Aufgabe eines Kreditrisikomodells zu sehen.269 Abhängigkeiten zwischen Kreditrisi-

kofaktoränderungen sind die Ursache für Diversifikations- bzw. Portfolioeffekte. Mit dem 

                                                           
266  Vgl. zu Kreditrisikomaßen R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 13-24. 
267  Vgl. M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), Risk management, S. 36. 
268  Im KMV-Modell sind mit der Verwendung von Marktdaten flexible Zeiträume auf Tagesbasis denkbar. 

Im Modell CREDITMETRICS™ hingegen sind aufgrund der Verwendung von Bonitätsänderungswahr-
scheinlichkeiten auf jährlicher Basis nur unter restriktiven Annahmen kürzere bzw. längere Zeiträume 
möglich. Ähnlich argumentieren M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), Risk management, S. 326. 

269  Vgl. P. Grundke (2000), Kreditrisikomodelle, S. 101 f. 
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Begriff des Portfolioeffekts ist die Risikoreduktion bei geeigneter Mischung der Kontrakte 

des Kreditportfolios gemeint. Lediglich positiv-deterministische Beziehungen zwischen 

allen Kontrakten des Kreditportfolios, bedingt durch identische Kreditrisikofaktorsensitivi-

täten, erlauben keine Risikoreduktionen. 

Auf ökonomisch interpretierbare Kreditrisikofaktoren greifen die Unternehmenswertmo-

delle zurück. Die grundlegende Idee der Unternehmenswertmodelle besteht darin, die 

Wertentwicklung des Kreditportfolios an die Wertentwicklung der Aktiva der einzelnen 

Schuldner zu koppeln.270 Kreditausfälle können auf unternehmensendogene Größen zu-

rückgeführt werden. Der Klasse der Unternehmenswertmodelle steht die Klasse der redu-

zierten Modelle gegenüber.271 Kennzeichnend für die reduzierten Modelle ist, dass Kredit-

ausfälle durch unternehmensexogene Größen ausgelöst und nicht durch unternehmensen-

dogene Größen erklärt werden. Die Wertentwicklung des Kreditportfolios ist nicht direkt 

mit der Wertentwicklung der Aktiva der einzelnen Schuldner verknüpft. Stattdessen wird 

die Vielzahl der möglichen Umweltfaktoren auf einige wenige Kreditrisikofaktoren redu-

ziert.272 Zu nennen ist zunächst die Ausfallwahrscheinlichkeit (engl.: Probability of De-

fault, PD).273 Die (kumulative) Ausfallwahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit da-

für an, dass der Schuldner innerhalb eines festgelegten Zeitraums insolvent wird. Der Beg-

riff der „Insolvenz“ wird in den in der Literatur diskutierten Kreditrisikomodellen unter-

schiedlich interpretiert und definiert. Hier soll darunter der Zustand des Schuldners ver-

standen werden, in dem er nicht mehr in der Lage ist, seinen Zahlungsverpflichtungen 

fristgerecht und in voller Höhe nachzukommen. Die Begriffe Ausfall und Insolvenz wer-

den z. T. synonym verwendet.274 Sie sind jedoch zu trennen, wenn Kredite an einen einzel-

nen Schuldner eine unterschiedliche Seniorität aufweisen. Als zweiter Kreditrisikofaktor 

                                                           
270  Die Klasse der Unternehmenswertmodelle wurde durch MERTON begründet. Vgl. R. Merton (1974), 

Pricing corporate debt, S. 450-455. Vorarbeiten leisteten F. Black und M. Scholes (1973), Options and 
corporate liabilities, S. 649 f. und R. Merton (1973), Option pricing, S. 160-169. Alternativ findet man 
die Bezeichnung „Structural Models“, „Firm’s Value Models“, „Asset-Value Models“ und „Contingent-
Claims Models“. Für eine Übersicht verschiedener Modellansätze siehe J. Bohn (2000), Contingent-
claims approaches, S. 56-65; G. Hayt (2000), How to price credit risk, S. 87 f. Prägnante Modellbe-
schreibungen und -beurteilungen – insbesondere der wichtigsten Unternehmenswertportfoliomodelle – 
finden sich in R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 27-45. 

271  Die Klasse der Reduced-Form Models geht auf P. Artzner und F. Delbaen (1995), Default risk insurance, 
S. 188-194, A. Jarrow und S. Turnbull (1995), Pricing credit risky derivatives, S. 55-82 sowie D. Duffie 
und K. Singleton (1999), Term structures of defaultable bonds, S. 690-700 zurück. 

272  Vgl. M. Beutler (2001), Kreditrisikomanagement von Banken, S. 23-24 u. 38-40. 
273  Anstelle der Ausfallwahrscheinlichkeiten werden im Rahmen von Reduced-Form Models häufig Intensi-

tätsraten modelliert. Intensitätsraten lassen sich stets in Ausfallwahrscheinlichkeiten überführen. Deshalb 
wird z. T. anstelle des Begriffs der „Reduced-Form Models“ der Begriff der „Intensity-Rate Models“ 
verwendet. Beachtet werden sollte jedoch, dass nicht alle Reduced-Form Models Intensitätsraten (engl.: 
Intensity Rates, Hazard Rates) zulassen. Vgl. zur Definition von Intensitätsraten M. Jeanblanc und 
M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools, S. 4 f. Siehe auch Abschnitt 321. 

274  Vgl. bspw. R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 13. 
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ist der Verlust bei Ausfall (engl.: Loss Given Default, LGD) zu betrachten. Er gibt den 

erwarteten Anteil der ausstehenden Schuld an, der im Falle einer Insolvenz im Zuge des 

Insolvenzverfahrens nach Verwertung etwaiger Sicherheiten uneinbringlich verloren geht. 

Schließlich ist der ausstehende Betrag bei Ausfall (engl.: Exposure at Default, EAD) anzu-

führen. Er gibt unter Berücksichtigung von Kreditlimiten und -zusagen die zu erwartende 

Höhe der Schuld im Zeitpunkt der Insolvenz an. Während bei Unternehmenswertmodellen 

die Größen PD, LGD und EAD modellendogen275 ermittelt werden (können), werden bei 

reduzierten Modellen modellexogene Kalibrierungstechniken mit Hilfe beobachteter 

Marktpreise und Marktdaten vorgenommen. 

Abhängigkeiten zwischen Kreditrisikofaktoränderungen eines Schuldners bzw. Schuldti-

tels276 und Abhängigkeiten zwischen Kreditrisikoparametern verschiedener Schuldner bzw. 

Schuldtitel werden mit variierender Präzision und modelltheoretischer Konzeptionen er-

fasst. Teilweise werden die Kreditrisikofaktoren in Abhängigkeit eines Ratings als univer-

sellen Kreditrisikoindikator modelliert.277 Ratings teilen Kreditnehmer (Emittentenrating) 

und/oder deren Schuldtitel (Emissionsrating) gemäß ihrer Bonität in einzelne ordinal klas-

sifizierte Bonitätsabstufungen ein.278 Ratingagenturen wie MOODY’S oder STANDARD & 

POORS`S veröffentlichen regelmäßig historische Ausfallraten bezogen auf bestimmte Zeit-

räume.279 Die historischen Ausfallraten dienen als Schätzer für die Ausfallwahrscheinlich-

keiten. Modellierte Ratingmigrationsabhängigkeiten schlagen sich nieder in Abhängigkei-

ten zwischen den Ausfallwahrscheinlichkeiten von Schuldnern bzw. Schuldtiteln. 

Dem Kreditportfolio ist ausgehend vom gegenwärtigen Betrachtungszeitpunkt für alle er-

fassten Umweltzustände am Risikohorizont ein Wert beizumessen. Für den Wert eines 

Portfolios bzw. der im Portfolio enthaltenden Positionen kommen mehrere Ansätze in Be-

tracht. In der Bilanz nach HGB werden Kreditverträge üblicherweise als „Forderung an 

Kreditinstitute“ bzw. „Forderungen an Kunden“280 in Höhe des Nominalwertes buchungs-

technisch angesetzt.281 Der Portfoliowert am Risikohorizont würde unter Berücksichtigung 

laufender Tilgungszahlungen aus den fortgeschriebenen Buchwerten der einzelnen Kredite 

                                                           
275  Vgl. bspw.  M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), Risk management, S. 360-366. 
276  Häufig bedient man sich hierbei der Einfachheit halber der Annahme der Unabhängigkeit. 
277  Als Beispiel dient das Kreditrisikomodell CREDITMETRICS™ von J. P. MORGAN. Vgl. JPMorgan (1997), 

CM™ Technical Document, S. 53-102. 
278  Am Beispiel von STANDARD & POOR`S reichen die Ratingklassen von „AAA“ (geringes Ausfallrisiko) 

bis „D“ (Ausfall bzw. Default). Vgl. H. Schierenbeck (2001), Bankmanagement I, S. 320 f. 
279  Vgl. Standard & Poors`s (2001), Ratings performance 2000, S. 17. 
280  Vgl. Formblatt 1 zum RechKredV sowie §2 RechKredV (Formblätter).  
281  Vgl. §253 Abs. 1 HGB (Wertansätze der Vermögensgegenstände und Schulden) i. V. m. §340e HGB 

(Bewertung von Vermögensgegenständen). 
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ermittelt werden. Unterstellte Änderungen der Qualität einzelner Schuldtitel würden sich in 

Form von (Einzel-)Wertberichtigungen niederschlagen. Veränderungen der Kreditwürdig-

keit eines Schuldners, die nicht zu Wertberichtigungen führen, werden von einer Kreditri-

sikomessung auf Basis von Buchwerten nicht erfasst. Es ließen sich lediglich Ausfallrisi-

ken, nicht aber Bonitätsänderungsrisiken abbilden. Daher wird regelmäßig vom „Two-

State“- bzw. „Default-Mode“-Ansatz gesprochen.282 Der Default-Mode-Ansatz scheint 

lediglich für Kreditpositionen sinnvoll, die auf keinem Sekundärmarkt gehandelt werden 

können (sollen) und bis zum Verfall gehalten werden (Buy and Hold Strategie). Im Rah-

men von synthetischen CDO-Transaktionen stehen jedoch gerade die Ausfallrisiken im 

Mittelpunkt des Interesses. Der Begriff des Sekundärmarktes ist unter Berücksichtigung 

derivativer Strukturen weiter zu fassen. 

Als alternativer Wertansatz kommen Marktpreise in Betracht. Insbesondere im Rentenhan-

del bilden Marktpreise zeitnah die Einschätzung der Summe aller Marktteilnehmer bezüg-

lich der Kreditwürdigkeit eines Schuldners bzw. der Qualität eines einzelnen Schuldtitels 

ab. Erkenntnisse über Kreditrisikoänderungen – auch marginaler Natur – würden sich un-

mittelbar in Marktpreisänderungen niederschlagen. Im Gegensatz zum „Two-State“-

Ansatz, wird hier vom „Multi-State“-Ansatz gesprochen. Zwar erfassen synthetische 

CDOs keine Bonitätsänderungsrisiken, jedoch stellen Marktpreise, einen unverzichtbaren 

Inputfaktor im Rahmen der Modellkalibrierung dar.283 Ziel ist es, eine Einschätzung des 

Marktes über Kreditrisikofaktorverteilungen zu bekommen. Ausgangspunkt bilden theore-

tische Bewertungsmodelle, wobei die Verteilungen der interessierenden Kreditrisikofakto-

ren so zu kalibrieren sind, dass die ermittelten Modellpreise mit den beobachteten Markt-

preisen übereinstimmen. 

Auf Basis der einführenden Diskussion sei präzisierend eine Definition des Begriffs „Kre-

ditrisikomodell“ gegeben: 

Definition 2-3 (Kreditrisikomodell): Ein Kreditrisikomodell ist ein wahrscheinlichkeitstheo-

retisches Modell, das für einen bestimmten Risikohorizont die Verteilung des Wertes eines 

Portfolios kreditrisikobehafteter Finanztitel bzw. derivativer Strukturen, geschrieben auf 

das Portfolio der kreditrisikobehafteten Finanztitel, durch quantitative Erfassung des (ge-

samten) Kreditrisikos oder von Teilen des Kreditrisikos mit Hilfe von Kreditrisikofaktoren 

unter Berücksichtigung von Kreditrisikofaktorabhängigkeiten ermittelt. 

                                                           
282  Vgl. FRSTF on Internal Credit Risk Models (1998), Credit risk models at U.S. banks, S. 18-21. 
283  Vgl. bspw. Abschnitt 522. 
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242 Unternehmenswertorientierte Kreditrisikomessung für einzelne Schuldtitel 
2421 Verlustdefinitionen im einfachen Unternehmenswertansatz 
Ausgangspunkt für die Überlegungen zur quantitativen Erfassung des Kreditrisikos im 

Rahmen des einfachen Unternehmenswertansatzes bildet eine Unternehmung i deren Ver-

mögensgegenstände (Assets, Ai) durch idealtypisches Eigenkapital (Equity, Ei) einerseits 

und idealtypisches, gleichrangiges Fremdkapital (Debt, Di) andererseits finanziert ist. An-

nahmegemäß sind sämtliche Schuldtitel im Zeitpunkt T vollständig zu tilgen. Zwischen-

zeitliche Zinszahlungen fallen nicht an.284 Darüber hinaus haften die Eigenkapitalgeber des 

Unternehmens nur beschränkt. Nachschusspflichten bestehen nicht. Unter diesen Annah-

men kann die Unternehmung ihren Zahlungsverpflichtungen im Zeitpunkt T nicht voll-

ständig nachkommen, wenn der Wert der Vermögensgegenstände (Unternehmenswert) 

,i TA  die nominellen Ansprüche der Gläubiger NW
iD  aus den Schuldtiteln in T unterschrei-

tet. Die Ausfallindikatoren Ii lassen sich wie folgt definieren: 

Definition 2-4 (Ausfallindikator im einfachen Unternehmenswertmodell): Eine Unterneh-

mung i kann im Zeitpunkt T ihren Zahlungsverpflichtungen nicht vollständig nachkom-

men, d. h. es kommt zu Zahlungsausfällen, wenn gilt: 

,1 ,
0 .

NW
i T i

i
für A D

I
sonst

 <
= 


 (2.1) 

Aus Sicht der Gegenwart ist der Unternehmenswert Ai in T jedoch unbekannt und stellt 

eine Zufallsvariable dar. Folglich ist auf (2.1) eine Wahrscheinlichkeitsfunktion zu definie-

ren. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Unternehmung i ihren Zahlungsverpflichtungen im 

Zeitpunkt T nicht mehr nachkommen kann, wird als Ausfallwahrscheinlichkeit bezeichnet: 

Definition 2-5 (Ausfallwahrscheinlichkeit im einfachen Unternehmenswertmodell): Die Aus-

fallwahrscheinlichkeit pi der Unternehmung i ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der 

Marktwert der Vermögensgegenstände iA  im Verfallszeitpunkt T nicht hinreichend hoch 

ist, um die Ansprüche der Fremdkapitalgeber NW
iD  vollständig zu befriedigen: 

,Pr NW
i i T ip A D = <  . (2.2) 

Damit ist der Ausfallindikator Ii BERNOULLIverteilt mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit in 

Höhe von pi: 

( )i iI Be p∼ . (2.3) 

                                                           
284  Das Fremdkapital der Unternehmung i kann folglich als ein einzelner Zerobond aufgefasst werden. 
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Ein Zahlungsausfall entsprechend der Definition 2-4 führt aus Gläubigersicht nicht not-

wendigerweise zum vollständigen Ausfall der gesamten Forderungen. Die Gläubigeran-

sprüche können in Abhängigkeit vom Wert der Vermögensgegenstände zumindest teilwei-

se befriedigt werden. Für den Verlust im Falle eines Ausfalls (Shortfall, Si,T) bzw. die Wie-

dergewinnung (Recovery, Ri,T) bezogen auf den Nominalwert NW
iD  gelten: 

, ,
,

,
0 ,

NW NW
NW i i T i T i
i T

D A für A D
S

sonst
 − <

= 


 bzw. (2.4) 

, ,
, ,

,
.

NW
NW i T i T i

i T i i T NW
i

A für A D
R D S

D sonst
 <

= − = 


 (2.5) 

Für den Wert des Fremdkapitals im Verfallszeitpunkt T ergibt sich demzufolge: 

, ,
,

,
.

NW
i T i T i

i T NW
i

A für A D
D

D sonst
 <

= 


 (2.6) 

Alternativ könnte prinzipiell der Verlust auf den erwarteten Kapitaldienst bezogen und 

einer formalen Risikodefinition gefolgt werden:285 

( ) ( ), , , ,
,

,

0 .
i T i T i T i TEW

i T

E A A für A E A
S

sonst

 − <= 


 (2.7) 

Sei zunächst der Einfachheit halber der Risikohorizont tH der Kreditrisikoquantifizierung 

mit dem Verfallszeitpunkt T des Fremdkapitals identisch. Dann ergibt sich aus der Wahr-

scheinlichkeitsverteilung des Werts des Fremdkapitals (2.6), respektive der Wahrschein-

lichkeitsverteilung des Verlustes (2.4) bzw. (2.7), das Potential des Kreditrisikos in Form 

des Ausfallrisikos. Den möglichen Fremdkapitalwerten, respektive den Verlusten, werden 

dazu im Folgenden Eintrittswahrscheinlichkeiten zuzuordnen sein. 

Liegt der Verfallszeitpunkt jedoch nach dem Risikohorizont, liegt im einfachen Unterneh-

menswertansatz kein Ausfallrisiko vor. Es folgt lediglich aus der Veränderung des Unter-

nehmenswertes innerhalb des Zeitabschnitts [0,tH] eine Veränderung der Fähigkeit des 

Schuldners zur termingerechten Leistung der vereinbarten Zahlung in T. Zur Verdeutli-

chung kann in Abhängigkeit der unterstellten Entwicklung des Unternehmenswertes bis 

zum Zeitpunkt tH das Fremdkapital unter Berücksichtigung des unsicheren Kapitaldienstes 

in T bewertet werden: 

                                                           
285  Das formale Risiko ist die Gefahr einer zufälligen Abweichung des realisierten Ergebnisses vom Erwar-

tungswert. Davon ist das materielle Risiko abzugrenzen. Vgl. J. Völker (2000), VaR-Modelle, S. 33 f. 
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( ), , ,H H Hi t i t i tD D A= . (2.8) 

Die Neubewertung in tH in Abhängigkeit des Unternehmenswertes berücksichtigt das Bo-

nitätsänderungsrisiko und erfolgt nach Maßgabe der Fähigkeit des Schuldners zur termin-

gerechten Leistung der vereinbarten Zahlungen in T unter Berücksichtigung möglicher 

Veränderungen des Unternehmenswertes innerhalb des Zeitabschnitts [tH,T], ausgehend 

von , Hi tA . Eine Verlustdefinition per tH unter Berücksichtigung des Bonitätsänderungsrisi-

kos ist auf der Basis des Erwartungswertes des Fremdkapitals in tH vorzunehmen: 

( ) ( ), , , ,
,

,

0 .
H H H H

H

i t i t i t i tEW
i t

E D D für D E D
S

sonst

 − <= 


 (2.9) 

2422 Unternehmenswertentwicklung als geometrisch BROWNsche Bewegung 
Das Kreditrisiko im Unternehmenswertansatz ist direkt mit der Marktwertentwicklung des 

Unternehmenswertes Ai verbunden. Marktwerte verhalten sich jedoch nicht determinis-

tisch. Ihre zukünftige Entwicklung ist aus gegenwärtiger Sicht unbekannt. Sie lässt sich als 

Sequenz von Zufallsvariablen in Abhängigkeit von der Zeit darstellen, respektive mittels 

eines stochastischen Prozesses beschreiben. Stochastische Prozesse können diskret als auch 

stetig in Bezug auf die Zeit definiert werden.286 Der Prozess ist zeit-diskret, wenn die Pro-

zessvariable nur zu bestimmten Zeitpunkten t=t0, t1, t2 … tn Wertänderungen erfahren 

kann. Der Prozess ist demgegenüber zeit-stetig, wenn Wertänderungen zu beliebigen Zeit-

punkten [ ]0,t T∈  möglich sind. Darüber hinaus können stochastische Prozesse diskret als 

auch stetig in Bezug auf die Prozessvariable sein, je nachdem ob diese lediglich bestimmte 

oder beliebige Werte innerhalb eines Wertebereiches annehmen kann: 

Definition 2-6 (Stochastischer Prozess): Eine Folge von Zufallsvariablen { }t t
X

∈I
, induziert 

durch einen Parameter t aus einer geeigneten Indexmenge I , definiert auf einen Wahr-

scheinlichkeitsraum ( ), , PΩ F , heißt stochastischer Prozess.287 

In der Kapitalmarkttheorie haben sich die BROWNschen Bewegungen wegen der impliziten 

Normalverteilungsannahme der Prozessvariablen bzgl. eines bestimmten Zeitpunkts t als 

einfach handhabbar erwiesen. Daher bedient sich auch der einfache Unternehmenswertan-

satz dieser Klasse stochastischer Prozesse zur Modellierung des Unternehmenswertes:288 

                                                           
286  Vgl. hierzu und im Folgenden J. Hull (2003), Options, futures and other derivatives, S. 216-228. 
287  Vgl. B. Øksendal (2003), Stochastic differential equations, S. 10. Zu stochastischen Prozessen und 

Wahrscheinlichkeitsräumen siehe auch I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 1-6. 
288  Für einen einführenden Überblick über alternative stochastische Prozesse siehe C. Cox und S. Ross 

(1976), Alternative stochastic processes, S. 158-151 u. 155-163. Bereits mit wenigen Annahmen über das 
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Definition 2-7 (BROWNsche Bewegung): Die Zufallsvariable ( )tW W t=  folgt einer BROWN-

schen Bewegung, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:289 

(1) 0 0W = , 

(2) tW ist eine kontinuierliche Funktion von t und 

(3) die Wertänderungen von tW  sind unabhängig normalverteilt mit ( ) 0t sE W W− =  

und ( )t sVar W W t s− = −  mit s<t. 

Die BROWNsche Bewegung besitzt die sog. MARKOV-Eigenschaft, die besagt, „dass die 

Zukunft – bei bekannter Gegenwart – von der Vergangenheit unabhängig ist.“290 

Definition 2-8 (Unternehmenswertprozess): Der Wert der Vermögensgegenstände des Un-

ternehmens i (Unternehmenswert) ( ),i t iA A t= , folgt einer geometrischen BROWNschen 

Bewegung, wenn der stochastische Prozess { } [ ], 0,i t t T
A

∈
 durch die folgende stochastische 

Differentialgleichung beschrieben werden kann:291,292 

{ } [ ]

, , , , , ,

,

,

, 0,
ROWN

:
Driftrate des Unternehmenswertes,
Volatilität des Unternehmenswertes,
B sche Bewegung.

i t A i i t A i i t i t

A i

A i

i t t T

dA A dt A dW
mit

W

µ σ

µ
σ

∈

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

≅
≅
≅

 (2.10) 

Stochastische Differentialgleichungen sind definiert für infinitesimal kleine Zeitintervalle. 

Konkrete Angaben über die Ausfallwahrscheinlichkeit können jedoch nur bei Kenntnis der 

Verteilung von Ai,T ausgehend vom aktuellen Wert Ai,0 erfolgen. Folglich ist über dAi,t zu 

integrieren. Man erhält die äquivalente stochastische Integralgleichung mit dem Startwert 

Ai,0: 

, ,0 , , , , , ,
0 0 0

T T T

i T i i u A i i u A i i u i uA A dA A du A dWµ σ− = = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫ ∫ . (2.11) 

                                                                                                                                                                                
Verhalten von Unternehmenswertprozessen lässt sich jedoch zeigen, dass die Verwendung der BROWN-
schen Bewegung mit ihren Eigenschaften plausibel ist. Vgl. auch S. Neftci (2000), Mathematics of fi-
nancial derivatives, S. 164-170. Vgl. auch R. Merton (1990), Continous-time finance, S. 57-80. 

289  Vgl. S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 177 f. 
290  P. Andres (1998), Black/Scholes-Optionspreisformel, S. 146. Für eine formale Definition siehe S. Karlin 

und H. Taylor (1975), Stochastic processes, S. 343. 
291  Vgl. J. Hull (2003), Options, futures and other derivatives, S. 219-221. 
292  Die Lösung der stochastischen Differentialgleichung stellt den gesuchten stochastischen Prozess dar, 

d. h. gesucht ist eine (kontinuierliche) Folge von Zufallsvariablen {Ai,t}, so dass die (infinitesimal klei-
nen) Änderungen dAi,t der Gleichung (2.10) genügen. Für eine Einführung in stochastische Differential-
gleichungen siehe S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 252-272. 
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Der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.11) stellt ein stochastisches Integ-

ral über die Zufallsvariable Wt dar. Unter der Voraussetzung, dass das stochastische Integ-

ral wohl definiert293 ist, muss (2.11) somit selber als Zufallsvariable mit einer Verteilung 

bezüglich des Zeitpunktes T interpretiert werden. Mit dem Rückgriff auf die BROWNsche 

Bewegung für die Modellierung von Wt ist das stochastische Integral ein ITÔ-Integral.294 

Unter Verwendung von ITÔ’s Lemma lässt sich verifizieren, dass die folgende Funktion 

( ),i TA T W  die Lösung von (2.11) liefert:295 

2
,

, , ,2
, ,0

A i
A i A i i TT T W

i T iA A e
σ

µ σ⋅ − ⋅ + ⋅
= ⋅ . (2.12) 

2423 Optionspreistheoretische Parametrisierung der Unternehmenswertentwick-
lung 

Problematisch ist, dass der Unternehmenswert Ai,0 nicht am Kapitalmarkt beobachtbar ist. 

Lediglich das Eigenkapital von Unternehmen in der Rechtsform der Aktiengesellschaft 

kann börslich gehandelt und folglich am Markt beobachtet werden. Das gilt i. d. R. nicht 

für die Vermögensgegenstände.296 Folglich lassen sich auch der Erwartungswert µA und die 

Volatilität σA nicht unmittelbar aus einer beobachtbaren Zeitreihe berechnen. Diese Para-

meter müssen daher aus beobachtbaren Marktdaten abgeleitet werden.297 

Bereits BLACK & SCHOLES298 erkannten, dass Fremdkapitalgeber effektiv Eigentümer 

sämtlicher Vermögensgegenstände einer verschuldeten Unternehmung in der Rechtsform 

einer Kapitalgesellschaft sind, gleichzeitig aber die Stillhalterposition in einer europäi-

schen Kaufoption auf die Vermögensgegenstände des Unternehmens einnehmen. Die Ei-

genkapitalgeber von Kapitalgesellschaften als Optionsinhaber besitzen effektiv das Recht, 

aber als Konsequenz ihrer beschränkten Haftung nicht die Pflicht zur Bedienung der Ver-

                                                           
293  Das stochastische Integral stellt im hier verwendeten Kontext ein ITÔ-Integral dar. Das ITÔ-Integral ist 

wohl definiert, wenn f(Ai,t,t)=σA,i·Ai,t eine stetige, adaptive Funktion ist. Zudem muss 
2

, ,0
( ( ) )

t

A i i uE A dtσ ⋅ < ∞∫  gelten. Beide Bedingungen sind mit (2.10) erfüllt. Siehe zu den Existenzbedin-
gungen S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 226. 

294  Das ITÔ-Integral ist der Grenzwert der Summe der finiten Intervallapproximationen , , ,A i i t i tA Wσ ⋅ ⋅∆ im 
quadratischen Mittel, d. h. 

( )
2

, , 1 , , 1 , , ,1 0
lim 0

Tn
A i i k i k i k A i i u i ukn

E A W W A dWσ σ− −=→∞

 ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ =  ∑ ∫ . 

 Zum ITÔ-Integral siehe S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 204-229. 
295  Vgl. Anlage 2. 
296  Ein theoretischer Sonderfall ergibt sich, wenn ein Unternehmen das Kapital ausschließlich in börslich 

notierte Wertpapiere investiert hat, deren Wertentwicklungen mit Hilfe von geometrischen BROWNschen 
Bewegungen beschrieben werden können. Vgl. F. Black und M. Scholes (1973), Options and corporate 
liabilities, S. 649 f. 

297  Als Alternative könnten die Unternehmenswerte mit Hilfe von fundamentalanalytischen Unternehmens-
bewertungsmodellen ermittelt werden. Da jedoch für die Modellierung einer BROWNschen Bewegung 
stetige Zeitreihen benötigt werden, erscheint dieser Weg wenig sinnvoll. 

298  Vgl. F. Black und M. Scholes (1973), Options and corporate liabilities, S. 649 f. 
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bindlichkeiten und werden folglich die Schuld nur begleichen, respektive die Kaufoption 

ausüben, wenn der Wert der Vermögensgegenstände mindestens den Zahlungen des Kapi-

taldienstes entspricht. Das Eigenkapital lässt sich folgerichtig als europäische Kaufoption 

auf die Vermögensgegenstände mit einem Basispreis in Höhe der Verbindlichkeiten dar-

stellen, wobei der Verfallszeitpunkt der Kaufoption und der Fälligkeitstag der Verbind-

lichkeiten übereinstimmen müssen: 

, , ,max ;0NW
i T i T i T iE C A D = = −  . (2.13) 

Bei konstantem Buchwert der Verbindlichkeiten stellt der Wert der Vermögensgegenstän-

de die alleinige erklärende Variable für den Zahlungsausfall der Unternehmung i dar. Dar-

über hinaus bestimmen die Vermögensgegenstände maßgeblich den Wert von Eigen- und 

Fremdkapital im Zeitpunkt t0. Eine Re-Investition des gesamten Kapitals in wesentlich 

volatilere Vermögensgegenstände führt aufgrund des asymmetrischen Zahlungsprofils von 

max[Ai,T-Di,T;0] ceteris paribus zu einer Erhöhung des Marktwertes des Eigenkapitals. Be-

gründet werden kann dies mit einer erhöhten Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Wert der 

Vermögensgegenstände in T den Buchwert der Verbindlichkeiten übersteigt, bzw., sofern 

die Differenz bereits positiv ist, sich diese weiter erhöht. Zwar erhöht sich ebenfalls die 

Wahrscheinlichkeit dafür, dass Ci (weit) aus dem Geld fällt, jedoch hat dies aufgrund des 

minimalen Payoffs in Höhe von null keine negativen Auswirkungen auf den Wert des Ei-

genkapitals. Diametral dazu stellt sich die Situation für die Fremdkapitalgeber dar. Sie par-

tizipieren aufgrund des kontraktmäßig festgelegten Rückzahlungsanspruchs nicht von einer 

erhöhten Wahrscheinlichkeit dafür, dass im Zeitpunkt T der Wert der Vermögensgegen-

stände den Buchwert der Verbindlichkeiten übersteigt. Vielmehr wirkt sich die damit ein-

hergehende Erhöhung der Wahrscheinlichkeit eines Zahlungsausfalls negativ auf den 

Marktwert des Fremdkapitals aus. Risikoreiche Investitionsstrategien führen demnach zu 

Marktwertsteigerungen des Eigenkapitals zu Lasten der Fremdkapitalgeber.299 Damit lässt 

sich sowohl der Wert des Eigenkapitals iE als auch der Wert des Fremdkapitals Fi in jedem 

beliebigen Zeitpunkt tє[0,T] als derivative Funktion in Abhängigkeit vom Unternehmens-

wert iA  und der Zeit t schreiben: 

( )( ), ,i t i iE E A t t= , (2.14) 

( )( ), ,i t i iD D A t t= . (2.15) 

                                                           
299  Für ein anschauliches Zahlenbeispiel siehe P. Crosbie und J. Bohn (2003), Modeling default risk, S. 11 f. 
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Mit Hilfe von ITÔ’s Lemma300 lässt sich auf die stochastischen Prozesse von Eigen- und 

Fremdkapital in Abhängigkeit vom stochastischen Prozess des Unternehmenswertes 

schließen.301 Für das Eigenkapital erhält man: 

, , ,, , ,

2
, , , ,2 2

, , , , , , , ,2
, , ,

1 .
2

E i t i tE i t i t

i t i t i t i t
i t i t A i i t A i A i i t i t

i t i t i t

EE

E E E E
dE A A dt A dW

A A t A
σµ

σ µ σ

⋅⋅

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ + ⋅ 

∂ ∂ ∂ ∂   ��	�
��������	�������

 (2.16) 

Ziel des optionspreistheoretischen Ansatzes zur Quantifizierung des Kreditrisikos ist es 

folglich, aus beobachtbaren Marktdaten für Eigen- bzw. Fremdkapitaltitel auf den aktuel-

len Wert der Vermögensgegenstände Ai,0 und die Parameter µA,i sowie σA,i des stochasti-

schen Prozesses (2.10) zu schließen.  

Die Gleichungen (2.14) und (2.15) enthalten implizit die Annahme der Irrelevanz der Ka-

pitalstruktur bezüglich des Marktwertes der Unternehmung. Die Irrelevanz manifestiert 

sich in der definierten Abhängigkeit des Marktwertes des Eigenkapitals sowohl von der 

Zeit t als auch vom Wert der Vermögensgegenstände Ai, wohingegen der Wert der Vermö-

gensgegenstände lediglich von t, nicht aber von Ei, abhängt.302 Bereits MODIGLIANI & 

MILLER303 argumentierten, dass unter der Annahme des perfekten Kapitalmarktes304 der 

Verschuldungsgrad als Quotient aus den Marktwerten des Fremd- und Eigenkapitals kei-

nen Einfluss auf den Marktwert der Unternehmung hat. Unter der Annahme der Irrelevanz 

teilt sich der Marktwert eines Unternehmens auf die Marktwerte von Eigen- und Fremdka-

pital auf, ohne selbst von diesen beeinflusst zu werden: 

Definition 2-9 (Unternehmenswertdisposition): Der Wert der Vermögensgegenstände des 

Unternehmens i (Unternehmenswert) im Zeitpunkt t teilt sich wie folgt auf das Eigen- und 

Fremdkapital auf:305 

( ) ( ) ( ), ,, ,i i i t i i tA t E A t D A t= +
·
 (2.17) 

                                                           
300  ITÔ’s Lemma ermöglicht die Ableitung stochastischer Differentialgleichung für Funktionen in Abhän-

gigkeit von stochastischen Prozessen. Für eine Einführung siehe S. Neftci (2000), Mathematics of finan-
cial derivatives, S. 230-251. 

301  Die Form des stochastischen Prozesses von Ei,t wird im Folgenden von elementarer Bedeutung für die 
Schätzung der Volatilität σA,i sein. 

302  Eine simultane Lösung der Gleichung (2.14) nach Ai,t und Ei,t ist daher nicht notwendig. Vgl. auch die 
Argumentation von R. Merton (1974), Pricing corporate debt, S. 460-467.  

303  Siehe F. Modigliani und M. Miller (1958), Cost of capital, S. 267-271. 
304  Die Annahme des perfekten Kapitalmarktes impliziert die Abwesenheit von Transaktionskosten, Steuern, 

Margins sowie Leerverkaufsbeschränkungen. Darüber hinaus können alle Wirtschaftsobjekte zu einem 
risikofreien Zinssatz in beliebiger Höhe Geld anlegen und aufnehmen. Schließlich sind alle Finanztitel in 
beliebig kleinen Mengen handelbar. 

305  Es sei darauf hingewiesen, dass der Vermögenswert Ai zwar von t, nicht aber von Ei oder Di abhängt. 
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Das einfache Unternehmenswertmodell kann zur Ermittlung der Marktwerte in (2.17) auf 

Grund der unterstellten einfachen Finanzierungsstruktur auf das Optionsbewertungsmodell 

nach BLACK & SCHOLES306 zurückgreifen.307 Als Basisinstrument (Underlying) ist der Un-

ternehmenswert heranzuziehen. Das Modell basiert auf dem Aufbau einer selbstfinanzie-

renden, stetig anzupassenden Handelsstrategie, welche die Zahlungsstruktur der Option im 

Zeitpunkt T unter der Bedingung der Arbitragefreiheit dupliziert.308 Neben den bereits ge-

troffenen Annahmen bezüglich des stochastischen Prozesses für den Unternehmenswert 

und der Gültigkeit der Irrelevanzthesen zur Kapitalstruktur bedarf die Durchführung einer 

stetig anzupassenden selbstfinanzierenden Handelsstrategie weiterer Annahmen.309 Zu-

nächst muss (1) ein kontinuierlicher Handel der Vermögensgegenstände des Unternehmens 

i stattfinden. Darüber hinaus muss (2) der Geld- und Kapitalmarkt perfekt sein.310 

Bemerkenswert ist, dass die Verletzung der Annahme (1) in der Praxis der eigentliche 

Grund für die Verwendung des optionspreistheoretischen Ansatzes zur Parametrisierung 

des Unternehmenswertprozesses ist.311 Mit der Verletzung der Annahme eines kontinuier-

lichen Handels der Vermögenswerte einer Unternehmung ist die Möglichkeit einer arbitra-

ge- und präferenzfreien Optionsbewertung nach BLACK, SCHOLES & MERTON nicht mehr 

gegeben. Dennoch erfreut sich der optionspreistheoretische Ansatz großer Beliebtheit.  

Die Marktwerte von Eigen- und Fremdkapital ermitteln sich in Anlehnung an MERTON312 

gemäß folgender Gleichungen: 

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 1 2
fkr TNW

i i i SN i SNE A A F d D e F d− ⋅= ⋅ + − ⋅ ⋅ + , (2.18) 

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 1 2
fkr TNW

i i i SN i SND A A F d D e F d− ⋅= ⋅ − + ⋅ ⋅ + , (2.19) 

,0 2
1 , , 2 1 ,

:

1ln , .
2

i
fk A i A i A iNW

i

mit
A

d r T T d d T
D

σ σ σ
   = + + ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅   

  

 (2.20) 

                                                           
306  Vgl. F. Black und M. Scholes (1973), Options and corporate liabilities, S. 644. 
307  Eine Einführung in die Übertragung des BLACK/SCHOLES-Optionspreismodells auf die Bewertung von 

ausfallrisikobehafteten Fremdkapitaltiteln findet sich bspw. in M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), 
Risk management, S. 360-368. 

308  Alternativ kann eine risikolose Position aus dem Derivat und dem Underlying (Hedgeportfolio) aufge-
baut werden. Das Hedgeportfolio bedarf ebenso wie die Handelsstrategie einer stetigen Anpassung (dy-
namisches Hedging). Siehe dazu R. Merton (1973), Option pricing, S. 164. 

309  Für eine vollständige Auflistung aller notwendigen Annnahmen der BLACK/SCHOLES-Optionspreisformel 
siehe F. Black und M. Scholes (1973), Options and corporate liabilities, S. 640. Für eine Auflistung der 
Annahmen im Rahmen der Übertragung des BLACK/SCHOLES-Optionspreismodels auf Corporate Debt 
siehe R. Merton (1974), Pricing corporate debt, S. 450. 

310  Der perfekte Kapitalmarkt ist auch für die MODIGLIANI-MILLER-Thesen unverzichtbar. Vgl. Fn. 304. 
311  Vgl. Abschnitt 2422. 
312  Vgl. R. Merton (1974), Pricing corporate debt, S. 454. 
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Durch Beobachtung des Marktwertes des Eigenkapitals oder des Marktwertes des Fremd-

kapitals (sofern öffentlich notiert) lässt sich mit Hilfe von (2.18) oder (2.19) auf den Un-

ternehmenswert schließen. Es sei darauf hingewiesen, dass die Bewertungsgleichungen 

den risikofreien Zinssatz anstelle der Driftrate des Unternehmenswertprozesses enthalten. 

Ursache ist die arbitrage- und präferenzfreie Bewertung mit Hilfe der Duplikation. Die 

Bewertung erfolgt unter der Annahme einer „risikoneutralen Welt“. Die Kreditrisikomes-

sung hingegen bezieht die reale Driftrate mit ein und erfolgt in der „realen Welt“. 

Der einzige unbekannte Parameter ist die Volatilität des Unternehmenswertes. Das einfa-

che Unternehmenswertmodell schätzt die Volatilität des Unternehmenswertes aus der Vo-

latilität des Eigenkapitals.313 Aus der stochastischen Differentialgleichung für den Unter-

nehmenswert (2.16) folgt für einen infinitesimal kleinen Zeitraum, dass die Volatilität des 

Eigenkapitals dem Produkt aus der infinitesimalen Elastizität des Eigenkapitals bezogen 

auf den Unternehmenswert und der Volatilität des Unternehmenswertes entspricht: 

, ,
, ,

, ,

, , /

i t i t
E i A i

i t i t

i t E A

A E
E A
η

σ σ
∂

= ⋅ ⋅
∂��	�


. (2.21) 

Im Zeitpunkt t=0 lässt sich die erste partielle Ableitung des Eigenkapitals Ei,0 nach dem 

Unternehmenswert Ai,0 mit Hilfe der Black/Scholes-Optionspreisformel (2.18) bestimmen. 

Das Ergebnis ist das Hedge-Ratio FSN(d1):314 

( ),0
,0, / 1

,0

i
i E A SN

i

A
F d

E
η = ⋅ . (2.22) 

Eine simultane Lösung der Gleichungen (2.18) und (2.21) i. V. m. (2.22) führt zu einer 

Schätzung für den Unternehmenswert Ai,0 und die Unternehmenswertvolatilität σA,i. Eine 

Zeitreihenanalyse für den Unternehmenswert auf Basis des optionspreistheoretischen An-

satzes liefert schließlich einen Schätzer für die reale Driftrate µA,i. Damit ist der stochasti-

sche Prozess für den Unternehmenswert (2.12) vollständig bestimmt.315 

                                                           
313  Alternative könnte auch das Fremdkapital zur Volatilitätsschätzung herangezogen werden. Vorausset-

zung ist, dass die Fremdkapitaltitel einer börslichen Preisbildung unterliegen. 
314  Vgl. M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), Risk management, S. 367; P. Crosbie und J. Bohn (2003), 

Modeling default risk, S. 16. Zum Hedge-Ratio der BLACK/SCHOLES-Optionspreisformel siehe J. Hull 
(2003), Options, futures and other derivatives, S. 302-304. 

315  Für alternative Methoden der Unternehmenswertprozessparametrisierung siehe E. Jones, S. Mason und 
E. Rosenfeld (1984), Empirical investigation of contingent claims analysis, S. 615-618. 
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2424 Verlustverteilungen im einfachen Unternehmenswertansatz 
Die Verteilung des Fremdkapitalwerts iD  bzw. die Verteilung des Verlusts iS  hängt im 

Unternehmenswertansatz direkt von der Verteilung des Unternehmenswertes iA  im Risi-

kohorizont tH ab. Aus Gleichung (2.12) folgt, dass die logarithmierten Wertänderungen des 

Werts des Unternehmens i, d. h. die kontinuierlichen Unternehmenswertrenditen, bzgl. des 

Zeitpunkts t normalverteilt sind: 

2
, , 2

, ,
,0

ln ,
2

i t A i
A i A i

i

A
N t t

A
σ

µ σ
    

− ⋅ ⋅            
∼ . (2.23) 

Folglich ist der Unternehmenswert im Zeitpunkt t lognormalverteilt316: 

2
, 2

, ,0 , ,ln ,
2
A i

i t i A i A iA LN A t t
σ

µ σ
  

+ − ⋅ ⋅      
∼ .317 (2.24) 

(a) Fallen der Risikohorizont tH der Kreditrisikoquantifizierung und der Verfallszeitpunkt T 

des Fremdkapitals zusammen, ist die Dichtefunktion für den Wert des Fremdkapitals ,i TD  

(2.6) für Ausprägungen zwischen null und NW
iD  wegen , ,i T i TA D=  für ,

NW
i T iA D<  identisch 

mit der Dichtefunktion für den Unternehmenswert ,i TA  (Abb. 2-7, Quadranten I u. II). Da 

die Fremdkapitalgeber maximal den zur Verfügung gestellten Nominalbetrag erhalten, 

konzentriert sich die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse für ,
NW

i T iA D≥  auf der Stelle 
NW
iD . Die (gemischte) Dichtefunktion ( )f ⋅  für ,i TD  lautet deshalb wie folgt: 

( )
( )

( )
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D A i

f u für u D

f u F u für u D

sonst

 ≤ <
= − =



 (2.25) 

Die Verlustverteilung ist abhängig vom gewählten Referenzwert *
,i TD  mit *

,0 NW
i T iD D< ≤ . 

Wird der Erwartungswert ( ),i TE D  als Referenzwert verwendet, wird lediglich das Ver-

lustpotential des materiellen Ausfallrisikos quantifiziert. Wird hingegen der Nominalwert 

                                                           
316  Eine Zufallsvariable ist lognormalverteilt, wenn der (natürliche) Logarithmus der Zufallsvariable nor-

malverteilt ist. 
317  Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird zwar mit dem Erwartungswert und der Varianz der logarithmier-

ten Zufallsvariablen ,ln i tA  parametrisiert, Erwartungswert und Varianz der lognormalverteilten Zufalls-
variablen ,i tA  errechnen sich jedoch gem. 
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 Die Lognormalverteilung ist nicht vollständig durch den Erwartungswert und die Varianz determiniert. 
Vielmehr sind auch höhere (zentrale) Momente in die Betrachtung miteinzubeziehen. Ursache ist die 
Rechtsschiefe der Lognormalverteilung. Vgl. K. Shimizu und E. Crow (1988), Lognormal distribution, 
S. 9-12. 
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als Referenzwert gewählt, setzt sich das quantifizierte Ausfallrisiko aus einer materiellen 

Komponente (erwarteter Verlust) und einer formalen Komponente (unerwarteter Ver-

lust/Gewinn) zusammen. Allgemeingültig lässt sich die (gemischte) Dichtefunktion ( )f ⋅  

der Wahrscheinlichkeitsverteilung für ,i TS  (2.4)/(2.7) wie folgt darstellen:318 

( )
( )

( )
,

, ,

* *
, ,0 ,

1 0,

0 .

i T

i T i T

D i T i T

S D

f D u für u D

f u F u für u

sonst

 − < ≤
= − =



 (2.26) 

Der Verlust liegt genau dann zwischen null und *
,i TD , wenn *

, ,i T i TA D<  gilt (vgl. (2.4) und 

(2.7)). Der Verlust ist genau dann null, wenn *
, ,i T i TA D≥  gilt. Damit lässt sich für die be-

dingte Verlustverteilung (Abb. 2-7, Quadrant III319) schreiben: 
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S A D

f D u A D für A D
f u

sonst

−

<

  − ⋅ < <  = 
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 (2.27) 

Die Wahrscheinlichkeit *
, ,Pr i T i TA D <   zur Berechnung der bedingten Verlustverteilung 

ergibt sich als Fläche unter der Dichtefunktion ( )
,i TAf ⋅  links vom Referenzwert *

,i TD . 
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Abb. 2-7:  Wert- und Verlustverteilung in tH=T im einfachen Unternehmenswertansatz 
Potential des Ausfallrisikos eines Zero-Coupon Bonds (ZCB) mit einem Nominalwert von 125 Währungs-
einheiten, einer (gegenwärtigen) Restlaufzeit von 1 Jahr für einen Risikohorizont von 1 Jahr. Der risikolose 
Zinssatz beträgt diskret 6% p. a. Das Risiko in Form der Volatilität wird mit 10 % p. a. entgolten. Die Volati-
lität beträgt 25 % p. a. Die Driftrate des Unternehmenswertes weist folglich einen Wert von 0,0816 auf. 
                                                           
318  Für (2.26) wurde folgender Satz verwendet: „Ist Y=X+a und hat X die Dichte f, so hat Y die Dichte 

g(y)=f(y-a).“ U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 141. Wird der Verlust definiert durch 
*

, ,i T i TV D D= −  mit *
, ,i T i TD D> , dann lassen sich ,i TX D=  und *

,i Ta D= −  setzen. Es folgt ( )g v =  
( )*

,i Tf D v+ . Spiegelt man die Dichte an der Ordinate mit U V= − , folgt ( ) ( )* *
, ,i T i Tf D v f D u+ = − . 

319  Die durchgezogene Kurve bezieht sich auf ( )*
, ,i T i TD E D= . Für *

,
NW

i T iD D=  gilt die gestrichelte Kurve. 

*
,

NW
i T iD D=

( )*
, ,i T i TD E D=
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(b) Liegt der Risikohorizont tH der Kreditrisikoquantifizierung vor dem Verfallszeitpunkt T 

des Fremdkapitals, sind die Fremdkapitaltitel in Abhängigkeit des Unternehmenswerts Ai 

im Risikohorizont tH neu zu bewerten. Dazu ist lediglich die Bewertungsgleichung (2.19) 

auf den Risikohorizont tH unter Beachtung der verkürzten Restlaufzeit (T-tH) anzuwenden 

(Abb. 2-8, Quadrant IV):320 

( ) ( ) ( ) ( ), , , 1 2
fk H

H H H

r T tNW
i t i t i t SN i SND A A F d D e F d− ⋅ −= ⋅ − + ⋅ ⋅ + . (2.28) 

Zur Ermittlung der Dichtefunktion ( )f ⋅  der Wahrscheinlichkeitsverteilung von , Hi tD  (2.8), 

respektive (2.28), ist zu beachten, dass die Fläche unterhalb der Dichte ( )
,i tHAf v  für eine 

infinitesimal kleine Änderung dv  mit der Fläche unterhalb der Dichte ( )
,i tHDf u  für eine 

entsprechende infinitesimal kleine Änderung ( ), Hi tdu D v dv′= ⋅  übereinstimmen muss:321 
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 (2.29) 

Damit erhält man für die Dichtefunktion ( )
,i tHDf u :322 

( )
( )
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( )( )
( )( )
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1
,

1
, , ,

i t i t HH H

i tH
H H H

A A i t
D

i t i t i t

f v f D u
f u

D v D D u

−

−
= =

′ ′
. (2.30) 

Da sich jedoch die Gleichung (2.28) nicht explizit nach dem Unternehmenswert , Hi tA  auf-

lösen lässt, kann die Umkehrfunktion ( )1
, Hi tD u−  nicht analytisch angegeben werden. Folg-

lich lässt sich auch (2.30) nicht analytisch darstellen. Approximativ – rechentechnisch je-

doch aufwendig – lassen sich numerische Iterationsverfahren heranziehen.323 

                                                           
320  Einen leicht modifizierten optionspreistheoretischen Bewertungsansatz schlägt die KMV Corporation 

vor. Der Ausfallgrund und die Ausfallwahrscheinlichkeit bleiben unverändert. Allerdings wird der Pay-
off nicht endogen in Abhängigkeit des Unternehmenswertes, sonders als Digital Option mit einer exogen 
vorgegebenen Recovery Rate modelliert. Vgl. J. Bohn (2000), Contingent-claims approaches, S. 58-60. 
Eine weitergehende Diskussion des Ansatzes findet sich in M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), 
Risk management, S. 382-384 u. 392-395. Für d1 und d2 vgl. (2.20). 

321  Die Ableitung ( ), Hi tD v′  muss für den gesamten Wertebereich von , Hi tA  definiert und strikt positiv sein. 
Vgl. U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 141. Diese Bedingung ist für ( ), ,H Hi t i tD A  gem. 
(2.28) aufgrund von 

( ), 1 ,0 0
H Hi t SN i tD F d für A′ = − > >  

 stets erfüllt. Vgl. auch die Analysen von R. Merton (1974), Pricing corporate debt, S. 455. 
322  Vgl. U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 141. 
323  Wie bei der Ermittlung von impliziten Volatilitäten von beobachtbaren Optionspreisen kommen dabei 

das NEWTON-RAPHSON-Verfahren und die Methode der Bisektion zur Anwendung. Vgl. J. Holst und 
S. Jortzik (1999), Volatilitätsfutures, S. 6 f. sowie die dort angegebene Literatur. 
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Die Verlustverteilung ist abhängig vom gewählten Referenzwert *
,i TD  mit 

( )
,

*
, , ,0 lim

H H H
i tH

i t i t i tA
D D A

→∞
< ≤ . Anders als in (2.26) ist die Verwendung des Nominalwertes 

als Referenzwert wenig sinnvoll. Der Erwartungswert des Fremdkapitals kann hingegen 

problemlos herangezogen werden: 
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i t H HH

i t i tH H

D i t i t

S D
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 (2.31) 

Der Verlust liegt genau dann zwischen null und *
, Hi tD , wenn *

, ,H Hi t i tD D<  gilt (vgl. (2.9)). 

Der Verlust ist genau dann null, wenn *
, ,i T i TA D≥  gilt. Damit lässt sich für die bedingte 

Verlustverteilung (Abb. 2-8, Quadrant III) schreiben: 
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 (2.32) 

Die Wahrscheinlichkeit *
, ,Pr

H Hi t i tD D <   zur Berechnung der bedingten Verlustverteilung 

ergibt sich als Fläche unter der Dichtefunktion ( )
,i tHDf ⋅  links vom Referenzwert *

, Hi tD . 
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Abb. 2-8:  Wert- und Verlustverteilung in tH<T im einfachen Unternehmenswertansatz 
Potential des Ausfall- und Bonitätsänderungsrisikos eines Zero-Coupon Bonds (ZCB) mit einem Nominal-
wert von 125 Währungseinheiten, einer (gegenwärtigen) Restlaufzeit von 5 Jahren bezogen auf einen Risiko-
horizont von 1 Jahr. Der risikolose Zinssatz beträgt diskret 6 % p. a. Das Risiko in Form der Volatilität wird 
mit 10 % p. a. entgolten. Die Volatilität beträgt 25 % p. a. Die Driftrate des Unternehmenswertes weist folg-
lich einen Wert von 0,0816 auf.324 

                                                           
324  Das Zahlenbeispiel ist angelehnt an P. Kupiec (2001), Credit risk capital, S. 19 f. Im Unterschied zu 

KUPIEC wird hier die verkürzte Restlaufzeit im Risikohorizont von vier Jahren berücksichtigt. Die Dich-
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2425 PD, EL und LGD im System der Lower Partial Moments 
Das Verlustpotential kann durch statistische Kennzahlen deutlicher kommuniziert werden. 

Statistische Kennzahlen, die nur den Teil der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Wertes 

einer risikobehafteten Position beschreiben, der unterhalb eines Referenzwertes liegt, wer-

den als Downside-Risikomaße bezeichnet.325 Downside-Risikomaße können auf der Basis 

von Lower Partial Moments definiert werden. Ein Lower Partial Moment n-ter Ordnung 

für eine gegebene stetige Dichtefunktion ( )f ⋅  eines kreditrisikobehafteten Finanztitels iD  

im Zeitpunkt t  und einem exogen vorgegebenem Referenzwert *
,i tD  ist wie folgt definiert: 

( ) ( ) { } ( )

( ) ( )

*, , ,

*
,

* *
, , ,
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i t i t i t
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LPM D E D D

D u f u du

<

 = − 
 

= − ⋅ ⋅∫
 (2.33) 

Das Lower Partial Moment der Ordnung null ( ) ( )
,

0 *
,i tD i tLPM D  misst die Wahrscheinlichkeit 

dafür, dass der Finanztitel einen Wert aufweist, der kleiner ist als der Referenzwert. Daher 

wird ein Lower Partial Moment für n=0 als Downside-Wahrscheinlichkeit bezeichnet. 

Setzt man t=T, ( ) ( )
,i TDf f⋅ = ⋅  und *

,
NW

i T iD D= , dann ist die Downside-Wahrscheinlichkeit 

nach (2.33) identisch mit der Ausfallwahrscheinlichkeit. Zudem kann die Dichte ( )
,i TDf ⋅  in 

(2.33) gem. (2.25) durch die Dichte ( )
,i TAf u  ersetzt werden. Eine analytische Darstellung 

der Ausfallwahrscheinlichkeit erhält man relativ einfach, wenn man (2.12) in (2.2) einsetzt: 
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 (2.34) 

Mit Definition 2-7 folgt wegen Wi,0=0, dass ,i TW mit einem Erwartungswert von null und 

einer Varianz von T normalverteilt ist. Durch Standardisierung der normalverteilten Zu-

fallsvariablen ,i TW  erhält man: 

2
, ,

, ,
,0

ln
2

i T A i
i SN A i A i

i

D
p F T T

A
σ

µ σ
    

= + − ⋅ ⋅         
. (2.35) 

                                                                                                                                                                                
tefunktion des Wertes des Zero-Coupon Bonds wurde unter Verwendung der Bedingung (2.29) mit Hilfe 
einer diskretisierten Betrachtung der Dichtefunktion des Unternehmenswertes approximiert. 

325  Vgl. J. Völker (2000), VaR-Modelle, S. 48. 
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Das Lower Partial Moment erster Ordnung ( ) ( )
,

1 *
,i tD i tLPM D  misst die durchschnittliche nega-

tive Abweichung vom Referenzwert und wird als Downside-Erwartungswert (Downside 

Expectation, DE) bezeichnet. Dabei wird unterstellt, dass Werte oberhalb des Referenz-

wertes eine „negative Abweichung“ von null haben.326 Als intuitiv einfacher erweist sich 

die Interpretation des bedingten Downside-Erwartungswerts (Conditional Downside Ex-

pectation, CDE) für *
, ,i t i tD D< . Der CDE misst den bei negativen Verfehlungen des Refe-

renzwertes durchschnittlich eintretenden Verlust: 

( ) { } ( )
( )
( )

*, , ,

,

,

* * *
, , , , ,

(1) *
,

(0) *
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i t i t i t
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i t
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D i t

D i t

CDE D E D D D D

LPM D

LPM D

<

 = − < 
 

=
 (2.36) 

Wird wieder der Verfallszeitpunkt t T=  betrachtet und der Erwartungswert ( )*
, ,i T i TD E D=  

als Referenzwert herangezogen, dann misst der bedingte Downside-Erwartungswert im 

Falle eines eintretenden unerwarteten Verlusts dessen im Durchschnitt zu erwartende Höhe 

(Abb. 2-7, Quadrant III). Der CDE lässt sich zudem für den Verfallszeitpunkt T  analytisch 

darstellen:327 
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. (2.37) 

Der erwartete Wert des Finanztitels im Falle eines unerwarteten Verlustes im Verfallszeit-

punkt T lässt sich mit Hilfe von (2.37) ebenfalls analytisch bestimmen und berechnet sich 

folgendermaßen: 
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 (2.38) 

Wird hingegen der Nominalwert *
,

NW
i T iD D=  als Referenzwert gewählt, setzt sich das 

quantifizierte Ausfallrisiko aus einer materiellen Komponente (erwarteter Verlust) und 

einer formalen Komponente (unerwarteter Verlust/Gewinn) zusammen. Das Lower Partial 

Moment erster Ordnung und der bedingte Downside-Erwartungswert stellen in diesem Fall 

                                                           
326  Vgl. J. Völker (2000), VaR-Modelle, S. 49. 
327  Für eine analytische Herleitung der Risikomaße für Ht T=  siehe Anlage 4. Für d1 und d2 vgl. (2.20). 
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den Expected Loss (EL) und den Loss Given Default (LGD328) dar (Abb. 2-7, Quadrant 

III) und erlauben die folgenden analytischen Repräsentationen:329 

( ) ( ) ( ),

,, 2 ,0 1
A i

i T

TNW NW
i T D i i SN i SNEL DE D D F d A e F dµ ⋅= = ⋅ − − ⋅ ⋅ − , (2.39) 
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. (2.40) 

Liegt der Risikohorizont tH vor dem Verfallszeitpunkt T des Fremdkapitals, kommt ledig-

lich der Erwartungswert des Fremdkapitals als Referenzwert in Betracht. Da die Dichte-

funktion der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Wertes des Fremdkapitals (2.30) nicht ana-

lytisch zu ermitteln ist, lassen sich die Gleichungen (2.33), (2.36)-(2.38) für tH<T durch 

Approximationsverfahren lediglich näherungsweise ermitteln (Abb. 2-8, Quadrant III).330 

2426 Erweiterungen des einfachen Unternehmenswertansatzes in Grundzügen 
Der einfache Unternehmenswertansatz war in der Vergangenheit häufig Gegenstand empi-

rischer Analysen. Im Mittelpunkt stand dabei vor allem der Unternehmenswertansatz als 

Bewertungsmodell. Die empirische Überprüfung erweist sich jedoch, abgesehen von der 

Parametrisierung, wg. der Vielfalt der Fremdkapitalkontraktmerkmale als problematisch.331 

Während Unternehmen in der Praxis über Fremdkapitalkontrakte mit unterschiedlichen 

Laufzeiten und Senioritäten verfügen, unterstellt der Unternehmenswertansatz eine einheit-

liche Laufzeit und identische Seniorität aller Kredite eines betrachteten Unternehmens. 

Weiterhin lassen sich typische Indenture Provisions wie vorzeitige Kündigungsrechte (Cal-

lable Bonds) und Konvertierungsrechte (Convertible Bonds) nicht modellieren. Schließlich 

bleiben zwischenzeitliche Zins- und Tilgungszahlungen unberücksichtigt. Allenfalls ein 

kontinuierlicher Kapitaldienst kann auf Kosten einer analytischen Bewertungsgleichung 

erfasst werden.332 JONES, MASON & ROSENFELD zogen zur empirischen Überprüfung des 

einfachen Unternehmenswertansatzes Fremdkapitaltitel von Unternehmen mit „einfacher“ 

                                                           
328  Die Größe LGD wird meist als Teil vom Hundert bezogen auf den ausstehenden Nominalbetrag (Expo-

sure at Default) angegeben. Dieser Konvention entsprechend stehen der Expected Loss (in EUR) und der 
Loss Given Default (in %) wie folgt zueinander in Beziehung: 

( ) ,
, , , ,

% .

NW
i i TNW NW NW NW

i T i i T i T i i i T i iNW
i

NW
i i i

D A
EL p E S A D p E A D D

D

p LGD D

 −
= ⋅ < = ⋅ < ⋅  

 
= ⋅ ⋅

 

329  Vgl. die Herleitungen in Anlage 4. 
330  Vgl. auch Fn. 323. 
331  Vgl. E. Jones, S. Mason und E. Rosenfeld (1984), Empirical investigation of contingent claims analysis, 

S. 612-615. 
332  Da die Berücksichtigung eines stetigen Kapitaldienstes die analytische Herleitung einer Bewertungsglei-

chung erschwert, hat MERTON lediglich den Fall einer unendlichen Laufzeit betrachtet. Seine Bewer-
tungsgleichung ist somit eher für (bestimmte) Vorzugsaktien bzw. Genussscheine geeignet. Vgl. R. Mer-
ton (1974), Pricing corporate debt, S. 450 und 467-469. 
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Kapitalstruktur heran.333 Ihre Ergebnisse legen nahe, dass der Unternehmenswertansatz zur 

Bewertung von kreditrisikobehafteten Fremdkapitaltiteln keine besseren Ergebnisse als ein 

einfacher Barwertsansatz ohne Berücksichtigung des Kreditrisikos liefert. 

Die Erweiterung des Unternehmenswertansatzes von MERTON durch die Literatur verfolgte 

insbesondere das Ziel einer genaueren Erklärung der am Markt beobachtbaren Preise für 

kreditrisikobehaftete Anleihen, indem weitere Kontraktmerkmale erfasst, alternative sto-

chastische Prozesse für den Unternehmenswert untersucht, Insolvenzgründe erörtert und 

Insolvenzverfahren analysiert wurden. Allen Erweiterungen ist gemeinsam, dass nach wie 

vor der Unternehmenswert als zentraler Kreditrisikofaktor anzusehen ist. Ausfallereignisse 

bleiben somit ökonomisch interpretierbar. Zu beachten ist, dass die Erweiterungen insbe-

sondere die Ausfallwahrscheinlichkeit (PD), die durchschnittliche Verlusthöhe im Falle 

eines Ausfalls (LGD) und die erwartete Verlusthöhe (EL) bei sonst identischer Parametri-

sierung beeinflussen. Im Folgenden sollen einige wesentliche Erweiterungen in ihren 

Grundzügen vorgestellt werden.334 Effekte auf die Kennzahlen PD, LGD und EL – wobei 

die Ausfallwahrscheinlichkeit im Vordergrund stehen soll – werden skizziert. 

Mit Auswirkungen der Seniorität der Fremdkapitaltitel auf Bewertungsfragen im Rahmen 

des Unternehmenswertansatzes haben sich zuerst BLACK & COX beschäftigt.335 Das Prinzip 

der Seniorität beinhaltet, dass im Falle eines Insolvenzverfahrens die Ansprüche nachran-

giger Fremdkapitalgeber (Junior Bonds) erst dann befriedigt werden, nachdem die vorran-

gigen Fremdkapitalgeber (Senior Bonds) ihre Ansprüche durchsetzen konnten. Am Bei-

spiel eines Junior und eines Senior Bonds mit identischen Restlaufzeiten ändert sich für 

den Senior Bond im Vergleich zum einfachen Unternehmenswertansatz weder die Vorge-

hensweise der Bewertung noch die Ermittlung der Kennzahlen PD, LGD und EL. Aus 

Sicht des vorrangigen Fremdkapitalgebers kann der Junior Bond als Haftungskapital aufge-

fasst werden. Für den Junior Bond sind jedoch die Wert- und Verlustverteilung sowie die 

Downside-Risikomaße unter Berücksichtigung des Nominalwerts des Senior Bonds zu 

ermitteln. Am Beispiel der Ausfallwahrscheinlichkeit erhält man: 

                                                           
333  Untersucht wurden ausschließlich öffentlich gehandelte Fremdkapitaltitel ohne Kündigungs- und Kon-

vertierungsrechte. Die Emittenten begaben ausschließlich Stammaktien und hatten nur in unbedeutender 
Höhe nicht-handelbare Kredite aufgenommen. Da die Kuponzahlungen in kontinuierlicher Form berück-
sichtigt werden sollten, wurden numerische Approximationsmethoden anstelle einer Bewertungsglei-
chung verwendet. Vgl. E. Jones, S. Mason und E. Rosenfeld (1984), Empirical investigation of contin-
gent claims analysis, S. 615-618 und 618-624. 

334  Ein (tabellarischer) Überblick über Unternehmenswertmodellentwicklungen findet sich in 
J. Bohn (2000), Contingent-claims approaches, S. 60-62. 

335  Vgl. hierzu und im Folgenden F. Black und J. Cox (1976), Bond indenture provisions, S. 358-361. 
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, , , , , ,Pr NW NW
i Junior i T i Junior T i Senior Tp A D D = < +  .336 (2.41) 

Als Bewertungsmethode schlagen BLACK & COX vor, die Differenz aus einem theoreti-

schen Bond, der sowohl den Junior als auch den Senior Bond umfasst, und dem Senior 

Bond zu bilden.337 Für das Eigenkapital kann auf (2.17) zurückgegriffen werden: 

( ) ( ) ( ), ,0 ,0 , ,0 ,0 , ,0 ,0i Junior i i Junior Senior i i Senior iD A D A D A+= − , (2.42) 

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 , ,0 ,0 , ,0 ,0i i i i Junior i i Senior iE A A D A D A= − − . (2.43) 

Im Vergleich zur Gleichrangigkeit beider Bonds zeigen BLACK & COX, dass die Subordi-

nation den Wert des Senior Bonds erhöht und den Wert des Junior Bonds gegenüber einer 

pari passu Verlustzuweisung senkt. Die Wertminderung des Junior Bonds bei unverändert 

gebliebener Ausfallwahrscheinlichkeit ist auf die veränderte Recoveryverteilung und damit 

einhergehend auf veränderte ELs und LGDs zurückzuführen. Beim Senior Bond ändert 

sich neben dem EL und dem LGD auch die Ausfallwahrscheinlichkeit. 

Ein Unternehmen ist im Zeitpunkt T gem. Definition 2-4 insolvent, wenn der Unterneh-

menswert nicht hinreichend hoch ist, um die Ansprüche aller Fremdkapitalgeber zu befrie-

digen deren Fremdkapitaltitel in T verfallen. Hat das Unternehmen darüber hinaus Fremd-

kapitalkontrakte mit längeren Restlaufzeiten abgeschlossen, ist auch im einfachen Unter-

nehmenswertansatz ein zwischenzeitlicher Ausfall möglich. Für die Kreditrisikomessung 

ist es nicht länger ausreichend, den Unternehmenswert allein im Verfallszeitpunkt des ein-

zelnen Kontrakts zu betrachten. Vielmehr sind alle Zeitpunkte relevant, in denen kürzer 

laufende Kontrakte verfallen. Für die Insolvenzwahrscheinlichkeit ist es unerheblich, ob 

die Kontrakte mit kürzerer Restlaufzeit dem interessierenden Kontrakt vor- oder nachge-

ordnet sind.338 Für die Ermittlung des Verlusts im Falle einer Insolvenz hingegen, ist die 

Seniorität, unabhängig von dem Verfallszeitpunkt der Kontrakte, ausschlaggebend. Da sich 

die Struktur des Fremdkapitals im Einzelfall als sehr komplex erweisen kann, ist eine ana-

lytische Bewertung und Kreditrisikoquantifizierung kaum mehr möglich.339 Als Alternati-

                                                           
336  An dieser Stelle ist zu unterscheiden zwischen der Insolvenzwahrscheinlichkeit, die für alle Fremdkapi-

talgeber identisch ist, und der Ausfallwahrscheinlichkeit, die von der Seniorität abhängt. Vgl. O. Vasicek 
(1984), Credit valuation, S. 5. 

337  Alternativ besteht ausgehend vom Payoff-Schema des Junior Bonds die Möglichkeit, ein Duplikations-
portfolio zu bilden, das aus einem Long Call auf den Unternehmenswert mit einem Basispreis in Höhe 
des Nominalwerts des Senior Bonds und einem Short Call auf den Unternehmenswert mit einem Basis-
preis in Höhe der Summe der Nominalwerte des Junior und Senior Bonds zusammengesetzt ist. 

338  Zu den Begriffen der Insolvenz- und Ausfallwahrscheinlichkeit vgl. Fn. 336. 
339  O. Vasicek (1984), Credit valuation, S. 11-16 leitet für kurzfristiges Fremdkapital unter der restriktiven 

Annahme, dass vorrangige Fremdkapitalkontrakte ähnlich kurzfristig sind, auf analytischem Weg sowohl 
eine Bewertungsformel als auch eine Gleichung für den Expected Loss her. 
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ve bietet es sich an, die Unternehmenswertentwicklung mit Monte Carlo-Methoden zu si-

mulieren.340 

Vorzeitige Ausfälle können zudem durch die Unfähigkeit des Schuldners, vereinbarte Ku-

ponzahlungen zu leisten, verursacht werden. Die modelltheoretische Erfassung von Ku-

ponzahlungen ändert die Ausfallbedingung (2.1) und folglich die Bewertungsformel (2.19). 

Als maßgeblich bei der Quantifizierung des Kreditrisikos erweist sich die unterstellte Art 

und Weise der Finanzierung der Kuponzahlungen. GESKE unterstellt, dass diese aus-

schließlich durch die Aufnahme von jungem Eigenkapital finanziert werden (dürfen).341 

Obwohl die Kuponzahlungen ic  zeitdiskret zu 1, 2 ,..., nt t t T=  anfallen, kann nach wie vor 

von einer BROWNschen Bewegung des Unternehmenswerts ausgegangen werden. Die auf-

genommenen finanziellen Mittel werden unmittelbar für die Kuponzahlungen verwendet: 

, , , 1, 2,..., 1
j j ji t i t i tA A A für j n= = = −
G H

.342 (2.44) 

Die Kuponzahlungen fallen aus, wenn das Unternehmen nicht in der Lage ist, junges Ei-

genkapital zu akquirieren. Potentielle Eigenkapitalgeber werden nur dann finanzielle Mittel 

zu Verfügung stellen, wenn der Wert ihres Anteils am Grundkapital nach der Zahlung des 

Kupons den zuvor gezahlten Preis des Anteils nicht unterschreiten wird. Würde der Wert 

des (jungen und alten) Eigenkapitals nach der Kuponzahlung soweit sinken, dass der Wert 

der Kuponzahlung erreicht würde, wären potentielle Eigenkapitalgeber auch nur dann be-

reit, finanzielle Mittel zur Verfügung zu stellen, wenn sie die Rechte am Grundkapital voll-

ständig übernehmen könnten. Sollte absehbar sein, dass der Eigenkapitalwert nach der Ku-

ponzahlung noch weiter sänke, würde das Unternehmen keine Eigenkapitalgeber zur Ku-

ponfinanzierung finden.343 Damit kann die Unternehmung i im Zeitpunkt jt  ihren Zah-

lungsverpflichtungen nicht vollständig nachkommen, wenn gilt: 

,1
ji i t iI E c= ⇔ <

H
. (2.45) 

Unmittelbar nach der letzten individuellen Kuponzahlung können Eigen- und Fremdkapital 

wegen fehlender zwischenzeitlicher Zahlungen mit Hilfe des einfachen Unternehmens-

wertansatzes gem. (2.18) und (2.19) bewertet werden. Für das Fremdkapital erhält man: 

                                                           
340  Vgl. Abschnitt 38. 
341  Eine derartige Annahme erscheint sehr restriktiv und lässt sich nur mit entsprechenden Ausgestaltungen 

der Bond Indenture Provisions begründen. Vgl. hierzu und im Folgenden R. Geske (1977), Liabilities as 
compound options, S. 541-552. 

342  Dabei bezeichnen , ni tA
G

 den Unternehmenswert unmittelbar vor der Kuponzahlung und , ni tA
H

 den Unter-
nehmenswert unmittelbar nach der Kuponzahlung im Zeitpunkt tj. 

343  Vgl. F. Black und J. Cox (1976), Bond indenture provisions, S. 363. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1, , , 1 2
fk n

n n n

r T tNW
i t i t i t SN i i SND A A F d D c e F d−

− − −

− ⋅ −= ⋅ − + + ⋅ ⋅ +
H

. (2.46) 

Unmittelbar vor der letzten Kuponzahlung bekommen die Fremdkapitalgeber entweder den 

Unternehmenswert im Falle eines Ausfalles gem. (2.45) oder die Kuponzahlung sowie das 

Recht auf den zukünftigen Kapitaldienst:  

( )1 1 1, , ,min ;
n n ni t i t i t iD A D c
− − −
= +

G H
. (2.47) 

Damit lässt sich das Fremdkapital unmittelbar nach der vorletzten Kuponzahlung mit Hilfe 

des einfachen Unternehmenswertansatzes bewerten, wobei in (2.19) der Nominalwert NW
iD  

durch 
1, ni t iD c
−
+

H
 sowie die Restlaufzeit T  durch den Zeitraum zwischen den beiden Ku-

ponzahlungen in 1nt −  und 2nt −  ersetzt werden: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

2 2 2 1, , , 1 , 2
fk n n

n n n n

r t t
i t i t i t SN i t i SND A A F d D c e F d− −

− − − −

− ⋅ −= ⋅ − + + ⋅ ⋅ +
H H

. (2.48) 

Rekursives Lösen der Bewertungsgleichung (2.48) für alle früheren Kuponzahlungszeit-

punkte 3 4, ,n nt t− − …  erlaubt die Bewertung des kreditrisikobehafteten Kredits für 0t .344 Für 

das Eigenkapital , ji tE
H

 kann erneut auf (2.17) zurückgegriffen werden. Mit Ai,t als stochasti-

scher Unternehmenswertprozess345 unterliegt der Wert des Eigenkapitals ( ), ,j ji t i tE A
H

 in den 

(zukünftigen) Kuponzahlungszeitpunkten tj einer Verteilung. Aus den Verteilungen resul-

tiert mit (2.45) die Ausfallwahrscheinlichkeit des Kredits i bezogen auf den Zeit-

raum [0,T]. Ausfallwahrscheinlichkeiten für kürzere Zeiträume erhält man entsprechend: 

1 2, , ,1 Pr , , ,
n

NW
i i t i i t i i t i ip E c E c A c D = − > > > + 

H H
… . (2.49) 

Abschließend lässt sich festhalten, dass Kreditausfälle vor dem Fälligkeitstermin mannig-

fache Ursachen haben können. Bereits unterschiedliche Zins- und Tilgungszahlungstermi-

ne aus einer Vielzahl von Kreditkontrakten können den jederzeitigen Ausfall eines einzel-

nen Kontrakts – auch zwischen den vertraglich vereinbarten Zahlungszeitpunkten – zur 

Folge haben. Daher wird es in Kapitel 3 das Ziel sein, Ausfallwahrscheinlichkeiten für 

jeden beliebigen Zeitraum unter weitgehender Aufrechterhaltung der ökonomischen Inter-

pretierbarkeit der Ausfallereignisse zu modellieren, ohne sich dabei in der hohen Komple-

xität erweiterter Unternehmenswertmodelle zu verlieren. Ähnliches gilt für die Modellie-

rung der Recoveryverteilungen, respektive der Kennzahlen EL und LGD. 

                                                           
344  Für die explizite Bewertungsformel sowie ihre Herleitung vgl.  R. Geske (1977), Liabilities as compound 

options, S. 545-549. 
345  Während der Unternehmenswertprozess Ai,t für Bewertungszwecke risikoneutral gestaltet werden muss, 

ist hier die Parametrisierung gem. Abschnitt 2423 zu verwenden. 
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243 Unternehmenswertorientierte Kreditrisikomessung für ein Portfolio von 
Schuldtiteln 

2431 Die Ausfallkorrelation als Maß für gemeinsame Kreditausfälle 
Die Korrelation bzw. der Korrelationskoeffizient stellt ein einfach zu interpretierendes, 

intuitiv verständliches normiertes Maß für den Zusammenhang zweier Zufallsvariablen 

dar. Er misst den Grad des linearen Zusammenhangs zweier Zufallsvariablen.346 Insbeson-

dere die Portfoliotheorie nach MARKOWITZ sowie das Capital Asset Pricing Modell 

(CAPM) nach SHARPE & LINTNER haben maßgeblich zur Etablierung des Korrelationsko-

effizienten in der betrieblichen Finanzwirtschaft zur Beschreibung von gleich- bzw. entge-

gengerichteten Entwicklungen von finanziellen Marktdaten beigetragen.347 

, ,

, ,

\ 0 1
0 1 1
1

1 1

i j

i j i j j i j i

i i j i j i

j j

I I
p p p p p p

p p p p
p p

− − + − −
−

−

 

Tab. 2-3: Kontingenztafel zweier Ausfallindikatoren 

Basierend auf der Kontingenztabelle für die Ausfallindikatoren der Unternehmen i und j 

(Tab. 2-3) lässt sich die Ausfallkorrelation ρi,j wir folgt definieren: 

Definition 2-10 (Ausfallkorrelation): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

,

,

,

.
1 1

i j

i j i j
I I

i j

i j i j

i i j j

E I I E I E I

Var I Var I

p p p

p p p p

ρ
− ⋅

=
⋅

− ⋅
=

− ⋅ −

 (2.50) 

Dabei bezeichnet pi,j die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit der Schuldner i und j. Bei 

exogen vorgegebenen Ausfallwahrscheinlichkeiten wird die gemeinsame Ausfallwahr-

scheinlichkeit folglich durch die Ausfallkorrelation determiniert. Wie SCHÖNBUCHER348 

demonstriert, wird darüber hinaus die Höhe der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit 

bei geringwertigen univariaten Ausfallwahrscheinlichkeiten pi und pj maßgeblich von der 

Ausfallkorrelation ρi,j und weniger von den univariaten Ausfallwahrscheinlichkeiten beein-

flusst. Für identische Ausfallwahrscheinlichkeiten mit pi=pj=p«1% gilt näherungsweise: 

( )2 2
, , ,i j i ji j I I I Ip p p p pρ ρ= + ⋅ − ≈ ⋅ . (2.51) 

                                                           
346  Siehe bspw. R. Ramanathan (2002), Econometrics, S. 31-34. 
347  Siehe bspw. R. Brealey und S. Myers (2003), Corporate finance, S. 152-219. 
348  Vgl. P. Schönbucher (2000), Factor models, S. 3. 
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Da Ausfallwahrscheinlichkeiten in der Praxis insbesondere bei Schuldtiteln mit Invest-

ment-Grade-Status349 regelmäßig Werte unterhalb von einem Prozent aufweisen, ist dem 

Ausfallkorrelationskoeffizienten bei der Modellierung der gemeinsamen Ausfallverteilung 

zweier Schuldtitel eine besondere Aufmerksamkeit zu widmen. 

2432 Kritik zur Ausfallkorrelation als Maß für gemeinsame Kreditausfälle 
Im Falle eines Portfolios mit N Schuldtiteln beschreiben die Ausfallwahrscheinlichkeiten 

der einzelnen Schuldtitel in Verbindung mit den paarweisen Ausfallkorrelationskoeffizien-

ten nicht notwendigerweise die multivariate Ausfallverteilung F(I1,I2,…,IN) vollständig. 

Zur Illustration sei ein Portfolio mit drei Schuldtiteln i, j und k herangezogen. In einem 

bestimmten Zeitpunkt T sind damit insgesamt acht Umweltzustände möglich, denen acht 

verschiedene Wahrscheinlichkeiten πIi,Ij,Ik zuzuordnen sind (Abb. 2-9). 

 

Abb. 2-9:  Stratifizierung eines Kontingenzwürfels 

Definition 2-11 (Randwahrscheinlichkeiten): Entsprechend der Abb. 2-9 lassen sich die fol-

genden Randwahrscheinlichkeiten definieren:350 

, , , , , , , , , , , ,, ,
i i j k j i j k k i j k

j k i k i j

I I I I I I I I I I I I
I I I I I I

π π π π π π+ + + + + += = =∑∑ ∑∑ ∑∑ , (2.52) 

, , , , , , , , , , , ,, ,
i j i j k i k i j k j k i j k

k j i

I I I I I I I I I I I I I I I
I I I

π π π π π π+ + += = =∑ ∑ ∑ . (2.53) 

                                                           
349  Den Long term credit Ratings der STANDARD & POOR’S CORPORATION folgend, schließt der Investment-

Grade-Status die Ratingklassen von AAA bis einschließlich BBB ein. 
350  Da die Reihenfolge der Ausfallindikatoren Ii, Ij und Ik im Folgenden unverändert bleibt, wird bei den 

Randwahrscheinlichkeiten zur besseren Lesbarkeit auf eine spezielle Indizierung verzichtet, ohne dabei 
die Eindeutigkeit bezüglich der aufsummierten Variablen zu verlieren. 
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Sowohl die einzelnen als auch die gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten zweier be-

trachteter Schuldtitel gemäß der Kontingenztafel für Ausfallindikatoren (Tab. 2-3) lassen 

sich aus (2.52) und (2.53) ableiten: 

1, , ,1, , ,1, ,i j kp p pπ π π+ + + + + += = = , (2.54) 

, 1,1, , ,1,1 , 1, ,1, ,i j j k i kp p pπ π π+ + += = = . (2.55) 

Seien zunächst die beiden Ausfallindikatoren Ii und Ij betrachtet. Durch Vorgabe der Aus-

fallwahrscheinlichkeiten pi und pj gem. (2.35) sowie der gemeinsamen Ausfallwahrschein-

lichkeit pi,i respektive π1,1,+ mit Hilfe der Ausfallkorrelation ρi,j gem. (2.50) wird die Rand-

verteilung von Ii und Ij vollständig beschrieben. Jedoch teilt der Ausfallindikator Ik die 

Kontingenztafel in zwei Strata, weshalb man in diesem Zusammenhang auch von einer 

stratifizierenden Kovariablen spricht.351 Die Aufteilung der Elementarwahrscheinlichkeiten 

der Randverteilung auf die beiden Strata Ik=1 und Ik=0 wird durch pi,, pj und ρi,j nicht fest-

gelegt. Da der Kontingenzwürfel anstelle von Ik auch in Abhängigkeit von Ii und Ij hätte 

aufgeschnitten werden können, ist zu prüfen, ob die Aufteilung der Randelementarwahr-

scheinlichkeiten auf die beiden Strata durch die beiden übrigen Randverteilungen bestimmt 

wird. Aufgrund der Tatsache, dass bei Kenntnis aller Randelementarwahrscheinlichkeiten, 

eine Elementarwahrscheinlichkeit πIi,Ij,Ik frei wählbar ist, muss dies verneint werden.352 

Es bleibt zu hinterfragen, welche Annahmen bei der Formulierung einer multivariaten Ver-

teilung der Ausfallindikatoren {Ii}(i=1...N) implizit durch die Konzentration auf die paarwei-

sen Randverteilungen getroffen werden. Darüber hinaus sind mögliche Implikationen für 

die gemeinsame Ausfallverteilung zu untersuchen. Zunächst soll jedoch der Frage nachge-

gangen werden, innerhalb welcher Wertgrenzen sich einzelne Elementarwahrscheinlichkei-

ten für ein Portfolio mit N Schuldtiteln bei gegebenen Ausfallwahrscheinlichkeiten {pi}1≤i≤N 

sowie gegebenen Ausfallkorrelationen {ρIi,Ij}1≤i,j≤N bewegen können. Große Wertebereiche 

würden zu besonderer Sorgfalt bei der Wahl der Vorgehensweise zur Modellierung von 

Ausfallkorrelationen mahnen. 

                                                           
351  Ein Stratum bezeichnet eine Schicht einer mehrdimensionalen Kontingenztafel. Zur Stratifizierung von 

Kontingenztafeln siehe D. Lehnick (1997), Rate Ratios und Odds Ratios, S. 127-131. 
352  Der Kontingenzwürfel besitzt einen Freiheitsgrad. Zum selben Ergebnis gelangt man durch die Überle-

gung, wonach acht sich zu eins summierende Elementarwahrscheinlichkeiten mit Hilfe von sechs Para-
metern (drei Ausfallwahrscheinlichkeiten und drei Ausfallkorrelationen) geschätzt werden sollen. Ein 
Parameter (bspw. eine Elementarwahrscheinlichkeit) ist demzufolge frei wählbar. Zu Freiheitsgraden in 
Kontingenztafeln siehe Y. Bishop, S. Fienberg und P. Holland (1995), Discrete multivariate analysis, 
S. 25 sowie ausführlicher A. Agresti (1990), Categorical data analysis, S. 146-149. 
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Zur Betrachtung sei beispielhaft ein homogenes Kreditportfolio mit einer Ausfallwahr-

scheinlichkeit von pi=10% und einer Ausfallkorrelation von ρIi,Ij=7,99584%353 herangezo-

gen. Das Kreditportfolio bestehe aus Zerobonds mit einem Nominalwert von NW=1. Das 

ermöglicht die Konzentration auf die Anzahl der Kreditausfälle losgelöst von Wert- bzw. 

Verlustverteilungen.354 Zur Ermittlung des Wertebereichs einzelner Elementarwahrschein-

lichkeiten lassen sich Standardmethoden der linearen Programmierung verwenden.355 Da-

bei sind die Elementarwahrscheinlichkeiten als Veränderliche unter Berücksichtigung der 

Randwahrscheinlichkeiten als Nebenbedingungen zu formulieren. Da die Ausfallwahr-

scheinlichkeit pi zusammen mit der Ausfallkorrelation ρIi,Ij die einzelnen Ränder vollstän-

dig determiniert, ist es ausreichend, lediglich die Ausfallwahrscheinlichkeiten als Neben-

bedingung zu formulieren.356 Repräsentiert b den Index der geordneten Menge der binären 

Sequenzen (0, 1,10, 11, 100, 101,…) der Stärke 2N, dann gilt:357 

1 b
b
π=∑ , 

, 1i

i b
b b

p π
=

= ∑ 358 und ,
, 1, 1

1 , ,
i j

i j b
b b b

p i j N i jπ
= =

= ∀ ≤ ≤ <∑ . (2.56) 

Als Zielwahrscheinlichkeiten eignen sich insbesondere die gemeinsame Überlebenswahr-

scheinlichkeit π0…0 (b=1) und die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit π1…1 (b=2N).359 

Zur Ermittlung der Wertebereiche sind diese Größen unter Berücksichtigung der Nebenbe-

dingungen sowohl zu minimieren als auch zu maximieren. Am Beispiel der Überlebens-

wahrscheinlichkeit ergeben sich für N=2,3,…,10 die folgenden Wertebereiche: 

N 3 6 8 10 
Minimum 0,73439250 0,48598125 0,32037375 0,1547613 
Maximum 0,75158875 0,65794375 0,62716499 0,5412771 
Kontingenztafeln 3 15 28 45 
Freiheitsgrade 1 (von 8)360 42 (von 64) 219 (von 256) 968 (von 1024) 

Tab. 2-4:  Wertebereiche gemeinsamer Überlebenswahrscheinlichkeiten 
Die individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten betragen 10 %. Die paarweisen Ausfallkorrelationen sind 
konstant 7,99584 %. Der Wert ist konsistent mit einer Unternehmenswertkorrelation von 20 %. 

                                                           
353  Die Ausfallkorrelation ist konsistent mit einer CREDITMETRICS™-Modellierung bei einer Unterneh-

menswertkorrelation von 20 %. Die dazugehörige bivariate Ausfallwahrscheinlichkeit wurde mittels nu-
merischer Integration der Dichte der bivariaten Normalverteilung bestimmt und simulativ verifiziert. 

354  Bei inhomogenen Kreditportfolios ist darauf zu achten, dass die Menge der Ausfallwahrscheinlichkeiten 
und die Menge der Ausfallkorrelationen selbstkonsistent sind. 

355  Für Details des hier verwendeten LP-Modells siehe Anlage 20. 
356  Die Modellierung aller Randwahrscheinlichkeiten würde zu einem überbestimmten Modell führen. 
357  Für N=4 ist die Sequenz 0101 das sechste Element. 
358  Die Summation erfolgt nur über diejenigen Elementarwahrscheinlichkeiten, bei denen das i-te Element 

der binären Sequenz einen Ausfall des entsprechenden Kredits signalisiert. Für die Sequenz 0101 (b=4) 
wären b1=1, b2=0, b3=1 und b4=0. 

359  Ein ähnlicher LP-Ansatz i. V. m. binären Zufallsvariablen wird von A. Lee (1993), Random binary devi-
ates, S. 210 f. verwendet. Ziel ist dort jedoch die Überprüfung von Odds-Ratios auf Selbstkonsistenz. 

360  In Klammern ist die jeweilige Anzahl der Elementarwahrscheinlichkeiten angegeben. 



88 

Die Kontingenztafeln der Ränder weisen eine (bivariate) Überlebenswahrscheinlichkeit 

von 81,72 % auf. Mit der Zunahme der Kreditanzahl driften Maximum und Minimum der 

möglichen Werte in signifikanter Weise auseinander. Für acht Kredite liegen bereits ca. 30 

Punkte zwischen dem minimalen und dem maximalen Wert. Während das Minimum linear 

fällt, ist der Verlauf des Maximums zunächst konvex. Da sich jedoch die Wahrscheinlich-

keitsmasse auf eine exponentiell steigende Anzahl von Elementarwahrscheinlichkeiten 

verteilt, muss nicht nur das Minimum letztendlich für N→∞ gegen null konvergieren: 
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Abb. 2-10:  Wertebereiche der gemeinsamen Überlebenswahrscheinlichkeiten 
Minimale und maximale gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeiten für ein Kreditportfolio bestehend aus 

2, ...,10N =  homogenen Krediten mit einer Ausfallwahrscheinlichkeit von 10 % und paarweisen Ausfallkor-
relationen von konstant 7,99584 %. 

Damit eröffnet sich die Möglichkeit – insbesondere bei Portfolios mit N Schuldtiteln361 – 

die multivariate Ausfallverteilung bei sonst gleichen individuellen Ausfallwahrscheinlich-

keiten und paarweisen Ausfallkorrelationen innerhalb gewisser Wertgrenzen gestalten zu 

können. Für eine eindeutige Modellierung der multivariaten Ausfallverteilung müssten – 

zumindest theoretisch – die einzelnen 2-dimensionalen Kontingenztafeln der 2N möglichen 

Kombinationen von Ausfallindikatoren {(Ii,Ij)}1≤i,j≤N;i≤j durch eine multivariate Kontingenz-

tafel ersetzt werden. Das wäre gleichbedeutend mit einer direkten Modellierung aller Ele-

mentarwahrscheinlichkeiten, was aufgrund der enormen Anzahl schlicht unmöglich ist. In 

Wissenschaft und Praxis entwickelte Kreditrisikoportfoliomodelle unterscheiden sich ins-

besondere in der Art und Weise der (impliziten) Gestaltung der multivariaten Kontingenz-

tafel. 

                                                           
361  Für eine Modellierung multivariater Kontingenztafeln mit erweiterten (hochdimensionalen) log-linearen 

Modellen siehe. Y. Bishop, S. Fienberg und P. Holland (1995), Discrete multivariate analysis, S. 42-48. 
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2433 Ausfallkorrelationen und Abhängigkeiten von Kreditausfällen im einfachen 
Unternehmenswertansatz 

Im einfachen Unternehmenswertansatz wird die Korrelation zwischen den Ausfallindikato-

ren {(Ii,Ij)}1≤i,j≤N implizit durch die Modellierung einer Korrelation zwischen den ausfallri-

sikotreibenden Parametern, den Unternehmenswerten {(Ai,t,Aj,t)}1≤i,j≤N, tє[0,T], erzeugt. Dazu 

werden die stochastischen Unternehmenswertprozesse in Abhängigkeit von mehreren un-

abhängigen BROWNschen Bewegungen gebracht: 

Definition 2-12 (M-dimensionale BROWNsche Bewegung): Der M-dimensionale Zufallsvek-

tor ( )1, ,,...,t t M tB B=B  folgt einer M-dimensionalen BROWNschen Bewegung, wenn die 

folgenden Bedingungen erfüllt sind:362 

(1) Die Zufallsvariablen ,m tB  mit 1,...,m M=  folgen jeweils einer (einfachen) BROWN-

schen Bewegung.363 

(2) Für m l≠  sind die BROWNschen Prozesse Bm,t und Bl,t unabhängig voneinander. 

Alle Unternehmenswertprozesse werden in Abhängigkeit von ein und denselben BROWN-

schen Bewegungen, jedoch mit unterschiedlichen Volatilitätsparametern ( )
,
m

A iσ  modelliert: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1
1, 1, ,1 1, ,1 ,1 1,

1
, , , , ,, ,

NxMt t A t t
A

M
t t A t A A t

M
N t N t A N N t M tA N A N

d d

dA A A dB
diag dt diag

dA A A dB

µ σ σ

µ σ σ

          
          = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅          
                     

A A µ A B
σ

…
# # # # # % # #

"��	�
 �	
 �	
 �	
 ��	�
����	���


. (2.57) 

In Analogie zu Abschnitt 2422 wird über tdA  ausgehend von einem Startwert 0A  integ-

riert und man erhält eine M-dimensionale stochastische Integralgleichung:364 

( )
0

0 0

.
T T

NxM
T u A u A udiag du diag d− = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫A A A µ A σ B  (2.58) 

Die Lösung des stochastischen Integrals (2.58) findet sich relativ einfach, wenn man be-

rücksichtigt, dass die Summe geeignet gewichteter BROWNscher Bewegungen wiederum 

eine BROWNsche Bewegung ergibt:365 

                                                           
362  Vgl. S. Shreve (1997), Stochastic calculus, S. 173. Für eine mathematisch rigorose Definition siehe 

I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 72 f. 
363  Vgl. Definition 2-7. 
364  Eine mathematisch rigorose Darstellung der Erweiterung des ITÔ-Integrals auf den mehrdimensionalen 

Fall siehe B. Øksendal (2003), Stochastic differential equations, S. 34 f. 
365  Eine Alternative stellt ITÔ’s Lemma für den multivariaten Fall dar. Siehe S. Neftci (2000), Mathematics 

of financial derivatives, S. 245-248; B. Øksendal (2003), Stochastic differential equations, S. 48 f. 
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( ) ( )

( ) ( )( )1
, , 1, , ,2 21

, ,

1 ... .
...

M
i t A i t A i M t

M
A i A i

B B Bσ σ
σ σ

= ⋅ ⋅ + + ⋅
   + +   

� 366 (2.59) 

Dann lässt sich unter Ausnutzung der Eigenschaft der Linearität des ITÔ-Integrals bezüg-

lich mehrerer Integrationskonstanten367 schreiben: 

( )

( ) ( )( )

, ,0 , , , , ,
10 0

1
, , , , 1, , ,

0 0

... .

T TM
m

i T i A i i u A i i u m u
m

T T
M

A i i u i u A i u A i M u

A A A du A dB

A du A d dB dB

µ σ

µ σ σ

=

 
− = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 

 

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅

∑∫ ∫

∫ ∫
 (2.60) 

Vergleicht man die Klammerausdrücke in (2.59) und (2.60), dann folgt für (2.60): 

( ) ( )2 21
, ,0 , , , , , ,

0 0

...
T T

M
i T i A i i u A i A i i u i tA A A du A dBµ σ σ   − = ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅   ∫ ∫ � . (2.61) 

Mit Blick auf (2.11) folgt, dass sich die Volatilität des Unternehmenswertes ,A iσ  aus den 

Volatilitätsparametern ,
m
A iσ  ableitet. Verwendet man (2.59) als BROWNsche Bewegung für 

den Unternehmenswertprozess ,i tW 368, dann ergibt sich unmittelbar als Lösung für (2.58): 

( ) ( )

2
,

, , ,2
, ,0

2 21
, , ,

, ,

:

... ,

.

A i
A i A i i tT T W

i T i

M
A i A i A i

i t i t

A A e
mit

W B

σ
µ σ

σ σ σ

⋅ − ⋅ + ⋅
= ⋅

   = + +   
= �

 (2.62) 

Mit (2.62) folgt, dass die logarithmierten Wertänderungen der Vermögensgegenstände, 

d. h. die stetigen Unternehmenswertrenditen, der Unternehmen i mit i=1,…,N bzgl. des 

Zeitpunktes T mit der Varianz-Kovarianz-Matrix 
kr

Σ  multivariat normalverteilt sind:369 

( )
0

2 ( ) ( )
, , , ,

1 1,..., ; 1,...,1,...,

ln ,

:

1 , .
2

k k

k k

T
r r

M
m m

r A i A i r A i A j
m i N j Ni N

N

mit

T Tµ σ σ σ
= = ==

 
 
 

    = − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅        
∑

A µ Σ
A

µ Σ

∼

 (2.63) 

                                                           
366  Dass tB�  eine BROWNsche Bewegung ist, lässt sich mit den Voraussetzungen aus Definition 2-7 prüfen. 

Insbesondere gilt ( ) 0tE B =� und ( )tVar B t=� . Vgl. auch T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 144. 
367  Vgl. T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 112. 
368  Vgl. Definition 2-8. 
369  Neben der Ermittlung der ersten und zweiten (zentralen) Momente der Verteilung müsste darüber hinaus 

noch gezeigt werden, dass insbesondere die höheren Momente die für eine multivariate Normalverteilung 
typischen Wert annehmen. Darauf soll hier verzichtet werden. 
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Die Korrelationskoeffizientenmatrix 
kr

K 370 der multivariat normalverteilten Zufallsvariab-

len ln(Ai,T/Ai,0) ist auf die Volatilitätsparameter ( )
,
m

A iσ  zurückzuführen:371 

( ) ( )
, ,

1
,

, ,

, , 1,..., .
k

M
m m

A i A j
m

r i j
A i A j

i j N
σ σ

σ σ
=

⋅
  = ∀ =  ⋅

∑
K  (2.64) 

Ungeachtet der Tatsache, dass Unternehmenswertänderungen untersucht wurden, werden 

die Korrelationskoeffizienten der Literatur folgend im weiteren Verlauf als Unterneh-

menswertkorrelationen bezeichnet und mit ρAi,Aj denotiert. Sie stellen jedoch Maße zur Be-

urteilung der linearen Zusammenhänge der kontinuierlichen Unternehmenswertrenditen 

dar. Die Korrelationskoeffizientenmatrix wird mit Bezug auf die Modellklasse der Unter-

nehmenswertmodelle mit KA bezeichnet. 

Zur Ermittlung der Ausfallwahrscheinlichkeit (2.2) kann wie im Abschnitt 2422 vorgegan-

gen werden. Die Gleichung (2.62) wird in Gleichung (2.2) eingesetzt. Durch Standardisie-

rung der normalverteilten Zufallsvariablen , ,m T m TB T Z=  erhält man analog zu (2.34): 

( )
2

, ,
, , , , , ,

1 ,0

Pr l n
2

M
m i T A i

i i T A i m T A i A i A i
m i

D
p B B T

A
σ

σ σ µ σ
=

    
= = ⋅ < + − ⋅         

∑�  (2.65) 

( )

( ) ( )

2
, , ,

, , , , , ,
1 ,0

, ,

Pr : ln
2

:

0, , 0,1 .

M
mi T i T A i

A i m T A i i T A i A i
m i

i T i T

i

B D
Z Z T T

AT

mit

B N T Z N

p
σ

σ σ µ σ
=

    
= = ⋅ = < + − ⋅ ⋅         

∑
�

� ∼ ∼
  

Als Ausfallwahrscheinlichkeit erhält man mit Hilfe der Verteilungsfunktion der Standard-

normalverteilung erneut (2.35). Der Ausdruck ( ) ( )2
, ,0 , , ,ln / / 2i T i A i A i A iD A T Tσ µ σ+ −  

kann als (standardisierte) Ausfallschranke interpretiert werden. Simulativ lässt sich durch 

Ziehung einer Ausprägung der standardnormalverteilten Zufallsvariablen ,i TZ  entscheiden, 

ob ein Kreditausfall vorliegt. Anhand des Zeitraums [0,T] betrachtet, besteht die Ausfall-

schranke aus einem einzelnen Punkt in T. Der Ausfall findet statt, wenn die Ausprägung 

des Prozesses ,i tB�  in T kleiner ist als ( ) ( )2
, ,0 , , ,ln / / 2i T i A i A i A iD A Tσ µ σ+ − . Der Prozess-

verlauf bis T spielt für die Entscheidungsfindung keine Rolle. 

                                                           
370  Vgl. Anlage 3. 
371  Die Korrelationskoeffizienten können bei unterschiedlichen Volatilitätsparametern unterschiedliche 

Werte annehmen, obwohl die Unternehmenswertprozesse von ein- und demselben Zufallsvektor tB  be-
einflusst werden. Vgl. auch S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 246. 
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Neben den BERNOULLIverteilungen der Ausfallindikatoren Ii sind auch die Abhängigkeits-

strukturen zwischen den Ausfallindikatoren bestimmt. Zunächst ist festzuhalten, dass die 

Zufallsvariablen ,i TZ gemeinsam N-variat standardnormalverteilt sind: 

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

, ,
1

,
, ,

~ ,
:

, 1,..., .

N
T

M
m m

A i A j
m

i j
A i A j

N
mit

i j N
σ σ

σ σ
=

Σ

⋅
= ∀ =

⋅

∑

Z

Z

Z 0

Σ

 (2.66) 

Die Korrelationskoeffizientenmatrix372 der standardisierten Zufallsvariablen Zi,T stimmt 

mit der Korrelationskoeffizientenmatrix der kontinuierlichen Unternehmenswertrenditen 

ln(Ai,T/Ai,0) überein und ist folglich unveränderlich bzgl. der Standardisierung: 

A= =Z ZΣ K K . (2.67) 

Damit lassen sich die Unternehmenswertprozesse unabhängig vom M-dimensionalen Zu-

fallsvektor TB  mit Hilfe des optionspreistheoretischen Ansatzes aus Abschnitt 2423 para-

metrisieren. Die notwendige Korrelationskoeffizientenmatrix AK  lässt sich ohne Kenntnis 

der Volatilitätsparameter aus den gewonnenen Zeitreihen schätzen. Die multivariate 

BROWNsche Hintergrundbewegung bleibt damit vorerst lediglich ein gedankliches Kon-

strukt ohne ökonomische Interpretation.373 Darüber hinaus lässt sich von den genauen 

schuldtitelspezifischen Merkmalen wie die exakte Höhe des jeweiligen Forderungsbetrags, 

der Wert der als Sicherheit dienenden Vermögensgegenstände sowie die Unternehmens-

wertvolatilität modelltheoretisch abstrahieren. Alle relevanten Informationen wurden in 

den Ausfallwahrscheinlichkeiten bzw. den dazugehörenden (standardisierten) Ausfall-

schranken374 verdichtet. Insbesondere lässt sich zur Ermittlung der gemeinsamen Ausfall-

wahrscheinlichkeiten auf die Standardnormalverteilung mit der Korrelationskoeffizienten-

matrix AK  abstellen. 

Zur Bestimmung der gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit pi,j zweier Schuldtitel, ist 

aus der N-variaten Standardnormalverteilung des Zufallsvektors ( )N
TZ  die bivariate Rand-

verteilung der jeweiligen Zufallsvariablen Zi,T und Zj,T zu bestimmen. Die bivariate Rand-

verteilung ist wiederum standardnormal. Die entsprechende Randdichtefunktion der Teil-

                                                           
372  Da die Zufallsvariablen ZT,i standardnormalverteilt sind, stimmen die Kovarianzen und die Korrelations-

koeffizienten überein. 
373  Durch die Einführung von Faktormodellen erhalten die BROWNschen Hintergrundbewegungen auch eine 

ökonomische Interpretation. Vgl. Abschnitt 2434. 
374  Vgl. Formel (2.65). 
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menge { } { }, , 1, ,, ,...,i T j T T N TZ Z Z Z⊂  erhält man durch Integration der multivariaten Dichte 

über die übrigen Elemente { } { }1, , , ,,..., / ,T N T i T j TZ Z Z Z :375 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

, , 1, , ,, , ,
, ,

, ... ,.., .N
i T j T T

i T j T T N T k TSN Z Z SN
k k i j

f z z f z z dz
∞ ∞

≠−∞ −∞

= ∏∫ ∫ Z
 (2.68) 

Die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit pi,j ergibt sich als Volumen unter der bivariaten 

Randdichtefunktion über der Fläche ( )( ( )(1 1, ,SN i SN jF p x F p− − −∞ −∞  . Damit ist die 2-

dimensionale Kontingenztafel der Ausfallindikatoren Ii und Ij vollständig fixiert. Da der 

Korrelationskoeffizient ρAi,Aj die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit pi,j bei gegebenen 

Ausfallwahrscheinlichkeiten pi und pj bestimmt, besteht eine deterministische Beziehung 

zum Ausfallkorrelationskoeffizienten ,i jI Iρ . In Relation zum Korrelationskoeffizienten der 

kontinuierlichen Unternehmenswertrenditen nimmt die Ausfallkorrelation regelmäßig we-

sentlich kleinere Werte an.376 

Für die Modellierung der paarweisen Ausfallkorrelation über korrelierte BROWNsche Be-

wegungen ist in Anbetracht der oben identifizierten Wertebereiche der Elementarwahr-

scheinlichkeiten (Vgl. Abb. 2-10) bei gegebenen bivariaten Kontingenztafeln die Frage zu 

klären, welche Werte letztlich durch das Unternehmenswertmodell impliziert werden. Zur 

Beantwortung dieser Frage werden in Fortsetzung des obigen Beispiels drei homogene 

Kredite mit einer Ausfallwahrscheinlichkeit von pi=10% und einer Ausfallkorrelation von 

ρIi,Ij=7,99584% betrachtet. Die Ausfallkorrelation ist konsistent mit einer Unternehmens-

wertkorrelation von ρAi,Aj=20%.377 Die Elementarwahrscheinlichkeiten des Kontingenz-

würfels lassen sich mit Hilfe der Monte Carlo Simulation bestimmen. Bei 1 Mio. Simulati-

onsläufen ergab sich eine gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeit von π000=74,7411%. 

Dieser Wert füllt den letzten verbliebenen Freiheitsgrad (Vgl. Tab. 2-4), womit der Kon-

tingenzwürfel vollständig bestimmt ist.378 Im übertragenen Sinne wird der letzte Freiheits-

grad durch die Wahl des Unternehmenswertmodells zur Modellierung von Abhängigkeiten 

zwischen Kreditausfällen besetzt. Dabei wird deutlich, dass das Unternehmenswertmodell 

die gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeit in Relation zum Wertebereich von 

[0,73439250; 0,75158875] (Vgl. Tab. 2-4) mit einem relativ hohen Wert belegt, wohinge-

gen umgekehrt die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit relativ niedrig ausfällt. 
                                                           
375  Zu grundlegenden Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung siehe Y. Tong (1990), The multiva-

riate normal distribution, S. 23-46. Zum Spezialfall der bivariaten Normalverteilung vgl. ebenda, S. 6-21. 
376  Für ein einfaches Zahlenbeispiel siehe P. Schönbucher (2000), Factor models, S. 8. Siehe auch M. Wah-

renburg und S. Niethen (2000), Kreditrisikomodellierung, S. 500-504. 
377  Vgl. Fn. 353. 
378  Die Elementarwahrscheinlichkeiten für zwei von drei möglichen Kreditausfällen sollten bei homogenen 

Krediten identisch sein. Die beobachtbaren Abweichungen sind auf Simulationszufälle zurückzuführen. 
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2434 Vom einfachen Unternehmenswertansatz zum Faktormodell 
Die Modellierung von Korrelationen zwischen kontinuierlichen Unternehmenswertrenditen 

durch die Einführung einer multivariaten BROWNschen Bewegung, welche alle Unterneh-

menswertprozesse nach Maßgabe der einzelnen unternehmensspezifischen Volatilitätspa-

rameter beeinflusst, erlangt eine ökonomische Fundierung, wenn die M unabhängigen 

BROWNschen Bewegungen ,m tB  mit 1,...,m M=  als Prozesse von M Risikofaktoren inter-

pretiert werden. Zudem kann mit der Betrachtung von Risikofaktoren die Schätzung der 

( )1 2 1N N⋅ ⋅ −  Korrelationen der Korrelationskoeffizientenmatrix KA aus Zeitreihen ein-

zelner Unternehmenswerte durch die Schätzung der unternehmensspezifischen Volatili-

tätsparameter mit Hilfe von Regressionsverfahren ersetzt werden.379 

Definition 2-13 (Faktormodell): Ein N-dimensionaler Zufallsvektor X  folgt einem linearen 

M*-Faktormodell mit *M N<  wenn der Zufallsvektor X  durch die folgende Linearkom-

bination beschrieben werden kann: 

*

,
1

M

i i m m i i i
m

X a b ε µ
=

= ⋅Ψ + ⋅ +∑  (2.69) 

mit: 

(1) ( ) *

*, 1,.., ; 1,..,
NxM

i m i N m M
a

= =
= ∈a \ , ( ) 1,...,

N
i i N

b
=

= ∈b \  und ( ) 1,...,
N

i i N
µ

=
= ∈µ \ sind Kon-

stanten, 

(2) ( ) ( )* *

: , , ,M MP BΩ →Ψ \F  ist ein M-dimensionaler Zufallsvektor mit ( )E =Ψ 0  

und ( ) ( )*M
Cov diag=ψ I , 

(3) ( ) ( ): , , ,N NP BΩ →ε \F  ist ein N-dimensionaler Zufallsvektor mit ( )E =ε 0  und 

( ) ( )NCov diag=ε I , 

(4) iΨ  und iε  sind unkorreliert, d. h. ( ), 0i jCov ψ ε = . 

Für die Varianz-Kovarianz-Matrix Σ  des Zufallsvektors X  ergibt sich: 

( )2 2
1 ,...,t

Ndiag b b= +Σ a a . (2.70) 

Wird für die Zufallsvektoren Ψ  und ε  die Normalverteilung unterstellt, stellt (2.69) eine 

Linearkombination unabhängig standardnormalverteilter Zufallsvariablen dar. Der Zufalls-

vektor X  folgt dann ebenfalls der Normalverteilung: 

( ),N ∑X µ∼ . (2.71) 
                                                           
379  Die Schwierigkeit der Schätzung der Korrelationsmatrix wird nicht nur durch die Anzahl der Korrelatio-

nen verursacht. Die Korrelationsmatrix muss darüber hinaus positiv definit sein. 
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Die einzelnen mΨ  lassen sich als makroökonomische Faktoren interpretieren, von denen 

alle Unternehmenswerte gemeinsam beeinflusst werden.380 Die iε  repräsentieren unter-

nehmensspezifische, portfoliotheoretisch diversifizierbare Risiken. Damit die logarithmier-

ten Unternehmenswertänderungen gem. (2.63) durch ein lineares Faktormodell repräsen-

tiert werden können, muss die Matrix der Volatilitätsparameter der Unternehmenswerte 

bzgl. der BROWNschen Hintergrundbewegungen ( )NxM
Aσ  (2.57) wie folgt präzisiert werden. 

Einige BROWNsche Bewegungen ( *M ) werden als Prozesse makroökonomischer Risiko-

faktoren betrachtet. Die übrigen ( * 1M M N− + = ) BROWNschen Bewegungen werden als 

Prozesse unternehmensspezifischer Risikofaktoren interpretiert. Dazu werden die Volatili-

tätsparameter abseits der Hauptdiagonalen 
* *( 1) ( 2) ( )

,1 ,2 ,( , ,..., )M M M
A A A Ndiag σ σ σ+ +  auf null gesetzt: 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* *

*

*

11
,1 ,1 ,1

1
, ,,

0

0

M M
A A A

NxM
A

M M
A N A NA N

σ σ σ

σ σ σ

+ 
 
 =
 
  
 

σ
… "

# % # # % #

" "

. (2.72) 

Damit erhält man für die Varianz-Kovarianz-Matrix der logarithmierten Unternehmens-

wertänderungen: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*

*
* *

, ,
1

,

, , , ,
1

,

.

M
m m

A i A j
m

i j M M i M jm m
A i A j A i A j

m

T für i j

T T für i j

σ σ

σ σ σ σ

=

+ +

=


⋅ ⋅ ≠

= 
 ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

∑

∑
Σ  (2.73) 

Setzen wir nun: 

( )*1, ,

1 ,...,t
T M T

B B
T

=Ψ 381, (2.74) 

( )* ,1,

1 ,...,t
M TM T

B B
T +

=ε , (2.75) 

                                                           
380  Bspw. werden im Modell CREDITMETRICS™ von J. P. MORGAN 199 Branchenindizes aus 28 Ländern 

verwendet. Vgl. R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 40.  
381  Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass gem. der Definition 2-12 (Multivariate BROWNsche Bewe-

gung) die Zufallsvariablen Bi,T mit dem Erwartungswert null und der Varianz T unabhängig normalver-
teilt sind. Entsprechend der Bedingung (2) der Definition 2-13 müssen die Faktoren jedoch eine Varianz 
von eins aufweisen. Die Standardisierung der Zufallsvariablen Bi,T mit Hilfe der Wurzel-Zeit-Regel imp-
liziert eine Standardisierung der BROWNschen Prozesse Bi,t auf einen Zeithorizont von T=1. Grundlage 
dafür ist die Eigenschaft der „Selbstähnlichkeit“ der BROWNschen Bewegung. Es gilt: 

 ( ) ( )1, , 1, ,, , , ,t m t d T t m T tT B T B B B⋅ ⋅⋅ ⋅ =… … . 

 Durch die Standardisierung auf einen Zeithorizont von T=1 ergibt sich die geforderte Varianz von eins 
für mΨ . Es ist jedoch wichtig herauszustellen, dass sich die multivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung 
nicht ändert. Insbesondere erbt der standardisierte Zufallsvektor die Korrelationskoeffizientenmatrix. Zur 
Eigenschaft der „Selbstähnlichkeit“ siehe T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 36. 
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( ) ( )

( ) ( )

*

*

1
,1 ,1

1
, ,

M
A A

M
A N A N

T
σ σ

σ σ

 
 
 = ⋅
 
 
 

a
…

# % #

"

, (2.76) 

( ) ( )* 1
,1 ,,...,M Mt

A A NT σ σ
+ = ⋅ 

 
b  und (2.77) 

2 2
,1 ,1 , ,

1 1, ,
2 2A A A N A NT µ σ µ σ = ⋅ − ⋅ − ⋅ 

 
µ … , (2.78) 

wird der Zufallsvektor ( )0ln TA A  durch ein Faktormodell gem. (2.69) beschrieben. Für 

die Korrelationskoeffizientenmatrix AK  erhält man:382 
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=

+ +

=
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⋅ ⋅

∑

∑
K  (2.79) 

Ähnlich der Vorgehensweise im Abschnitt 2433, kann auch im Rahmen des Faktormodells 

eine Standardisierung des Zufallsvektors ( )0ln TA A  erfolgen: 

, 2
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,
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i T
A i A i

i
i T

A i

A
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A
Z

T

µ σ

σ

   − − ⋅ ⋅       =
⋅

. (2.80) 

Dazu ersetzen wir den Erwartungswertvektor µ  durch den Nullvektor. Die Konstanten a  

und b  sind wie folgt zu modifizieren: 

( ) ( )

( ) ( )

*

*

1
,1 ,1 ,1 ,1

1
, , , ,

M
A A A A

M
A N A N A N A N

T
σ σ σ σ

σ σ σ σ

 
 
 ′ = ⋅
 
 
 

a
…

# % #

"

 und (2.81) 

( ) ( )* 1
,1 ,1 , ,,...,M Mt

A A A N A NT σ σ σ σ+ ′ = ⋅ 
 

b . (2.82) 

Aufgrund der Unveränderlichkeit des Korrelationskoeffizienten bezüglich linearer Trans-

formationen bleibt die Korrelationskoeffizientenmatrix in Analogie zu (2.67) von der 

Standardisierung unberührt. 
                                                           
382  Vgl. auch M. Nyfeler (2000), Modelling dependencies, S. 6. 
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2435 Faktormodellbasierte Kreditrisikoportfoliomodelle aus Literatur und Praxis 
Mit zunehmendem Bedarf der Praxis an Verfahren zur Quantifizierung von Kreditrisiken 

auf Portfolioebene haben insbesondere international tätige Investmentbanken und Unter-

nehmensberatungsgesellschaften bereits in den 90er Jahren begonnen, entsprechende leis-

tungsfähige Modelle zu entwickeln. Weltweit konnten sich der PORTFOLIO MANAGER™ 

von KMV, CREDITMETRICS™ von J. P. MORGAN, CREDITPORTFOLIOVIEW™ von MCKIN-

SEY und CREDITRISK+™ von CREDIT SUISSE als Standards etablieren.383 Während die ers-

ten beiden Modelle der Gruppe der Unternehmenswertmodelle zuzuordnen sind, werden 

die letzteren wegen ihrer fehlenden ökonomischen Erklärung von Kreditausfällen der 

Gruppe der reduzierten Modelle zugeschrieben. Daneben wurde in der Literatur eine Viel-

zahl von Ansätzen vorgeschlagen, die z. T. methodisch mit den obigen Modellen verwandt 

sind oder Modifikationen und Erweiterungen derselben darstellen. Für theoretische Be-

trachtungen eignet sich das Unternehmenswertmodell von VASICEK, da mit nur wenigen 

Parametern die Portfolio- bzw. Verlustverteilung mit ihrer für Kreditportfolios typischen 

Schiefe in Gestalt einer analytischen Gleichung ermittelt werden kann.384 Nachteilig ist, 

dass eine adäquate Abbildung realer Kreditportfolios durch die knappe Parametrisierung 

nicht immer gelingt, so dass die Anwendungen auf grundsätzliche Überlegungen und Zu-

sammenhänge beschränkt bleiben.385 Da in den weiteren Kapiteln des Öfteren auf das VA-

SICEK-Modell zu Vergleichszwecken zurückgegriffen wird, soll es hier zusammen mit 

CREDITMETRICS™ kurz skizziert werden. Bedeutung erlangt das Modell darüber hinaus 

dadurch, dass es die theoretische Basis der neuen Basler Regeln zur Unterlegung von Kre-

ditrisiken mit haftendem Eigenkapital liefert.386 Auf die Darstellung von KMV’s PORTFO-

LIO MANAGER™ wird verzichtet, da mangels öffentlich zur Verfügung gestellter Informa-

tionen seitens der KMV Corporation die Modellkonstruktion auf Portfolioebene nur unzu-

reichend nachvollzogen werden kann.387 Ebenso soll für Darstellungen der reduzierten 

Modelle auf die Literatur verwiesen werden.388 

                                                           
383  Vgl. R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 25. 
384  Der Ansatz erscheint zum ersten Mal in O. Vasicek (1987), Probability of loss on loan portfolio, S. 1-4. 

In der Literatur wird in diesem Zusammenhang häufig das Working Paper von O. Vasicek (1997) mit 
dem Titel „The loan loss distribution“ aus dem Jahr 1997 angegeben. Wie P. Schönbucher (2000), Factor 
models, S. 7, Fn. 4 jedoch festhält, ist dieses Working Paper nicht erhältlich. 

385  Vgl. auch die Ausführungen in den Abschnitten 42 und 43. 
386  Vgl. H. Rau-Bredow (2001), Kreditrisikomodellierung im Neuen Basler Accord, S. 1004 f. 
387  Für gut diversifizierte Kreditportfolios lässt sich lt. M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2000), Current 

credit risk models, S. 102 zeigen, dass der Kreditportfolioverlust einer inversen GAUSSverteilung folgt. 
388  Zur Beschreibung von CREDITPORTFOLIOVIEW™ siehe T. Wilson (1997), Portfolio Credit Risk (I), 

S. 111-117; T. Wilson (1997), Portfolio Credit Risk (II), S. 56-61; T. Wilson (1998), Portfolio Credit 
Risk, S. 71-82. Eine überblicksartige Darstellung sowie eine Beurteilung des Modells findet sich in 
R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 46-50. Für Darstellungen von CRE-
DITRISK+™ vgl. CSFB (1997), CR+™ Technical Document, S. 32-75 (Appendix A); S. Paul-Choudhury 
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Das Modell von VASICEK ist ein einperiodiges Unternehmenswertmodell. Wie im MER-

TON-Modell fällt ein Kredit i aus, wenn die Vermögensgegenstände im Fälligkeitszeitpunkt 

des Kredits (Kreditrisikohorizont tH) nicht ausreichen, um die Verbindlichkeiten zu tilgen. 

Zwischenzeitliche Kreditausfälle können nicht modelliert werden.389 Regelmäßige Til-

gungszahlungen können nicht erfasst werden. Auswirkungen von Tilgungszahlungen auf 

die Verlustverteilung des Portfolios entziehen sich damit einer Untersuchung. 

Die logarithmierten Änderungen des Unternehmenswerts (Unternehmenswertrendite) wer-

den mit Hilfe des Faktormodells (2.69) auf einen systematischen Faktor ψ~SN und einen 

idiosynkratischen Faktor εi~SN zurückgeführt, wobei der Einfluss beider Faktoren auf die 

(standardisierte) Unternehmenswertrendite entsprechend des Unternehmenswertkorrelati-

onskoeffizienten ρi gewichtet wird:390 

( )1 , ,t
H Nt ρ ρ′ = ⋅a … , (2.83) 

( )11 , , 1t
H Nt ρ ρ′ = ⋅ − −b … . (2.84) 

Der Kreditausfall tritt ein, wenn die Unternehmenswertrendite bzgl. des Zeitpunkts tH eine 

bestimmte Ausfallschranke unterschreitet. Bei gegebener Ausfallwahrscheinlichkeit , Hi tp  

ermittelt sich die Ausfallschranke als ( )1
, HSN i tF p− .391 Fixiert man den systematischen Faktor 

ψ, stellt sich die Frage nach der Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei gegebenem ψ die Zu-

fallsvariable εi einen hinreichend niedrigen Wert annimmt, so dass der Kredit i ausfällt: 
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1
,
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.
1
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H

i t i i i SN i t

SN i t i
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p F p

F p
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ρ ψ ρ ε ψ

ρ ψ

ρ

−

−

 Ψ = ⋅ + − ⋅ ≤ 
 − ⋅
 =
 − 

 (2.85) 

Für ein homogenes, perfekt diversifiziertes und somit unendlich granulares Kreditportfolio 

entspricht die Ausfallquote bei gegebenem systematischen Faktor ψ nach dem Gesetz der 

großen Zahl der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit (2.85): 

1

1Pr lim 1
H

N

i tN i

I p
N→∞

=

 = Ψ =  
∑ . (2.86) 

                                                                                                                                                                                
(1997), Credit tricks, S. 28-35; L. Overbeck und G. Stahl (1998), Stochastische Modelle, S. 87 f.; 
M. Wahrenburg und S. Niethen (2000), Alternative Kreditrisikomodelle, S. 240-242; M. Gordy (2000), 
Anatomy of credit risk models, S. 121-124. Eine überblicksartige Darstellung sowie eine Beurteilung des 
Modells findet sich in R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 50-58. 

389  Vgl. O. Vasicek (1987), Probability of loss on loan portfolio, S. 1. 
390  Vgl. ausführlicher zum Einfaktormodell die Ausführungen in Abschnitt 341. 
391  Effektiv wird die Umkehrung von (2.65) ermittelt. Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 2433. 
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Wird der Nominalwert des Kreditportfolios auf den Wert eins normiert392, entspricht der 

normierte Kreditportfolioverlust L´RP bei einer unterstellten Recovery Rate von null der 

Ausfallquote. Daraus folgt, dass die bedingte Verteilung des Kreditportfolioverlusts (resp. 

der Verlustquote) singulär ist: 

0 0 ,
Pr

1 1.
H

H

t
RP

t

für l p
L l

für p l

′ ≤ < Ψ′ ′ ≤ Ψ =   ′Ψ ≤ ≤
 (2.87) 

Die unbedingte Verteilung erhält man nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit393 

durch Integration über alle Ausprägungen von ψ, gewichtet mit den Werten der Dichte-

funktion der (Standard-)Normalverteilung: 

[ ] ( ) ( )Pr Pr Pr .RP RP RP SNL l E L l L l u f u du
∞

−∞

′ ′ ′ ′ ′ ′≤ =  ≤ Ψ =  ≤  ⋅ ⋅   ∫  (2.88) 

Für spezifische Verlustquoten l´ wird der Integrand in (2.88) wegen (2.87) für spezifische 

Faktorausprägungen u null. Die kritische Faktorausprägung u*, ab dem der Integrand von 

null verschiedene Werte annimmt, ergibt sich durch Gleichsetzen der interessierenden Ver-

lustgröße l mit (2.85). Nach wenigen Umformungen folgt: 

( ) ( )( )* 1 1
,

1 1
HSN i t SN i

i

u F p F l ρ
ρ

− − ′= − ⋅ − . (2.89) 

Daraus folgt mit der Symmetrie von ( )SNf ⋅  für die (normierte) Verlustverteilung (2.88): 

[ ] ( ) ( ) ( )( )
*

1 1
,

1Pr 1
HRP SN SN SN i SN i t

iu

L l f u du F F l F pρ
ρ

∞
− −

 
′ ′ ′≤ = ⋅ = ⋅ − −  

 
∫ . (2.90) 

Als Dichte ergibt sich:394 

( )
( )( ) ( ) ( )( )221 1 11 1 1

2 21 SN SN t SN tH H

RP

F l F p F p

Lf l e
ρ

ρρ
ρ

− − − ′ − − ⋅ − 
 

′
−′ = ⋅ . (2.91) 

Positive, homogene Recovery Rates lassen sich problemlos integrieren:395 

( ),
1

1 1RP RPL L
lf l fδ δ δ′ ′

′ ′ =  − − 
. (2.92) 

                                                           
392  Vgl. auch R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 31. 
393  Vgl. übertragend für den diskreten Fall U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 23. Für den 

stetigen Fall siehe D. Bertsekas und J. Tsitsiklis (2002), Probability, S. 171 f. 
394  Vgl. O. Vasicek (1987), Probability of loss on loan portfolio, S. 4. 
395  Für die Herleitung vgl. übertragend R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 32. 
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Heterogene Portfolios können mit dem ratingbasierten Modell CREDITMETRICS™ von J. P. 

MORGAN auf Kosten einer analytischen Formulierung abgebildet werden. Mit diesem Mo-

dell sind nicht nur Kreditausfälle, sondern auch Bonitätsänderungen modellierbar. Aus-

gangspunkt bilden periodenbezogene historische Ratingmigrationshäufigkeiten. Die histo-

rischen, von den Ratingagenturen üblicherweise auf jährlicher Basis veröffentlichten Ra-

tingmigrationshäufigkeiten bilden Schätzer für die Migrationswahrscheinlichkeiten qm,n 

vom anfänglichen Rating Rm,t zum neuen Rating Rn,t+1 mit m,n=1,…,k.396 Der Wert des 

Kredits am Ende der Betrachtungsperiode wird in Abhängigkeit des neuen Ratings be-

stimmt. Sofern der Kredit nicht ausfällt, werden dazu die zukünftigen Zins- und Tilgungs-

zahlungen mit ratingklassenspezifischen Forward-Rates abgezinst.397 Fällt der Kredit aus 

und erhält die Ratingeinstufung „Default“, wird der Wert des Kredits mit einer extern (ggf. 

stochastisch) modellierten Recovery Rate ermittelt. 

Die Verwendung von Ratingmigrationsmatrizen ermöglicht nicht nur die Betrachtung ver-

schiedener Kredite mit unterschiedlichen Ratings, sondern erlaubt zudem die Modellierung 

mehrerer Perioden. Dazu wird unterstellt, dass der Prozess der Ratingmigration stationär 

ist.398 Die Ratingmigrationsmatrix wird dazu wiederholt zur Entscheidung der Rating-

einstufung herangezogen.399 Diese Vorgehensweise bietet den Vorteil, periodische Til-

gungszahlungen in die Modellierung des Verlusts im Falle eines eintretenden Kreditaus-

falls bei längeren Betrachtungszeiträumen mit einzubeziehen. Insbesondere bei Kreditport-

folios, die überwiegend aus Darlehen mit vertraglich vereinbartem regelmäßigen Tilgungs-

dienst bestehen, ist die Erfassung der zwischenzeitlichen Tilgungszahlungen von Interesse. 

Auf Einzelkreditbasis ist die mehrperiodige Anwendung von CreditMetrics™ unproblema-

tisch. Auf Portfolioebene ergeben sich jedoch Probleme im Rahmen der Abhängigkeits-

struktur der Bonitätsänderungen. 

                                                           
396  Kritisiert wird in diesem Zusammenhang häufig, dass die Ratingänderungen der Agenturen tendenziell 

verspätet auf Bonitätsänderungen reagieren. Vgl. M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2000), Current cre-
dit risk models, S. 95. Zeitnäher reagiert der Kapitalmarkt. Vgl. V. Heinke (1998), Bonitätsrisiko und 
Credit Ratings, S. 396-480; S. Jortzik und S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und Ratings, S. 11 f. 
u. 50-53. Daher wird zuweilen vorgeschlagen, den optionspreistheoretischen Ansatz als Grundlage für 
die Vergabe von Ratings zu verwenden. Vgl. R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanage-
ment, S. 42. Darüber hinaus kommen grundsätzlich bankinterne Ratingverfahren in Frage. 

397  Vgl. H. Schulte-Mattler und T. Stausberg (1998), Kreditrisikoquantifizierung mit Übergangsmatrizen, 
S. 636 f. Durch die Verwendung der Forward-Rates bleiben marktzinsänderungsinduzierte Wertschwan-
kungen unberücksichtigt. Zudem werden Risikoprämien- und Definitionsänderungen der einzelnen Ra-
tingklassen nicht erfasst. Vgl. R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 39. 

398  Mit der Verwendung historischer Ratingmigrationshäufigkeiten als Schätzer der Ratingmigrationswahr-
scheinlichkeiten ist diese Annahme ohnehin implizit in CREDITMETRICS™ enthalten. 

399  Wird unterstellt, dass der Zustand „Default“ nicht mehr geheilt werden kann, ergibt sich die Rating-
migrationsmatrix für die gesamte Periode aus der wiederholten Multiplikation der Ratingmigrations-
matrix für eine Teilperiode mit sich selbst. Vgl. dazu ausführlich die Ausführungen in Abschnitt 322. 
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Zur Erfassung von Abhängigkeiten zwischen Bonitätsänderungen wird unterstellt, dass das 

Rating in funktionaler Beziehung zum Unternehmenswert steht. Bei gegebenem Unter-

nehmenswert und korrespondierendem Rating ergibt sich das neue Rating am Risikohori-

zont nach Maßgabe der Unternehmenswertentwicklung. Die Abhängigkeiten zwischen den 

Ratingänderungen folgen aus den Abhängigkeiten zwischen den Unternehmenswertrendi-

ten. Dazu werden zur folgenden Illustration die stetigen Unternehmenswertrenditen erneut 

mit Hilfe des Faktormodells (2.69) und der Normalverteilungsannahme modelliert.400 

Im Rahmen einer Monte-Carlo-Simulation werden pro Simulationslauf N korrelierte Aus-

prägungen standardisierter Unternehmenswertrenditen Zi für jede (Teil-)Periode gezogen. 

Die Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten qm,n sind mit der Verteilungsfunktion der Stan-

dardnormalverteilung in Quantile (Bonitätsschwellen) zu übersetzen: 

1
, ,

1

1 , 1, ,
n

m n SN m l
l

z F q mit m n k−

=

 = − = 
 

∑ … . (2.93) 

Der Kredit i wechselt vom anfänglichen Rating Rm,t zum neuen Rating Rn,t+1, wenn 

, , 1m n i m nz Z z −< ≤  gilt mit zm,0=∞. 
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Abb. 2-11:  Korrelationseffekte bei mehrperiodiger Anwendung von CREDITMETRICS™ 
Verlustverteilungen für ein Kreditportfolio mit 100 endfälligen Krediten. Die Nominalwerte sind uniform 
eins. Die Restlaufzeiten betragen einheitlich 5 Jahre. Alle Kredite tragen ein „BB“-Rating. Gegenübergestellt 
sind simulierte verstetigte Wahrscheinlichkeitsfunktionen, wobei der Zeitraum [0,5] zur mehrperiodigen 
CREDITMETRICS™-Anwendung in (a) einen Abschnitt, (b) 5 Teilabschnitte und (c) 60 Teilabschnitte zerlegt 
wurde. Die Rechnungen basieren auf der 1-jährigen Ratingmigrationsmatrix nach STANDARD & POOR’S.401 

                                                           
400  In CREDITMETRICS™ werden die Unternehmenswertkorrelationen mit Aktienkursrenditen geschätzt. 

Dazu wird zur Vermeidung der Schätzung von paarweisen Aktienkurskorrelationen ein Indexmodell 
verwendet. Herangezogen werden 199 Branchenindizes aus 28 Ländern. Die Kreditnehmer werden antei-
lig den Indizes zugeordnet. Für die Ergebnisse dieses Abschnitts ist jedoch die genaue Modellierung der 
Unternehmenswertkorrelationen von untergeordnetem Interesse und wird nicht weiter betrachtet. Für ei-
ne ausführlichere Betrachtung vgl. R. Baule (2004), Wertorientiertes Kreditportfoliomanagement, S. 40 
f. Für alternative Korrelationsschätzungen vgl. P. Schwicht und C. Neske (1997), CreditMetrics, S. 471 f. 

401  Vgl. Tab. 3-2. 
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In Abb. 2-11 sind Verlustverteilungen für eine vereinfachte Default-Mode-Version von 

CREDITMETRICS™ auf der Basis eines homogenen Portfolios dargestellt.402 Das Portfolio 

besteht aus 100 „BB“-gerateten Krediten mit Nominalwerten i. H. v. eins bei endfälligem 

Tilgungsdienst. Die Laufzeiten betragen einheitlich 5 Jahre und entsprechen dem Risiko-

horizont tH. Vereinfachend sei eine Recovery Rate von 0 % unterstellt. Ausgangspunkt 

bildet ein einperiodiges CREDITMETRICS™-Modell mit einer 5-jährigen Ratingmigrations-

matrix (durchgezogene Linien) und einer Unternehmenswertkorrelation von 20 % (linkes 

Diagramm). Wird die 5-jährige Periode in (a) 5 Teilperioden (gestrichelte Linien) bzw. (b) 

60 Teilperioden (gepunktete Linien) mit entsprechend angepassten Ratingmigrationsmatri-

zen unterteilt, ändert sich allein durch die Zerlegung die Verlustverteilung.403 Je mehr 

Teilperioden verwendet werden, umso mehr Wahrscheinlichkeitsmasse wird bei gleich 

bleibendem Erwartungswert auf den linken und rechten Abschnitt des Wertebereichs des 

Portfolioverlusts verschoben. Bei einer Unternehmenswertkorrelation von 0 % hingegen 

bleibt die Verlustverteilung von der Zerlegung wie bei einem einzelnen Kredit unberührt. 

Unterstellt man den theoretischen Fall einer Unternehmenswertkorrelation von 100 %, 

verhält sich das Portfolio wie ein einzelner Kredit und die Anzahl der Teilperioden ist ohne 

Bedeutung. Betrachtet man alternative Unternehmenswertkorrelationen (mittleres und 

rechtes Diagramm) muss man festhalten, dass die Wirkungsrichtung nicht eindeutig ist.404 

Nach diesen Ergebnissen scheidet eine mehrperiodige Anwendung von CREDITMETRICS™ 

zur Untersuchung von Kreditportfolios mit regelmäßigem Kapitaldienst und darauf auf-

bauende CDO-Strukturen aus. Kapitaldiensteffekte lassen sich mit der zu ihrer Untersu-

chung notwendigen Zerlegung der CDO-Transaktionslaufzeit in Teilperioden nicht von 

Effekten der Abhängigkeitsstruktur trennen. Selbst bei endfälligen Krediten ist eine Be-

trachtung von Teilperioden notwendig, sofern (a) die Kredite unterschiedliche Restlaufzei-

ten aufweisen und/oder (b) mit obiger Diskussion405 Kreditausfälle vor dem Fälligkeits-

zeitpunkt des Nominalbetrags möglich sind. Eine Lösung des Problems verspricht ein zeit-

stetiges Kreditportfoliomodell. Zur Aufrechterhaltung der ökonomischen Interpretation des 

Ausfallereignisses soll weiterhin der Unternehmenswert als zentraler Kreditrisikofaktor 

dienen. Dazu sind zeitstetige Ausfallschranken einzuführen. 

                                                           
402  Eine Default-Mode-Version von CREDITMETRICS™ wird in M. Gordy (2000), Anatomy of credit risk 

models, S. 124 f. beschrieben. Hier werden jedoch (a) mehrere Perioden und (b) sämtliche Bonitätszu-
stände betrachtet. Lediglich die buchwertbasierte Verlustdefinition ist mit der von Gordy identisch. 

403  Zur Methodik der Skalierung von Ratingmigrationsmatrizen auf beliebige Teilperiodenlängen vgl. die 
Ausführungen in Abschnitt 322. 

404  Einen ähnlichnen Effekt beschreibt D. Pugachevsky (2002), Multi-credit models, S. 17-20 im Rahmen 
der mehrperiodigen Anwendung des MERTON-Modells. Vgl. auch Fn. 456. 

405  Vgl. Abschnitt 2426. 
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3 Entwicklung eines semi-analytisch rechenbaren unternehmenswertorientierten 
Modells zur Quantifizierung des Kreditrisikos heterogener CDO-
Referenzportfolios 

31 Modellrahmen und Modelleinordnung im Lichte empirischer Analysen 
Ausgangspunkt für die Ermittlung der Forderungsausfälle aus dem Referenzportfolio ist 

die Annahme, dass ein Forderungsausfall (Default) durch das Unterschreiten des Wertes 

der Vermögensgegenstände (Assets) des Kreditnehmers einer noch näher zu beschreiben-

den kritischen Schranke ausgelöst wird. Dieser als Unternehmenswertmodell bekannte 

Ansatz basiert auf den optionspreistheoretischen Überlegungen von MERTON406. Bei be-

kannter Verteilung des Wertes der Vermögensgegenstände am Ende eines betrachteten 

Zeithorizontes T und – bezogen auf denselben Zeithorizont – vorgegebener Ausfallwahr-

scheinlichkeit p, lässt sich auf die Ausfallschranke KA schließen (vgl. (2.34) mit KA=DT). 

Frühzeitig gaben BLACK & COX407 zu bedenken, dass der Unternehmenswert vor dem Zeit-

horizont T auf eine beliebige Höhe steigen und insbesondere auf ein beliebig niedriges 

Niveau fallen könnte, ohne dass dies Auswirkungen auf die Kapitalstruktur des betreffen-

den Unternehmens hätte. Vielmehr – so argumentierten sie – könnten spezifische Vertrags-

abreden dazu führen, dass die Verletzung einer (zeitabhängigen) oberen und unteren 

Schranke bereits vor der Fälligkeit des Nominalwertes eine Restrukturierung der Kapital-

positionen zur Folge hätte. Zur Verbesserung des Modells von MERTON führen sie eine 

Ausfallschranke KA für den Verfallszeitpunkt T und darüber hinaus eine Reorganisations-

schranke CA(t) mit t≤T ein.408 Im Endergebnis ermöglicht eine derartige Erweiterung die 

Modellierung des jederzeitigen Ausfalls des betrachteten Kredits. Implizit lassen sich da-

durch auch (kontinuierliche) Zinszahlungen berücksichtigen. Sieht sich die Geschäftsfüh-

rung zum Verkauf von Vermögensgegenständen gezwungen, um fälligen Zinsforderungen 

nachkommen zu können, kann eine u. U. daraus resultierende Verletzung der Reorganisa-

tionsschranke i. S. d. Vertragsabreden zum Übergang des Eigentums an dem verbleibenden 

Unternehmensvermögen an die Fremdkapitalgeber führen.409 Die Reorganisationsschranke 

stellt dabei gleichzeitig das wiedergewonnene Kapital dar und beeinflusst somit maßgeb-

lich die Wiedergewinnungsrate (Recovery Rate).410  

                                                           
406  Vgl. R. Merton (1974), Pricing corporate debt, S. 449-470. 
407  Vgl. hierzu und zum Folgenden F. Black und J. Cox (1976), Bond indenture provisions, S. 352 u. 355. 
408  Die Reorganisationsschranke kann – muss jedoch nicht – mit der Ausfallschranke in T zusammenfallen. 
409  Eine Alternative besteht darin, Zinszahlungen durch die Aufnahme von frischem Eigenkapital zu finan-

zieren. Der Schuldtitel fällt vorzeitig aus, wenn das Unternehmen nicht mehr in der Lage ist, genügend 
Eigenkapital am Kapitalmarkt aufzunehmen. Ein Modellbeispiel findet sich in R. Geske (1977), Liabili-
ties as compound options, S. 541-552. Das Modell betrachtet zeitdiskrete Zinszahlungen. 

410  F. Black und J. Cox (1976), Bond indenture provisions, S. 357 modellieren die Reorganisationsschranke 
als konstanten Bruchteil (Recovery Rate) des barwertigen Nominalwertes. 



104 

BLACK & COX411 nehmen weiterhin eine Modifikation des MERTON-Modells zur Berück-

sichtigung einfacher Senioritätsstrukturen vor.412 Voraussetzung ist jedoch die strikte Ein-

haltung der vorgesehenen Rangfolge der Ansprüche (Priority Rule) im Rahmen einer Um-

strukturierung bzw. Insolvenz der Gesellschaft. Tatsächlich zeigen jedoch empirische Un-

tersuchungen, dass die Verletzung413 der Rangfolge eher die Regel als die Ausnahme dar-

stellt.414 In Insolvenzverhandlungen gelingt es den Eigenkapitalgebern häufig, den Fremd-

kapitalgebern substantielle finanzielle Zugeständnisse abzuringen.415 Begründet wird dies 

gelegentlich mit der Möglichkeit des Schuldners, unter dem Schutz des Insolvenzrechts ein 

begonnenes Insolvenzverfahren gegen die Interessen der Gläubiger langwierig und somit 

kostenintensiv zu gestalten.416 Weiterhin werden unabdingbare fach- und branchenspezifi-

sche Kenntnisse und folglich eine große Verhandlungsmacht des Managements bei einer 

angestrebten Fortführung des Unternehmens, sowie asymmetrische Informationsverteilun-

gen zum Nachteil der Schuldner angeführt. LELAND417 erfasst Verletzungen der Priority 

Rule durch eine Zahlung an das Eigenkapital in Höhe eines konstanten, exogen vorgege-

benen Bruchteils der Insolvenzmasse. Demgegenüber beziehen MELLA-BARRAL & PER-

RAUDIN418 sowie MELLA-BARRAL419 die Dynamik des Verhandlungsprozesses im Rahmen 

eines Insolvenzverfahrens explizit in die Modellentwicklung mit ein.420 Nachteilig ist je-

doch die damit einhergehende – insbesondere bei zusätzlicher Einbeziehung von Insol-

venzkosten – hohe Modellkomplexität. 
                                                           
411  Vgl. F. Black und J. Cox (1976), Bond indenture provisions, S. 358-361. 
412  Eine Übertragung des Modells von MERTON auf eine Kapitalstruktur mit mehreren Schuldtiteln impli-

ziert eine einheitliche (modellendogene) Recovery Rate. 
413  Die Rangfolge gilt als verletzt, wenn ein nachrangiger Anspruch tlw. oder ganz befriedigt wird, während 

noch ein vorrangiger Anspruch besteht. Vgl. B. Betker (1995), Deviations from absolute priority, S. 161. 
414  FRANKS & TOROUS haben in 21 von 27 Fällen (78 %) Verletzungen der sog. Priority Rules im Zuge der 

Reorganisation nach Chapter 11 des U.S. Bancruptcy Codes von 1978 festgestellt. In 18 von diesen 21 
Fällen wurden den Eigenkapitalgebern im Zuge der Restrukturierungsverhandlungen erhebliche Teile der 
Schulden erlassen. Vgl. J. Franks und W. Torous (1989), U.S. firms in reorganisations, S. 754. Diskussi-
onen möglicher Ursachen finden sich ebenda, S. 747 f. u. 748-752 sowie in A. Eberhart, W. Moore und 
R. Roenfeldt (1990), Priority rule violations, S. 1458 f. Zu ähnlichen Ergebnissen gelangt WEISS im 
Rahmen einer Studie von 37 an der NYSE und AMEX gelisteten Unternehmen. Er stellte 29 (78 %) Ver-
letzungen der Priority Rules fest. Vgl. L. Weiss (1990), Violation of priority of claims, S. 294-296. 

415  A. Eberhart, W. Moore und R. Roenfeldt (1990), Priority rule violations, S. 1458 u. 1465-1468 haben bei 
einer Analyse von 30 Insolvenzverfahren einen Ø Mehrerlös i. H. v. 7,6 % der Insolvenzmasse für die 
Eigenkapitalgeber gegenüber der (hypothetischen) Zahlung unter strikter Einhaltung der Priority Rules 
festgestellt. B. Betker (1995), Deviations from absolute priority, S. 177 zeigt darüber hinaus empirisch 
auf, dass der Mehrerlös bei geringerer „Distance to Solvency“ tendenziell größer ist. Begründet wird dies 
mit der wachsenden Verhandlungsmacht des Eigenkapitals bzw. des Managements mit zunehmend posi-
tiven Unternehmensfortführungsaussichten. Vgl. L. Bebchuk und H. Chang (1992), Bargaining and the 
division of value, S. 255 f. u. 263 f.; J. Franks und W. Torous (1994), Financial recontracting, S. 364 f. 

416  Vgl. P. Mella-Barral (1999), Default and debt reorganization, S. 535 f. und die dort angegebene Litera-
tur. 

417  Vgl. H. Leland (1994), Corporate debt value, S. 1242 f. 
418  Vgl. P. Mella-Barral und W. Perraudin (1997), Strategic debt service, S. 539-547. 
419  Vgl. P. Mella-Barral (1999), Default and debt reorganization, S. 547-549. 
420  Weitere erweiterte Unternehmenswertansätze in der Übersicht finden sich in J. Bohn (2000), Contingent-

claims approaches, S. 60-62. 
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Anstelle einer modellendogenen Bestimmung der Recovery Rate durch die Einbeziehung 

der zumeist vielfältigen und international ohnehin divergierenden Bestimmungen des je-

weiligen Insolvenzrechts, sollen hier die Recovery Rates modellexogen formuliert wer-

den.421 Orientierung bieten dabei empirische Untersuchungen von ALTMAN & KISHORE422, 

MOODY’S423 sowie STANDARD & POOR’S424. In der Zusammenfassung werden Recovery 

Rates maßgeblich von der Seniorität der Finanztitel innerhalb der Schuldtitelrangfolge be-

stimmt. Die Werte (STANDARD & POOR’S) schwanken zwischen 18,7 % (Junior Subordina-

ted) und 81,6 % (Bank Debt).425 Das ursprüngliche Rating zeigt kaum einen Einfluss.426 

In den 90er Jahren ist verstärkt der Kern der Unternehmenswertmodelle, die Modellierung 

der Unternehmenswertentwicklung als Diffusionsprozess, in die Kritik geraten. Anders als 

bei Jump-Prozessen, erlaubt die Natur der Diffusionsprozesse keine völlig überraschenden 

Kreditausfälle, wodurch, so heißt es, (traditionelle) Unternehmenswertmodelle die am 

Markt beobachteten Credit Spreads systematisch unterschätzen.427 Empirische Studien zur 

Güte der Unternehmenswertansätze erschienen jedoch erst in jüngerer Vergangenheit.428 

JONES, MASON & ROSENFELD untersuchten das Modell nach MERTON anhand börslich ge-

handelter Anleihen für den Zeitraum von 1977 bis 1981 von Unternehmen mit „einfacher“ 

Kapitalstruktur.429 Ihre Ergebnisse legen nahe, dass der einfache Unternehmenswertansatz 

zur Bewertung kreditrisikobehafteter Fremdkapitaltitel keine signifikant besseren Ergeb-

nisse als ein herkömmlicher Barwertsansatz ohne Berücksichtigung des Kreditrisikos lie-

fert.430 In einer konzeptionell vergleichbaren Studie kommt OGDEN für Neuemissionen zu 

dem Schluss, dass die Credit Spreads für den Zeitraum von 1973 bis 1985 durchschnittlich 

um 104 Basispunkte unterschätzt werden.431 LYDEN & SARANITI bestätigen die systemati-

sche Unterschätzung des Kreditrisikos in einer neueren, zeitpunktbezogenen Studie unter 

                                                           
421  Vgl. auch den Ansatz von F. Longstaff und E. Schwartz (1995), Valuing risky debt, S. 794. 
422  Vgl. E. Altman und V. Kishore (1996), Recoveries on defaulted bonds, S. 58. 
423  Vgl. D. Hamilton et al. (2003), Default & recovery rates, S. 20 f. (MOODY’S Studie). 
424  Vgl. K. VandeCastle, D. Keisman und R. Yang (2001), Insights into recoveries, S. 81-86; R. Bos (2003), 

Initial trading price: Poor recovery indicator, S. 63-66 (STANDARD & POOR’S Studien). 
425  Vgl. R. Bos (2003), Initial trading price: Poor recovery indicator, S. 64. 
426  Vgl. E. Altman und V. Kishore (1996), Recoveries on defaulted bonds, S. 60-63. 
427  Vgl. C. Finger (2002), CG™ Technical Document, S. 5. 
428  Als Grund wird zuweilen der spärliche Zugriff auf verlässliches Datenmaterial durch Akademiker ge-

nannt. Vgl. S. Lyden und D. Saraniti (2000), An empirical examination of structural models, S. 3; 
Y. Eom, J. Helwege und J. Huang (2004), An empirical analysis of structural models, S. 500. 

429  Untersucht wurden ausschließlich öffentlich gehandelte Fremdkapitaltitel ohne Kündigungs- und Kon-
vertierungsrechte. Die emittierenden Unternehmen begaben ausschließlich Stammaktien und hatten nur 
in unbedeutender Höhe nicht-handelbare Kredite aufgenommen. Vgl. E. Jones, S. Mason und 
E. Rosenfeld (1984), Empirical investigation of contingent claims analysis, S. 615-618 und 618-624. 

430  Eine ausführlichere Diskussion der Ergebnisse von JONES, MASON & ROSENFELD findet sich in S. Lyden 
und D. Saraniti (2000), An empirical examination of classical structural models, S. 5 f. 

431  Vgl. J. Ogden (1987), Ratings and yields, S. 335-338. 
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Ausschluss von Anleihen mit Callable Features und Sinking-Fund Provisions.432 GEMMILL 

kommt dagegen für Zerobonds des Zeitraumes von 1992 bis 2001 zu dem Ergebnis, dass 

Kreditrisiken in Perioden niedriger Volatilität tendenziell unter- und in Perioden hoher 

Volatilität tendenziell überschätzt werden.433 Diese Tendenz zu extremen Ergebnissen wird 

auch von EOM, HELWEGE & HUANG bei einzelnen Finanztiteln mit besonders ho-

hen/niedrigen Unternehmenswertvolatilitäten und Verschuldungsgraden auch für andere 

Unternehmenswertmodelle beobachtet.434 Auch Erweiterungen, wie die Einbeziehung sto-

chastischer Zinsverläufe435, führen nicht zu deutlichen Verbesserungen.436 

Neben der quantitativen Analyse wurde versucht, qualitative Merkmale modellendogener 

Credit Spreads in Abhängigkeit von Bonität und Restlaufzeit am Anleihemarkt zu identifi-

zieren. MERTON folgend, sollten bonitätsrisikoarme Anleihen437 mit wachsender Restlauf-

zeit steigende Credit Spreads aufweisen.438 Ökonomisch wird dies mit der Gefahr der Bo-

nitätsverschlechterung begründet. Für „Schrottanleihen“ sollten infolgedessen mit Blick 

auf etwaige Kreditwürdigkeitsverbesserungen fallende Verläufe gelten. Zentraler Streit-

punkt sind jedoch Anleihen mittlerer Bonität mit einer prognostizierten hügelförmigen 

Spreadstruktur. Als Ursache gelten die konträren Einflüsse der Ausfall- und Bonitätsmigra-

tionswahrscheinlichkeiten.439 Empirische Analysen von SARIG & WARGA440 sowie FONS441 

stützen die These für den U.S. Corporate Zerobondmarkt. BOHN bestätigt die Resultate, 

wobei die Risikoeinstufung sowohl ratingbasiert als auch auf der Grundlage von KMV’s 

EDF™-Maß442 erfolgt.443 DÜLLMANN, UHRIG-HOMBURG & WINDFUHR444 sehen die prog-

nostizierte Struktur in der Tendenz auch für den deutschen Anleihemarkt bestätigt. HEL-

                                                           
432  Vgl. S. Lyden und D. Saraniti (2000), An empirical examination of structural models, S. 8-11. 
433  Vgl. G. Gemmill (2002), Testing Merton’s model for credit spreads, S. 13 u. 24. 
434  Vgl. Y. Eom, J. Helwege und J. Huang (2004), An empirical analysis of structural models, S. 511, 516, 

518, 522 u. 535. 
435  Empirische Studien zum Zusammenhang von Credit Spreads und Zinsstrukturen finden sich in G. Duffee 

(1996), Treasury yields and corporate bond yield spreads (U.S. Corporate Bondmarkt); K. Düllmann, M. 
Uhrig-Homburg und M. Windfuhr (2000), Risk structure of interest rates, S. 384-386 (DM-
Anleihemarkt); M. Nöth (1995), Renditestruktur des DM-Euroanleihemarktes, S. 551-558; S. Jortzik und 
S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und Ratings, S. 19-26 (U.S. Corporate Bondmarkt). 

436  Vgl. S. Lyden und D. Saraniti (2000), An empirical examination of structural models, S. 112-115; 
Y. Eom, J. Helwege und J. Huang (2004), An empirical analysis of structural models, S. 519 f. 

437  Das zentrale Bonitätsmerkmal ist dabei MERTON’s “Debt-to-Firm Value Ratio”. 
438  Zu den theoretischen Spreadverläufen siehe C. Pitts und M. Selby (1983), Corporate debt: A further note, 

S. 1311-1313. 
439  Vgl. J. Helwege und C. Turner (1999), Credit yield curves for speculative-grade issuers, S. 1870 f. 
440  Vgl. O. Sarig und A. Warga (1989), Risk structure of interest rates, S. 1353-1357. 
441  Vgl. J. Fons (1994), Term structure of credit risk, S. 29-31. 
442  Vgl. M. Crouhy, D. Galai und R. Mark (2001), Risk management, S. 368-381. Siehe auch M. Sellers, 

O. Vasicek und A. Levinson (2000), The KMV EDF™ credit measure, S. 1-5; O. Vasicek (2001), 
EDF™ and bond pricing, S. 1-8. 

443  Vgl. J. Bohn (1999), Characterizing credit spreads, S. 13-15. 
444  Vgl. K. Düllmann, M. Uhrig-Homburg und M. Windfuhr (2000), Risk structure of interest rates, S. 380 

ff. 
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WEGE & TURNER geben jedoch zu bedenken, dass die Hügelform durch systematische Ver-

zerrungen innerhalb der Ratingklassen hervorgerufen werden könnte. Eine paarweise Ana-

lyse von Anleihen mit unterschiedlichen Restlaufzeiten, aber zur Ausschaltung von Ver-

zerrungen innerhalb von Ratingklassen mit identischen Emittenten, zeigt steigende Zeit-

strukturen für Anleihen der Ratingklassifikationen „B“ und „BB“.445 In einer konzeptionell 

ähnlichen Studie bestätigen HE, HU & LANG dieses Ergebnis, erhalten aber für die bonitäts-

risikoreichere Ratingklasse „CCC“ wiederum eine fallende Struktur.446 BOHN verweist auf 

die Bedeutung der sorgsamen Risikoklassifikation und zeigt auf, dass das Ergebnis mit 

dem verwendeten Risikomaß (Ratings, KMV’s EDF™-Maß) variieren kann.447 

Die Güte der Unternehmenswertansätze wurde insbesondere im kurzfristigen Laufzeitbe-

reich in Frage gestellt. Da im Falle kurzer Zeithorizonte für Diffusionsprozesse, anders als 

für Jump-Prozesse448, das Überschreiten von Ausfallschwellen unwahrscheinlich ist, prog-

nostizieren Unternehmenswertwertmodelle für abnehmende Restlaufzeiten verschwinden-

de Credit Spreads.449 Tatsächlich sind aber bereits bei kurzen Laufzeiten nicht nur bei Spe-

culative-Grade-Anleihen beachtliche Credit Spreads zu beobachten. EOM, HELWEGE & 

HUANG zeigen für „BBB“ und besser geratete Anleihen eine dramatische Unterschätzung 

der Credit Spreads durch das MERTON-Modell gerade im kürzeren Laufzeitbereich auf.450 

In der weiteren Vorgehensweise (vgl. Abb. 3-1) werden Reorganisations-, Ausfallschran-

ken und Unternehmenswertprozesse so zu modellieren sein, dass Ausfallwahrscheinlich-

keiten für jeden beliebigen, insbesondere auch kurzfristigen Zeithorizont korrekt reflektiert 

werden. Die Ausfallwahrscheinlichkeiten werden modellexogen formuliert. Prinzipiell 

können dazu historische Informationen oder beobachtbare Marktpreise verwendet werden. 
                                                           
445  Vgl. J. Helwege und C. Turner (1999), Credit yield curves for speculative-grade issuers, S. 1874-1877. 
446  Vgl. J. He, W. Hu und L. Lang (2000), Credit spread curves, S. 13 u. 14-17. 
447  Vgl. J. Bohn (1999), Characterizing credit spreads, S. 15-17. 
448  C. Zhou (1997), A jump-diffusion approach, S. 1-47 präsentiert ein Modell mit verändertem Unterneh-

menswertprozess. Dabei werden exogene Schocks modelliert, die ein überraschendes Unterschreiten der 
Ausfallschwelle des Unternehmenswertes trotz vorherigem „sicheren“ Abstand ermöglichen. 

449  Theoretische Diskussionen der Credit Spreads im Modell nach MERTON finden sich in C. Lee (1981), 
Corporate debt: A note, S. 1187-1189 und C. Pitts und M. Selby (1983), Corporate debt: A further note, 
S. 1311-1313. Im Normalfall streben die Credit Spreads mit abnehmender Restlaufzeit gegen null. Le-
diglich für den Fall, dass MERTON’s „Debt-to-Firm Value Ratio“ d=DT·exp(rT)/A kleiner als eins ist, 
strebt die Ausfallwahrscheinlichkeit für kurze Restlaufzeiten gegen eins und der Credit Spread folglich 
gegen unendlich. Die Existenz derartiger „Debt-to-Firm Value Ratios“ darf jedoch bezweifelt werden. 
Vgl. J. Helwege und C. Turner (1999), Credit yield curves for speculative-grade issuers, S. 1883. Im 
Modell von LONGSTAFF & SCHWARTZ streben die Credit Spreads unabhängig von der Kreditqualität stets 
gegen null. Vgl. A. Longstaff und E. Schwartz (1995), Valuing risky debt, S. 799-803. 

450  Vgl. Y. Eom, J. Helwege und J. Huang (2004), An empirical analysis of structural models, S. 505 u. 510-
534. Für „Schrottanleihen“ verschwindet jedoch das Overpricing-Phänomen. Da im Rahmen der Studie 
„Debt-to-Firm Value Ratios“ bis max. 0,864 geschätzt wurden, erscheint dieses Ergebnis unter Berück-
sichtigung der Tatsache, dass die theoretischen Spreadverläufe für „Debt-to-Firm Value Ratios“ knapp 
unterhalb von eins auch bereits für kurze Restlaufzeiten hohe Werte annehmen, plausibel. 
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Abb. 3-1:  Das semi-analytische Kreditrisikomodell im Überblick 
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Die Transaktionen am deutschen Verbriefungsmarkt – insbesondere die der KfW im Rah-

men des PROMISE-Programms – transferieren jedoch primär Ausfallrisiken von Krediten an 

Unternehmen des deutschen Mittelstandes.451 Da mittelständischen Unternehmen im Rah-

men der Fremdkapitalfinanzierung der Zutritt zu den organisierten Kapitalmärkten auf-

grund zu geringer Bedarfsvolumina und unzureichender Bonität452 weitgehend verschlos-

sen bleibt, hat sich die Kreditfinanzierung durch Kreditinstitute als vorrangige Form der 

Fremdkapitalbeschaffung des deutschen Mittelstandes etabliert.453 Marktpreise für Mit-

telstandskredite sind infolgedessen nicht verfügbar. Es bleibt der Rückgriff auf historische 

Informationen der Hausbanken.454 Sollten bankinterne Informationen für externe Analysen 

nicht zur Verfügung stehen, kann auf öffentlich zugängliches Datenmaterial der Ratinga-

genturen zurückgegriffen werden. Die modelltechnische Abbildung exogen vorgegebener 

Ausfallwahrscheinlichkeiten wird über zeitabhängige Reorganisationsschranken mit geo-

metrisch BROWNschen Unternehmenswertprozessen bzw. – völlig äquivalent – über kon-

stante Reorganisationsschranken mit zeittransformierten Unternehmenswertprozessen er-

folgen. Da im Weiteren CA(T)=KA gilt, werden die Begriffe der Reorganisations- und Aus-

fallschranke synonym verwendet. Die Betrachtung der Wertentwicklung der Vermögens-

gegenstände eines Unternehmens als zentralen Kreditrisikofaktor erhält die ökonomische 

Interpretation des Ausfallereignisses als Unvermögen des Unternehmens, den Zahlungs-

verpflichtungen aus dem eingegangenen Schuldverhältnis mangels eines ausreichenden 

Unternehmenswertes nachkommen zu können, aufrecht. Zudem können Zusammenhänge 

zwischen Ausfällen von Schuldtiteln verschiedener Unternehmen nach wie vor durch kor-

relierte Prozessänderungen erklärt werden. Im Rahmen der Berücksichtigung regelmäßiger 

Zins- und Tilgungszahlungen ist jedoch zu beachten, dass die Modellierung zwischenzeit-

licher455 Ausfälle nicht zu Verzerrungen in den Ausfallkorrelationen führt.456 Angestrebt 

wird, das Modell so zu formulieren, dass alle Einflussfaktoren auf das Kreditrisiko im 
                                                           
451  Vgl. D. Glüder und H. Böhm (2003), Innovationen im Fördergeschäft, S. 646 f. Zu Fragen der Abgren-

zung des Mittelstandes sowie seiner Bedeutung für die deutsche Marktwirtschaft siehe D. Reis (1998), 
Internationale mittelständische Unternehmen, S. 11-41. 

452  Die Bonität mittelständischer Unternehmen entspricht im Durchschnitt einem externen „BB“-Rating. 
Vgl. H. Schulte-Mattler und T. Manns (2004), Kreditkosten des Mittelstandes, S. 378. 

453  Vgl. D. Reis (1998), Internationale mittelständische Unternehmen, S. 30 f. 
454  Die dominierende Form der Eigenkapitalfinanzierung deutscher mittelständischer Unternehmen stellt die 

Selbstfinanzierung dar. Vgl. D. Reis (1998), Internationale mittelständische Unternehmen, S. 24 f. 
455  „Zwischenzeitlich“ ist hier im Sinne von „vor dem Fälligkeitszeitpunkt des Kredites“ zu sehen. 
456  Ein Mehr-Perioden-MERTON-Modell in Form einer Aneinanderreihung einfacher Monte-Carlo-

Experimente auf der Basis der multivariaten Normalverteilung mit ausfallwahrscheinlichkeitskonformen 
Thresholds für jede Teilperiode und jeden Kredit führt beispielsweise im Vergleich zum Ein-Perioden-
MERTON-Modell der Totalperiode zu identischen univariaten aber unterschiedlichen gemeinsamen Aus-
fallwahrscheinlichkeiten. Im bivariaten Fall können die gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten durch 
eine Korrektur der Unternehmenswertkorrelation für unterschiedliche Teilperiodenanzahlen einander an-
geglichen werden. Die Korrektur ist ökonomisch jedoch kaum interpretierbar. Siehe auch D. Puga-
chevsky (2002), Multi-credit models, S. 17-20. Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 2435. 



110 

Portfoliokontext ceteris paribus untersucht werden können. Das schließt neben regelmäßi-

gen Tilgungszahlungen (im Gegensatz zu endfälligen Zahlungen) auch die Heterogenität 

der Restlaufzeiten und Nominalwerte mit ein. 

Die große Anzahl der zu berücksichtigenden Parameter – insbesondere im Falle stark hete-

rogener Referenzportfolios – legt die Verwendung von Simulationsmethoden zur Ermitt-

lung der Verlustverteilung des Referenzportfolios nahe. Da Simulationen stets einen hohen 

Rechenaufwand bedeuten und selbst bei einer hohen Anzahl von Simulationswiederholun-

gen zu Simulationsfehlern führen, ist ein analytisches, zumindest jedoch ein semi-

analytisch rechenbares Verfahren der Simulation vorzuziehen. Ein solches Verfahren sollte 

möglichst viele Parameter – insbesondere die Heterogenität des Referenzportfolios – in die 

Rechnung mit einbeziehen. Ein analytisches bzw. semi-analytisches Modell würde darüber 

hinaus Sensitivitätsanalyseergebnisse ermöglichen, die nicht durch Simulationsfehler be-

einträchtigt oder gar vollständig durch diese maskiert wären. Die Verwendung BROWN-

scher Bewegungen in Verbindung mit Zeittransformationen und konstanten Ausfallschran-

ken wird im Folgenden eine weitgehend analytische Formulierung der Ereignis- und Ver-

lustverteilung des Referenzportfolios gestatten. 

32 Modellierung von Credit Curves 
Die Zuweisung von Ausfallwahrscheinlichkeiten an kreditrisikobehaftete Schuldtitel in 

Abhängigkeit ihrer Bonitätseinstufungen für jeden beliebigen Zeithorizont geschieht nach-

folgend auf der Basis von ratingabhängigen Hazard Rate-Funktionen. Ihre Graphen werden 

in dieser Arbeit als Credit Curves bezeichnet. Zunächst ist die theoretische Verbindung 

zwischen zeithorizontabhängigen Ausfallwahrscheinlichkeiten und Credit Curves zu klä-

ren. Im Anschluss erfolgt die Modellierung ratingabhängiger Credit Curves mit empiri-

schem Datenmaterial der Ratingagenturen STANDARD & POOR’S sowie MOODY’S. 

321 Ausfallzeit, Ausfallwahrscheinlichkeit und Credit Curves 
Die Möglichkeit eines jederzeitigen Ausfalls des Schuldtitels i bedarf der Einführung einer 

Ausfallzeit τi. Die Ausfallzeit τi ist als stetige Zufallsvariable zu verstehen und wird im 

Folgenden mit Hilfe der First-Passage Time457 modelliert. Die First-Passage Time τFP,i gibt 

ausgehend vom Modellierungszeitpunkt t0=0 die Zeit bis zur Verletzung der Ausfall- bzw. 

Reorganisationsschranke KA,i,t durch den Wert der den Schuldtitel sichernden Vermögens-

gegenstände Ai,t an. Der üblichen Notation folgend, wird τi=∞ angenommen, falls inner-

halb der Restlaufzeit [0,Ti] keine Verletzung der Schranke KA,i,t erfolgt: 

                                                           
457  Zum Konzept der First-Passage Time siehe I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 79. 
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Definition 3-1 (Ausfallzeit): 
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Die First-Passage Time τFP,i folge der Verteilungsfunktion FτFP,i(t). Die Verteilungsfunkti-

on sei streng monoton wachsend mit FτFP,i(0)=0. Durch Betrachtung einer infinitesimal 

kleinen Umgebung an der Stelle t lässt sich zur Verteilungsfunktion – sofern diese es zu-

lässt – die zugehörige Dichtefunktion fτFP,i(t) definieren:458 

Definition 3-2 (Verteilungs- und Dichtefunktion der First-Passage Time): 
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Die Ausfall- und Überlebenswahrscheinlichkeiten der Schuldtitel lassen sich damit be-

trachtungszeitpunktabhängig über die Verteilungsfunktionen der First-Passage Time dar-

stellen. Für 0≤t≤Ti ergeben sich die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten für den dazuge-

hörigen Betrachtungszeitraum [0,t] gem.:459 

( ) ( ) [ ]
,

0,
FP ii ip t F t mit t Tτ= ∈ , (3.4) 

( ) ( ) ( ) [ ]
,

1 1 0,
FP ii i ip t p t F t mit t Tτ= − = − ∈ . (3.5) 

Wird der stochastische Prozess der Vermögensgegenstände Ai,t als geometrische BROWN-

sche Bewegung gem. (2.10) modelliert, lässt sich bei Kenntnis der Parameter µA,i und σA,i 

sowie der (zeitabhängigen) Schranke KA,i,t die Ausfallwahrscheinlichkeit pi,t modellendo-

gen ermitteln. Zur Vermeidung der Modellierung komplexer Reorganisations- bzw. Insol-

venzverhandlungen, sollen die Ausfall- und Überlebenswahrscheinlichkeiten jedoch nicht 

modellendogen ermittelt, sondern, wie auch im Anschluss die Schranken KA,i,t, modellexo-

gen geschätzt werden.460 Dazu wird es sich als hilfreich erweisen, Ausfall- und Überle-

benswahrscheinlichkeiten für jedes beliebige Subzeitintervall (t,t+∆t] angeben zu können.  

                                                           
458  Vgl. D. Li (2000), On default correlation, S. 44 f. 
459  Für einen Betrachtungszeitpunkt jenseits des Fälligkeitszeitpunktes nimmt die Ausfallwahrscheinlichkeit 

den Wert für den Fälligkeitszeitpunkt an. 
460  Vgl. Abschnitt 31. 
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Zur Zuordnung von Ausfall- und Überlebenswahrscheinlichkeiten zu jedem beliebigen 

Zeitab- und -ausschnitt wird auf die ausfallwahrscheinlichkeitsäquivalente Darstellung der 

Hazard Rate-Funktion zurückgegriffen. Die Hazard Rate hi,t beschreibt (näherungsweise) 

die marginale Ausfallwahrscheinlichkeit pi,t+∆t|t eines Schuldtitels innerhalb des infinitesi-

mal kleinen Zeitintervalls (t,t+∆t] unter der Bedingung, dass das Ausfallereignis bis zum 

Zeitpunkt t noch nicht eingetreten ist:461 
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Der Term fτFP,i,t /(1-FτFP,i,t) in (3.6) ist als Hazard Rate hi,t bzw. als Hazard Rate-Funktion 

hi(t) bekannt und gibt die (bedingte) instantane Ausfallwahrscheinlichkeit im Zeitpunkt t 

an:462 

Definition 3-3 (Hazard Rate-Funktion): 
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Unter Verwendung von Standardverfahren zum Lösen der Differentialgleichung (3.7) las-

sen sich die Ausfall- und die Überlebenswahrscheinlichkeit mit Hilfe der Hazard Rate-

Funktion beschreiben. Am Beispiel der Ausfallwahrscheinlichkeit erhält man:463 

( ) ( ) [ ]
,,

0

1 exp 0,
FP i

t

i t i ip F t h s ds für t Tτ
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Die marginale Ausfallwahrscheinlichkeit pi,t+∆t|t eines Schuldtitels für das (nicht notwendi-

gerweise infinitesimal kleine) Zeitintervall (t,t+∆t] unter der Bedingung, dass der Schuldti-

tel bis zum Zeitpunkt t überlebt hat, lässt sich durch Integration der Hazard Rate-Funktion 

über dem betrachteten Zeitintervall ermitteln: 
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461  Die Hazard Rate ist auch als Default Intensity bekannt. Vgl. K. Giesecke (2004), Introduction to credit 

risk modeling, S. 507-510. 
462  Vgl. D. Li (2000), On default correlation, S. 45. 
463  Vgl. W. Walter (2000), Gewöhnliche Differentialgleichungen, S. 9-37. Siehe auch Anlage 5. 
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Da die graphischen Darstellungen der Hazard Rate-Funktionen an die Zeitstruktur von 

Zinskurven (Yield Curves) erinnern (vgl. bspw. Abb. 3-2), bezeichnet LI464 die resultieren-

den Graphen auch als Credit Curves. Von besonderem Interesse wird im Folgenden die 

nahe liegende Übertragung ausgewählter Techniken aus dem Zinsrisikomanagement auf 

das Kreditrisikomanagement sein.465 Ebenso wie der Einfluss einer Verschiebung, Dre-

hung oder Krümmungsänderung von Yield Curves auf die Bewertung oder Risikomessung 

von Zinsportfolios untersucht werden kann, lässt sich der Einfluss der Änderung der Lage 

und Form der Credit Curves auf die Bewertung und Risikomessung von Kreditportfolios 

und darauf bezogene Derivate sowie Asset-Backed-Securities-Strukturen analysieren. Zu-

nächst sollen jedoch ratingabhängige Credit Curves mit Hilfe von Informationen der Ra-

tingagenturen MOODY’S sowie STANDARD & POOR’S konstruiert werden. 

322 Konstruktion von Credit Curves mittels Informationen der Ratingagenturen 
Ratingagenturen wie MOODY’S und STANDARD & POOR’S veröffentlichen auf regelmäßiger 

Basis ausgewählte Ergebnisse ihrer statistischen Auswertungen historischer Kreditausfälle. 

Besondere Aufmerksamkeit erfahren dabei vor allem die ratingabhängigen 1-jährigen Aus-

fall- und Bonitätsänderungsraten. Ihre Bedeutung erhalten sie durch den in der Kreditrisi-

komessung vorherrschenden Risikohorizont von einem Jahr. Akzeptanz erhielten sie nicht 

zuletzt durch ihre explizite Einbeziehung in das Kreditrisikomodell CREDITMETRICS™.466 

Daneben veröffentlichen die Agenturen kumulative Ausfallraten für Zeithorizonte von 1-

15 Jahre (STANDARD & POOR’S467) bzw. 1-20 Jahre (MOODY’S468). Beide Datenquellen 

lassen sich unter Berücksichtigung von bestimmten, im Folgenden genauer darzustellen-

den, Annahmen heranziehen, um Credit Curves zu konstruieren. 

Zeitraum 1 2 3 4 5 
Rating „BB“ 1,47 % 4,49 % 8,18 % 11,69 % 14,77 % 

Tab. 3-1:  Historische Ø kumulative Ausfallraten nach STANDARD & POOR'S (Auszug) 

Tab. 3-1 zeigt auszugsweise469 die kumulativen Ausfallraten für „BB“ geratete Kredite 

nach STANDARD & POOR’S. Werden die Ausfallraten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert, 

lassen sich die bedingten 1-jährigen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,t+∆t|t ermitteln: 

, , , ,i t t i t i t i t t tp p p p+∆ +∆= + ⋅ . (3.10) 

                                                           
464  Vgl. D. Li (2000), On default correlation, S. 46. 
465  Weitere Vorteile von Credit Curves finden sich in D. Li (2000), On default correlation, S. 46. 
466  Vgl. JPMorgan (1997), CM™ Technical Document. Für eine konzeptionelle Einführung siehe H. Schul-

te-Mattler und T. Stausberg (1998), Kreditrisikoquantifizierung mit Übergangsmatrizen, S. 633-638. 
467  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 7 (STANDARD & POOR’S Studie). 
468  Vgl. D. Hamilton et al. (2003), Default & recovery rates, S. 38 (MOODY’S Studie). 
469  Umfangreichere Datentabellen enthält Anlage 16. 
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Gleichung (3.10) sagt aus, dass sich die Ausfallwahrscheinlichkeit für das Zeitfenster 

[0,t+∆t] als Summe der Ausfallwahrscheinlichkeit für das Zeitfenster [0,t] und der Über-

lebenswahrscheinlichkeit für das Zeitfenster [0,t] mit anschließendem Ausfall im Zeitab-

schnitt ∆t ergibt.470 Mit dem Startwert pi,1=pi,1|0=1,47 % lassen sich sukzessiv die weiteren 

Werte 3,07 %, 3,86 %, 3,82 % und 3,49 % für pi,t+∆t|t mit t=2,3,4 und 5 ermitteln. Die be-

dingten 1-jährigen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,t+∆t|t sind nun in Gleichung (3.9) einzu-

setzen. Unter der zentralen Annahme einer abschnittsweise konstanten Hazard Rate 

hi,[t,t+∆t], lässt sich Gleichung (3.9) wie folgt nach hi,[t,+∆t], auflösen: 

[ ] ( ), , ,
1 ln 1i t t t i t t th p
t+∆ +∆= − −

∆
. (3.11) 

Dem Beispiel folgend, ergeben sich die Hazard Rates 0,0148, 0,0311, 0,0394, 0,0390 und 

0,0355. In Abb. 3-2 sind die Credit Curves für den Investmentgrade- und Speculativegra-

de-Bereich, basierend auf den historischen, durchschnittlichen und kumulativen Ausfallra-

ten nach STANDARD & POOR’S, graphisch abgetragen. Sie werden im Folgenden als Credit 

Curves vom Typ A bezeichnet. Auffallend ist die Ähnlichkeit zu den diskutierten Spread-

verläufen. Die Hazard-Rates für gering bonitätsrisikobehaftete Kredite sind im Zeitablauf 

leicht steigend, während sie für Kredite unterster Bonität fallen und für Kredite mittlerer 

Bonität eine Hügelform annehmen: 

0 1 2 3 4 5 6 70.
00

0
0.

00
2

0.
00

4
0.

00
6

0.
00

8
0.

01
0

h R
(t)

t

BBB

A

AA

AAA

Investment-Grade
Standard & Poor's

0 1 2 3 4 5 6 70.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

0.
30

h R
(t)

t

CCC

B

BB

Speculative-Grade
Standard & Poor's

 

Abb. 3-2:  Credit Curves vom Typ A 
Credit Curves, basierend auf den historischen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten nach STANDARD 
& POOR’S. Die Hazard Rate wird innerhalb eines Jahres als konstant angenommen. 

                                                           
470  Vgl. D. Li (2000), On default correlation, S. 47. 
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Die Berücksichtigung von kreditausfallwahrscheinlichkeitsbeeinflussenden Bonitätsver-

besserungen bzw. -verschlechterungen erlaubt eine weitergehende Verfeinerung der Credit 

Curves und mündet in Credit Curves des Typs B. Ausgangspunkt bildet eine auf ein Jahr 

bezogene stochastische Ratingmigrationsmatrix, welche die Eintrittswahrscheinlichkeiten 

qRt,Rt+1 aller möglichen Bonitätszustände nach einem Jahr Rt+1 unter der Voraussetzung 

eines anfänglichen Bonitätszustandes Rt (Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten) enthält: 
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Die Verteilung des Kreditausfallzeitpunktes eines jeden Kredites im Referenzportfolio 

wird folglich mittels einer diskreten MARKOV-Kette auf den finiten Zustandsraum 

Ω={1,…,k} modelliert (MARKOV-Prozess). Der Bonitätszustand „1“ stellt den bestmögli-

chen Bonitätszustand dar, während der Bonitätszustand „k“ den Ausfall des Kredites be-

deutet. Die ersten k-1 Spalten geben ausgehend von einem Startzustand i die Übergangs-

wahrscheinlichkeiten in einen Bonitätszustand verschieden von „Default“ wieder. Die k-te 

Spalte enthält die Ausfallwahrscheinlichkeiten. Da die Übergangsmatrix vollständig ist, 

d. h. alle denkbaren Bonitätszustände enthält, summieren sich die einzelnen Zeilen stets zu 

eins:471 

Q[t,t+1] AAA AA A BBB BB B CCC D 
AAA 0,9305 0,0629 0,0046 0,0015 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 
AA 0,0059 0,9102 0,0757 0,0061 0,0006 0,0011 0,0002 0,0001 
AA 0,0005 0,0210 0,9149 0,0561 0,0047 0,0019 0,0004 0,0005 
BBB 0,0003 0,0022 0,0438 0,8913 0,0463 0,0094 0,0027 0,0039 
BB 0,0003 0,0009 0,0043 0,0597 0,8301 0,0775 0,0121 0,0150 
B 0,0000 0,0008 0,0029 0,0040 0,0526 0,8225 0,0485 0,0688 
CCC 0,0010 0,0000 0,0032 0,0063 0,0157 0,0992 0,5605 0,3142 

Tab. 3-2:  Historische Ø 1-Jahres-Migrationsraten nach STANDARD & POOR'S 

Es wird im Weiteren angenommen, dass der MARKOV-Prozess absorbierend und zeitho-

mogen ist. Absorbierend bedeutet, dass mindestens ein Zustand endgültig ist. Die Kreditri-

                                                           
471  Jede Zeile für sich stellt demnach einen stochastischen Vektor dar. 
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sikomodellierung mit Übergangsmatrizen postuliert diese Eigenschaft regelmäßig für den 

Zustand „Default.472 Ist ein Kredit einmal ausgefallen, kann dieser Zustand nicht wieder 

geheilt werden: 

,

,

0 1, , 1,

1.
k j

k k

q j k

q

= ∀ = −
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…
 (3.13) 

Ein MARKOV-Prozess heißt „zeithomogen“, wenn dessen Übergangsmatrix im Zeitablauf 

konstant bleibt. Durch Multiplikation einer in obiger Weise definierten Übergangsmatrix 

mit sich selbst, lassen sich bekanntermaßen Ausfall- und Bonitätsänderungswahrschein-

lichkeiten für multiple Zeitfenster ermitteln.473 

Um auch Übergangswahrscheinlichkeiten für Bruchteile eines Jahres zu ermitteln, wird 

vorgeschlagen, aus der diskreten 1-Jahres-Übergangsmatrix, ähnlich der Vorgehensweise 

von JARROW, LANDO & TURNBULL zur Berechnung der Zeitstruktur von Credit Risk 

Spreads474, eine Generator-Matrix für einen dem zeit-diskreten MARKOV-Prozess äquiva-

lenten zeit-kontinuierlichen MARKOV-Prozess zu berechnen. Der zeit-kontinuierliche 

MARKOV-Prozess soll zum zeit-diskreten MARKOV-Prozess „äquivalent“ sein, wenn sich 

mit Hilfe der Generator-Matrix des kontinuierlichen Prozesses die Übergangsmatrizen des 

diskreten Prozesses für beliebige diskrete Zeitpunkte abbilden lassen. Die Generator-

Matrix stellt das den MARKOV-Prozess definierende Pendant zur Übergangsmatrix für ei-

nen infinitesimal kleinen Zeitraum dar:475 
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472  Vgl. stellvertretend R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), Credit risk spreads and Markov models, 

S. 487 f. Abweichend davon modellieren H. Schulte-Mattler und T. Stausberg (1998), Kreditrisikoquan-
tifizierung mit Übergangsmatrizen, S. 635, Tab. 4. 

473  Der Frage, inwieweit stochastische Übergangsmatrizen die MARKOV-Eigenschaft aufweisen, sind 
A. Bangia et al. (2002), Rating migration and the business cycle, S. 459 f. nachgegangen. Ihre Ergebnisse 
auf der Basis von Standardtests stützen die Annahme der MARKOV-Eigenschaft. 

474  Vgl. R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), Credit risk spreads and Markov models, S. 494-497. 
475  Vgl. zur Vorgehensweise auch R. Israel, J. Rosenthal und J. Wei (2001), Finding generators, S. 246-248. 

Zu Existenzbedingungen siehe ebenda, S. 248 f. u. S. 254-258. 
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Die Generator-Matrix ist keine stochastische Matrix. Die Elemente addieren sich nicht zu 

eins. Die Diagonalelemente weisen stets negative Werte auf. Die letzte Zeile enthält ledig-

lich Nullen und drückt den absorbierenden Charakter des Zustands „Default“ aus.476 

Zum Zwecke der Schätzung der Generator-Matrix wird der Zeitraum von einem Jahr in 

n>0 äquidistante Zeitperioden der Länge 1/n unterteilt: 

( ) 11 1 0, , 1h nh nt t const h n⋅+ ⋅ − = ∀ = −… . (3.15) 

Die stochastische Übergangsmatrix für jede dieser Subperioden wird definiert als: 

( )
[ ], 1

1 , 1 1 0, , 1t t n
t h n t h n h n

n
+

+ ⋅ + + ⋅  

 
= + ∀ = −  
 

Λ
Q I … .477 (3.16) 

Zur Schätzung der Generator-Matrix Λ wird angenommen, dass die Ratingmigrations-

matrizen und somit auch die Generatoren Λ[t,t+1/n]=Λ der Subperioden identisch sind (Zeit-

homogenität). Die Übergangsmatrix Q[t,t+1] für den Zeitraum von einem Jahr lässt sich so-

mit als Matrixprodukt von n identischen Subübergangsmatrizen Q[t+h*1/n,t+(h+1)*1/n]=Q[t,t+1/n] 

darstellen: 

[ ] [ ], 1 , 1/

n
n

t t t t n n+ +
 = = + 
 

ΛQ Q I . (3.17) 

Um die Generatormatrix Λ für den zeit-kontinuierlichen MARKOV-Prozess zu erhalten, ist 

die Länge der Subperioden infinitesimal klein zu gestalten. Unter Verwendung der Defini-

tion der Exponentialfunktion für Matrizen478 ergibt sich: 

[ ] [ ], 1 , 1/lim lim exp( )
n

n
t t t t nn n n+ +→∞ →∞

 = = + = 
 

ΛQ Q I Λ . (3.18) 

Damit stellt sich das Problem der Kalkulation der Logarithmusfunktion einer Matrix als 

Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. JARROW, LANDO & TURNBULL479 schlagen eine 

Approximation unter der Annahme vor, dass Kredite während einer Betrachtungsperiode 

                                                           
476  Für eine Einführung in zeit-kontinuierliche MARKOV-Prozesse siehe D. Isaacson und R. Madsen (1985), 

Markov chains, S. 229-248. 
477  Dass die Übergangsmatrix für die Subperiode wieder stochastisch ist, lässt sich folgendermaßen begrün-

den: Die Summe der Zeilenelemente ist sowohl vor als auch nach der Division durch n gleich null. Die 
Addition der Einheitsmatrix bewirkt zweierlei. Zum einen addieren sich nun die Zeilenelemente zu eins, 
zum anderen weisen die Diagonalelemente für sehr große n keine negativen Werte mehr auf. 

478  Zur Definition der Exponentialfunktion für Matrizen vgl. R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), 
Credit risk spreads and Markov models, S. 495, Fn. 10. 

479  Vgl. R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), Credit risk spreads and Markov models, S. 505. 
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nur um eine Bonitätsstufe herauf- bzw. herabgestuft werden können. Diese Herangehens-

weise nimmt jedoch in Kauf, dass – am Beispiel eines Tripel-A gerateten Kredites argu-

mentiert – ein Ausfall frühestens nach 7 Betrachtungsperioden stattfinden kann. Zur Ver-

meidung derartiger Vereinfachungen soll hier die TAYLOR-Entwicklung der Logarithmus-

funktion zur Kalkulation herangezogen werden:480 

[ ]( ) [ ]( )( )
[ ]( ) [ ]( )

[ ]( )

[ ]( )
, 1 , 1

1 2 3

, 1 , 1 , 1

, 1

1

log log

1 2 3

.

t t t t

t t t t t t

n

t t

n n

+ +

+ + +

∞
+

=

= = − −

     − − − − − −     = − + −

−
= −∑

Λ Q I I Q

I Q I Q I Q

I Q

"  (3.19) 

Tendenziell konvergiert die TAYLOR-Entwicklung der Logarithmusfunktion umso schlech-

ter, je stärker sich die betrachtete Matrix von der Einheitsmatrix unterscheidet.481 Rating-

migrationsmatrizen stellen jedoch stochastische Matrizen dar, bei denen sich ein Großteil 

der Wahrscheinlichkeitsmasse auf den Diagonalelementen befindet. Die Wahrscheinlich-

keit einer Bonitätsveränderung um mehr als eine Stufe ist insbesondere im Investmentgra-

de-Bereich sehr klein und nimmt mit einer zunehmenden Anzahl von Bonitätsstufen weiter 

ab. Werden die Elemente der 1-Jahres-Migrationsraten aus Tab. 3-2 als Wahrscheinlichkei-

ten interpretiert, erhält man bereits nach ca. 100 Elementen der Taylorentwicklung für Λ: 

Λ AAA AA A BBB BB B CCC D 
AAA -0,0722 0,0683 0,0021 0,0013 0,0005 -0,0001 0,0000 0,0000 
AA 0,0064 -0,0953 0,0829 0,0042 0,0004 0,0012 0,0002 0,0000 
AA 0,0005 0,0229 -0,0914 0,0620 0,0037 0,0016 0,0004 0,0003 
BBB 0,0003 0,0019 0,0484 -0,1185 0,0536 0,0083 0,0031 0,0029 
BB 0,0003 0,0008 0,0031 0,0693 -0,1911 0,0929 0,0140 0,0106 
B -0,0001 0,0008 0,0030 0,0022 0,0632 -0,2030 0,0708 0,0631 
CCC 0,0014 -0,0002 0,0039 0,0078 0,0178 0,1449 -0,5850 0,4095 

Tab. 3-3:  Generator-Matrix482 

                                                           
480  Vgl. L. Dieci (1996), Computing real logarithms of matrices, S. 35-54. Für weitere Algorithmen und 

Approximationen siehe stellvertretend L. Dieci und A. Papini (2000), Padé approximation of the loga-
rithm of a matrix, S. 913-930; S. Cheng et al. (1999), Approximating the logarithm of a matrix, S. 1-14 
(PADÉ-Entwicklungen); C. Kenney und A. Laub (1998), Logarithm and exponential of a matrix, S. 640-
663 (SCHUR-FRECHÉT-Methode) sowie die dort angegebene Literatur. 

481  Vgl. S. Cheng et al. (1999), Approximating the logarithm of a matrix, S. 2. Für Lösungsmöglichkeiten 
siehe die Literaturverweise unter Fußnote 480. 

482  Einzelne Elemente abseits der Hauptdiagonalen mit Werten kleiner als null weisen auf Nicht-
Stationarität des MARKOV-Prozesses hin. Vereinfachend werden im Folgenden alle negativen Elemente 
abseits der Hauptdiagonalen auf null gesetzt. Die Diagonalelemente werden entsprechend (3.14) adjus-
tiert. Eine Neuberechnung der 1-Jahres Übergangsmatrix mit Hilfe des „bereinigten“ Generators hat le-
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Bonitätsübergangsmatrizen beliebiger Zeiträume ergeben sich ganz analog zu (3.17) und 

(3.18) auf Basis der nun bekannten Generator-Matrix mit Hilfe der Exponentialfunktion:483 

[ ] ( ) ( )
,

0
exp

!

n

t t t
n

t
t

n

∞

+∆
=

∆ ⋅
= ∆ ⋅ =∑

Λ
Q Λ . (3.20) 

In einem reinen Default-Mode-Modell wären die Elemente der Spalte „D“ der Generator-

Matrix bereits die gesuchten Hazard Rates.484 Die Credit Curves würden eine flache Zeit-

struktur aufweisen. Da jedoch Bonitätsmigrationen zu berücksichtigen sind, müssen die 

Hazard Rates erneut aus den marginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten gewonnen werden. 

Dazu wird in Analogie zur obigen Vorgehensweise eine konstante Hazard Rate pro Zeitab-

schnitt unterstellt. Die Zeitabschnittslänge ∆t kann diesmal jedoch beliebig klein gewählt 

werden. Für jeden Zeitpunkt t bzw. t+∆t können die ratingabhängigen Überlebens- und 

Ausfallwahrscheinlichkeiten mit Hilfe von (3.20) ermittelt werden und ergeben sich auf 

der Basis der letzten Spalte von Q[0,t] bzw. Q[0,t+∆t]. Mit (3.10) lassen sich daraus die mar-

ginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,t+∆t|t für alle betrachteten Zeitabschnitte [t,t+∆t] 

errechnen. Gleichung (3.11) liefert die dazugehörigen Hazard Rates hi,[t,t+∆t]. 
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Abb. 3-3:  Credit Curves vom Typ A und B des Investment-Grades im Vergleich 
Credit Curves, basierend auf den historischen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten (Stufen) sowie 
den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Linien) nach STANDARD & POOR’S. 
                                                                                                                                                                                

diglich Fehler in der vierten Stelle nach dem Komma ergeben. Die adjustierte Generator-Matrix findet 
sich in Tab. A - 3 der Anlage 17. Eine alternative Lösung des Problems schlagen A. Kreinin und M. Si-
delnikova (2001), Regularization algorithms, S. 29-33 vor. 

483  Für die TAYLOR-Entwicklung der Exponentialfunktion siehe S. Cheng et al. (1999), Approximating the 
logarithm of a matrix, S. 1. Zur numerischen Berechnung reichen i. d. R. wenige hundert Summanden. 

484  Ein reines Default-Mode-Modell stellen A. Jarrow und S. Turnbull (1995), Pricing credit risky derivati-
ves, S. 58 f. u. S. 59-62 vor. 
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Abb. 3-3 und Abb. 3-4 zeigen die so gewonnenen ratingabhängigen Credit Curves im Ver-

gleich zu denen auf der Basis der kumulativen Ausfallraten. Der verwendete Zeitabschnitt 

∆t beträgt einen Tag. Diese Credit Curves werden im weiteren Verlauf der Arbeit als Cre-

dit Curves vom Typ B bezeichnet. Die graphische Gegenüberstellung zeigt, dass insbeson-

dere für größere Laufzeiten beachtliche Divergenzen auftreten können. Behoben werden 

könnte dies, indem die Generator-Matrix nicht auf der Basis der 1-Jahres-

Übergangsmatrix, sondern, dem Durchschnittsgedanken folgend, auf der Basis einer T-

Jahres-Übergangsmatrix geschätzt werden würde.485 Unter Umständen ließe sich der Be-

zugszeitraum der verwendeten Matrix in Einklang mit dem verwendeten Risikohorizont 

bringen. 
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Abb. 3-4:  Credit Curves vom Typ A und B des Speculative-Grades im Vergleich 
Credit Curves, basierend auf den historischen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten486 (Stufen) sowie 
den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Linien) nach STANDARD & POOR’S. 

Anhand des Graphen für die Ratingklasse „CCC“ wird weiterhin deutlich, dass in Abhän-

gigkeit der verwendeten Credit Curve die Ergebnisse für die Ausfallwahrscheinlichkeiten 

„CCC“-gerateter Kredite bereits im mittleren Laufzeitbereich erheblich voneinander ab-

weichen werden. Da die Credit Curve des Typs B regelmäßig oberhalb derjenigen des 

Typs A verläuft (vgl. Abb. 3-4), werden die Ausfallwahrscheinlichkeiten auf der Basis des 

Typs B regelmäßig deutlich höher ausfallen (vgl. Tab. 3-4). 

                                                           
485  Die veröffentlichten T-Jahres-Übergangsmatrizen der Ratingagenturen (vgl. bspw. B. Brady, D. Vazza 

und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 36-41 (STANDARD & POOR’S Studie)) lassen sich in der Regel 
nicht durch Multiplikation der 1-Jahres-Übergangsmatrix errechnen. Vgl. zur MARKOV-Eigenschaft von 
Ratingmigrationsmatrizen auch die Fußnote 473 sowie die dort angegebene Literatur. 

486  Vgl. Anlage 16, Tab. A - 1. 
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pCCC,t t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 
Typ A487 30,95 % 40,35 % 46,43 % 51,25 % 56,77 % 
Typ B 31,41 % 49,72 % 60,75 % 67,66 % 72,22 % 
Typ C488 31,41 % 41,42 % 48,99 % 55,66 % 63,87 % 

Tab. 3-4:  Ausfallwahrscheinlichkeiten für "CCC" -geratete Kredite bei unterschiedlichen 
Credit Curves 

Ein höherer Grad an Genauigkeit wird durch die Einbeziehung des gesamten zur Verfü-

gung stehenden Datenmaterials, d. h. die Übergangsmatrizen sämtlicher Zeithorizonte, 

erreicht. Der MARKOV-Prozess verliert zwar über die Jahre hinweg betrachtet die Eigen-

schaft der Zeithomogenität, für die einzelnen Zeitabschnitte zwischen zwei benachbarten 

Übergangsmatrizen kann und muss die Annahme der Zeithomogenität jedoch aufrechter-

halten werden. Zunächst sind die 1-Jahres-Forward-Matrizen489 zwischen den benachbar-

ten Zeithorizonten zu ermitteln: 

[ ] [ ] [ ]0, 0, 1 1, 2,3, 4,t t t t für t− −= × =Q Q Q …  (3.21) 

Dann kann – Invertierbarkeit der Übergangsmatrizen vorausgesetzt – für jede Teilperiode 

eine Forward-Übergangsmatrix berechnet werden: 

[ ] [ ] [ ]1, 0, 1 0,t t t t− −= ×Q Q Q . (3.22) 

Unterteilt man die Teilperioden in Analogie zu (3.15) in kleine, äquidistante Zeitabschnit-

te, lässt sich unter der Annahme der Zeithomogenität innerhalb der einzelnen Teilperioden 

gem. (3.16) bis (3.19) für jede dieser Teilperioden eine eigene Generator-Matrix errechnen: 

[ ] [ ]( )1, 1,logt t t t− −=Λ Q . (3.23) 

Die Übergangsmatrix für einen beliebigen Zeitraum [0,t] mit t>0 ermittelt sich, indem für 

den ganzjährigen Teil t    dieses Zeitraumes zunächst die 1-jährigen Forward-Über-

gangsmatrizen miteinander multipliziert werden und anschließend in Analogie zu (3.20) 

für den übrigen unterjährigen Teil t- t   die jeweilige Generator-Matrix Anwendung findet: 
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 (3.24) 

                                                           
487  Die Werte entsprechen den historischen, kumulativen Ausfallraten. Vgl. Anlage 16, Tab. A - 1. 
488  Die Werte entsprechen annähernd den Default-Rates aus den historischen T-Jahres-Übergangsmatrizen. 

Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 36 f. (STANDARD & POOR’S Studie). 
Die marginalen Abweichungen sind auf die verwendete Diskretisierung der Zeitachse zurückzuführen. 

489  Bspw. ist die 3-Jahres-Übergangsmatrix über die 2-Jahres- und eine 2,3-Forward-Matrix darstellbar. 
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Die Hazard Rates werden erneut aus den marginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten gewon-

nen. Für beliebig kleine Zeitabschnitte ∆t sind konstante Hazard Rates zu unterstellen. Für 

die Zeitpunkte t und t+∆t werden die ratingabhängigen Überlebens- und Ausfallwahr-

scheinlichkeiten den mit (3.24) ermittelten Übergangsmatrizen Q[0,t].bzw. Q[0,t+∆t] entnom-

men. Daraus werden gem. (3.10) die marginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,t+∆t|t für 

alle betrachteten Zeitabschnitte [t,t+∆t] errechnet. Mit (3.11) folgen die dazugehörigen 

Hazard Rates hi,[t,t+∆t]. Ihre Graphen seien als Credit Curves vom Typ C bezeichnet. 

Abb. 3-5 stellt die Credit Curves des Typs A, B und C für „CCC“-gerate Kredite einander 

gegenüber. Die zugehörigen Ausfallwahrscheinlichkeiten für ausgewählte Analysezeit-

punkte sind der Tab. 3-4 zu entnehmen. Theoretisch dürften die Ausfallwahrscheinlichkei-

ten bei ganzzahligen Laufzeiten für die Credit Curves vom Typ A und C nicht voneinander 

abweichen. Dass sie es dennoch tun, ist auf die divergierende Datenbasis zurückzuführen, 

die STANDARD & POOR’S zur Schätzung der kumulativen Ausfallraten und der T-Jahres-

Migrationsraten heranzieht.490 
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Abb. 3-5:  Credit Curves vom Typ A, B und C im Vergleich für "CCC"-geratete Kredite 
Credit Curves, basierend auf den historischen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten491 (Typ A), den 
historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Typ B) sowie den historischen, durchschnittlichen 
T-Jahres-Migrationsraten (Typ C) nach STANDARD & POOR’S für „CCC“-geratete Kredite. 

Nach der modellexogenen Modellierung von betrachtungszeitpunktabhängigen, ratingspe-

zifischen Ausfallwahrscheinlichkeiten mit Hilfe von ratingabhängigen Credit Curves sind 

im Anschluss die zugehörigen Ausfallschranken zu kalibrieren. 

                                                           
490  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 19 (STANDARD & POOR’S Studie). 
491  Vgl. Anlage 16, Tab. A - 1. 
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33 Credit Curves, Ausfallschranken und zeittransformierte Prozesse 
Mit der Einführung einer Reorganisationsschranke CA(t) mit t≤T neben einer Ausfall-

schranke KA für den Verfallszeitpunkt T entwickelten BLACK & COX492 erstmalig ein Un-

ternehmenswertmodell, das jederzeitige Kreditausfälle abbildet. Die Ausfallschranke KA 

hängt dabei von dem geschuldeten Kreditbetrag ab, während die Reorganisationsschranke 

CA(t) aus den sog. „Bond Indenture Provisions“ abzuleiten ist. Die Ausfall- bzw. Reorgani-

sationswahrscheinlichkeit pi,t ergibt sich dabei stets modellendogen. 

In dieser Arbeit wird der umgekehrte Weg eingeschlagen. Ausgehend von den modellexo-

gen vorgegebenen, aus den Credit Curves abgeleiteten Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,t für 

jeden Zeithorizont [0,t] mit t≤Ti, wird eine ausfallwahrscheinlichkeitskonsistente Ausfall- 

und Reorganisationsschranke Ki,t ermittelt.493 Ausfall- und Reorganisationsschranke fallen 

im Verfallszeitpunkt Ti zusammen. Daher werden die beiden Begriffe im Rahmen dieses 

Modells synonym verwendet. Erreicht der Unternehmenswert Ai,t innerhalb des Zeitab-

schnittes [0,Ti] die Ausfallschranke Ki,t, erfolgt der Kreditausfall. 

Ein erstes Modell mit ausfallwahrscheinlichkeitskonsistenten Ausfall- und Reorganisati-

onsschranken stammt von HULL & WHITE494. Sie modellieren dazu ein diskretes Zeitgitter 

0=t0<t1<…<tn-1<tn=Ti. Der Ausfall tritt ein, wenn der stochastische Prozess der standardi-

sierten, kontinuierlichen Unternehmenswertrenditen Wi,t der Unternehmung i zu den Zeit-

punkten tk kleiner oder gleich der zeitpunktspezifischen Ausfallschranke Ki,tk ist. Zwischen 

den Zeitpunkten tk können die Unternehmenswertrenditen beliebig klein werden. Die Aus-

fallzeit τi kann folglich lediglich diskrete Werte annehmen. Das Zeitgitter kann beliebig 

feinmaschig gewählt werden, jedoch steigt damit der Rechenaufwand erheblich. Soll bspw. 

eine zeitabhängige, ausfallwahrscheinlichkeitskonsistente Ausfallschranke für den Zeitho-

rizont von einem Jahr mit täglicher Zeitpunktbetrachtung ermittelt werden, ist die rekursive 

Auswertung von 365 Integralen mit 1 bis 365 Dimensionen nötig. Das ist rechentechnisch 

aufwendig und nur mit dem Einsatz numerischer Approximationsverfahren möglich. Die 

resultierenden Schranken fallen zunächst steil ab, womit im kurzfristigen Bereich von null 

verschiedene Ausfallwahrscheinlichkeiten möglich sind (vgl. Abb. 3-6, unten, durchgezo-

gene Linie). Langfristig können die Schranken wieder ansteigen.495 

                                                           
492  Vgl. hierzu und zum Folgenden F. Black und J. Cox (1976), Bond indenture provisions, S. 352 u. 355. 
493  Notation:  KA,i,t Zeitvariable Ausfallschranke auf der Basis der Vermögenswerte 
  Kr,i,t Zeitvariable Ausfallschranke auf der Basis der Vermögenswertrenditen 
  Ki,t Standardisierte zeitvariable Ausfallschranke für den Kredit i 
  KR,t Standardisierte zeitvariable Ausfallschranke für einen Kredit mit dem Rating R 
494  Vgl. Anlage 13 sowie J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps II, S. 13 f. 
495  Vgl. J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps II, S. 15, Exhibit 3. 
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Abb. 3-6:  Zeittransformierte BROWNsche Bewegung 
Zeittransformierte BROWNsche Bewegung für einen „AA“ gerateten Kredit auf der Basis der historischen, 
durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten (Credit Curves vom Typ A) nach STANDARD & POOR’S. Die 
Pfeile markieren die Transformationen für die Zeitpunkte 1, 2, 3 und 4. Der Risikohorizont tH=5 bleibt von 
der Transformation unberührt. Die zeitkontinuierliche, zeitabhängige Ausfallschranke KAA,t wurde mit Hilfe 
eines diskreten, vierteljährlichen Zeitgitters auf der Basis des Modellansatzes von HULL & WHITE496 appro-
ximiert. 

Eine alternative Lösung schlagen OVERBECK & SCHMIDT497 vor. Anstatt die Ausfallschran-

ke zeitabhängig zu kalibrieren, nehmen sie eine Transformation der Zeitachse vor. Verein-

facht gesprochen wird eine geometrische BROWNsche Bewegung in einigen Abschnitten 

„beschleunigt“ und in anderen Abschnitten „gebremst“. Die Zeittransformation ist äquiva-

lent zu einer zeitabhängigen jedoch vollständig deterministischen Volatilität der BROWN-

schen Bewegung. Je höher die Volatilität, desto höher ist die Wahrscheinlichkeit des 

Durchbrechens der Ausfall- und Reorganisationsschranke. Dadurch sind auch mit diesem 

Verfahren im kurzfristigen Bereich von null verschiedene Ausfallwahrscheinlichkeiten 

möglich. Der Vorteil liegt dabei in der Verwendung einer zeitkonstanten Ausfallschranke 

                                                           
496  Vgl. J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps II, S. 13 f. 
497  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 12 f.; L. Overbeck und W. 

Schmidt (2005), Abhängigkeitsmodellierung mit transformierten Austrittszeiten, S. 742 f. 
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Ki,t=Ki. Damit lassen sich viele Ergebnisse aus der Erforschung der BROWNschen Bewe-

gung auf den zeittransformierten Prozess bzw. den Ursprungsprozess mit transformierter 

Zeitachse übertragen. Dieser Modellansatz wird hier aufgegriffen, umgesetzt und weiter-

entwickelt. 

Definition 3-4 (Zeittransformierte BROWNsche Bewegung): Sei Wt eine BROWNsche Bewe-

gung. Sei weiterhin g:[0,∞)→ [0,∞) eine streng monoton wachsende Funktion mit g(0)=0, 

dann ist 

( )
tt g tY W mit g g t= =  (3.25) 

eine zeittransformierte BROWNsche Bewegung. 

Abb. 3-6 (oben) zeigt die Realisation einer zeittransformierten BROWNschen Bewegung Yt 

(gestrichelte Linie). Sie stellt ein entlang der Zeitachse verzerrtes Abbild der Ursprungs-

bewegung Wt (durchgezogene Linie) dar. Die Pfeile markieren die Transformation für die 

Zeitpunkte 1, 2, 3 und 4. Beispielsweise entspricht der zeittransformierte Prozess Yt im 

Zeitpunkt t=1 dem Wert nach dem Ursprungsprozess Wt im Zeitpunkt t=2,95. Das heißt 

g(1)=2,95. Es ist deutlich zu erkennen, dass der zeittransformierte Prozess – ähnlich einem 

gemischten Sprung-Diffusionsprozess – bereits frühzeitig sehr geringe Werte annehmen 

kann. Anhand des vorliegenden Beispiels betrachtet, ist die Ursache – anders als bei einem 

gemischten Sprung-Diffusionsprozess – nicht ein zufälliger Sprung nach unten, sondern 

die deterministische, horizontale Verschiebung der niedrigen Werte des Ursprungsprozes-

ses für den Zeitabschnitt [0.5,3] in den Zeitabschnitt [0,0.5]. Damit ist die Möglichkeit 

eines frühen Ausfalls trotz einer konstanten Ausfallschranke nicht ausgeschlossen. Alterna-

tiv kann man sich des Ursprungsprozesses in Verbindung mit einer Transformation der 

Zeitachse bedienen. Wird – das Beispiel fortführend – nach einem Ausfall innerhalb des 

Zeitabschnittes [0,1] gefragt, wird tatsächlich der Zeitabschnitt [0,2.95] betrachtet. Verein-

facht gesprochen erhält die BROWNsche Bewegung (Ursprungsprozess) mehr Zeit, um die 

Ausfallschranke zu erreichen. Daraus folgen signifikant von null verschiedene Ausfall-

wahrscheinlichkeiten im kurzfristigen Bereich. 

Es bleibt zu klären, wie die Zeittransformation bei Vorgabe von zeitraumspezifischen Ziel-

ausfallwahrscheinlichkeiten auszusehen hat. Es bleibt ebenfalls zu klären, wie die zeitkon-

stante Ausfallschranke Ki zu kalibrieren ist. Die Abb. 3-6 macht bereits deutlich, dass die 

Zeittransformation ceteris paribus umso stärker ausfallen muss, je weiter die Ausfall-

schranke von null entfernt liegt. Ursache ist die Zeit, die der BROWNschen Bewegung „ges-
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tattet“ werden muss, um die Ausfallschranke mit einer vorgegeben (Ausfall-)Wahr-

scheinlichkeit zu erreichen. Ebenfalls deutlich wird, dass zunächst ein Freiheitsgrad in der 

Wahl der Ausfallschranke vorliegt.498 

Die Zeittransformationen erfolgen kreditspezifisch. Die Zielausfallwahrscheinlichkeit pi,t 

mit pi(t)=FτFP,i(t) für den Zeitabschnitt [0,t] ergibt sich dabei aus den krediteigenen Credit 

Curves gem. (3.8). Die zeitkonstante Ausfallschranke Ki ist zunächst frei wählbar. Die 

Zeittransformation kann dann über die Verteilungsfunktion der First-Passage-Time be-

stimmt werden: 

Satz 3-1 (Zeittransformation): Sei FτFP,i(·) eine stetige, auf [0,∞) streng monoton wachsende 

Verteilungsfunktion mit FτFP,i(0)=0. Wenn die Zeittransformation gi,t durch 

( )
( )( ),

2

1 1 2
FP i

i
i

SN

Kg t
F F tτ

−

 
 =
 ⋅ 

 (3.26) 

beschrieben wird, dann gilt: 

( )
,,Pr

FP iFP i t F tτγ ≤ =  , (3.27) 

wobei: 

{ }, ,inf :FP i i t it Y Kγ = ≤ . (3.28) 

Beweis:499 

Die Verteilungsfunktion der First-Passage-Time der zeittransformierten BROWNschen Be-

wegung kann mit Hilfe von (3.25) wie folgt beschrieben werden: 

[ ]
,

,
,Pr Pr min Pr min Pr min

i s
i t

i i s i g i s is t s t s g
t Y K W K W Kγ

≤ ≤ ≤

    ≤ = ≤ = ≤ = ≤      
. (3.29) 

Damit wird die Wahrscheinlichkeit dafür gesucht, dass die BROWNsche Bewegung Ws die 

konstante Schranke Ki innerhalb des transformierten Zeitabschnitts [0,t] erreicht bzw. 

durchschlägt:500 

                                                           
498  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 14. 
499  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 12 f. Aufgrund der Bedeu-

tung der Beweisführung für das Verständnis des Transformationskonzeptes sei der Beweis hier noch 
einmal geführt. 

500  Die Herleitung von (3.30) erfolgt nach dem Reflexionsprinzip. Vgl. I. Karatzas und S. Shreve (2005), 
Brownian motion, S. 79 f. Zu beachten ist, dass KARATZAS & SHREVE eine obere Schranke betrachten. 
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,
,

Pr min 2
i t

i
s i SNs g

i t

KW K F
g≤

    ≤ = ⋅      
. (3.30) 

Das Ergebnis folgt durch Auflösung von (3.30) nach gi,t wenn man fordert: 

( )
,

,

2
FP i

i
SN

i t

KF F t
g τ

 
 ⋅ =
 
 

. (3.31) 

Für eine willkürlich gewählte Schranke Ki lässt sich für jeden Kredit i eine Zeittransforma-

tion gi,t anhand exogen vorgegebener Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,t ermitteln. Die 

Durchführung der Transformation kommt ohne numerische oder simulative Verfahren aus. 
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Abb. 3-7:  Zeittransformation mit ratingunabhängigen Ausfallschranken 
Zeittransformationen auf der Basis der historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten nach STAN-
DARD & POOR’S (Credit Curves vom Typ B). 

Im weiteren Verlauf der Arbeit erfolgen die Zeittransformationen ratingspezifisch. Einem 

Rating R wird mit Hilfe der Credit Curve hR(t) eine Zeittransformation gR(t) zugeordnet. In 

Abb. 3-7 sind für zwei willkürlich gewählte Schranken ratingabhängige Zeittransformatio-

nen abgetragen. Als Basis dienten dabei die Credit Curves vom Typ B (vgl. Abb. 3-3 u. 

Abb. 3-4). Liegt – wie im rechten Diagramm – die gewählte Schranke weit entfernt von 

null, fällt die Transformation entsprechend stark aus. Die BROWNschen Bewegungen erhal-

ten ausreichend Zeit, um die Schranke zu erreichen. Ein diametrales Bild ergibt sich, wenn 

– wie im linken Diagramm – die Schranke nahe bei null liegt. Die BROWNschen Prozesse 

erhalten relativ wenig Zeit. Mit sinkender Bonität bzw. steigender Ausfallwahrscheinlich-

keit nimmt die Stärke der Transformation zu. Der starke Anstieg der Transformation im 
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kurzfristigen Bereich gibt dem zeittransformierten Prozess YR(t) im Gegensatz zum Ur-

sprungsprozess W(t) auch hier eine ausreichende Variabilität (vgl. Abb. 3-6).501 
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Abb. 3-8:  Zeittransformation mit ratingabhängigen Ausfallschranken (Typ A) 
Zeittransformationen auf der Basis der historischen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten (Credit 
Curves vom Typ A) nach STANDARD & POOR’S. Die ratingabhängigen Ausfallschranken sind so kalibriert, 
dass der Risikohorizont tH=5 von der Transformation gR(t) unberührt bleibt. 

OVERBECK & SCHMIDT schlagen vor, die Schranke K genau so zu bestimmen, dass die 

Zeittransformation gt den betrachteten Risikohorizont tH nicht verlässt.502 Beispielsweise 

könnte der Risikohorizont der Laufzeit des am längsten laufenden Kredits des betrachteten 

Portfolios entsprechen. Im Folgenden wird ein Risikohorizont von fünf Jahren angenom-

men.503 Da gt als streng monoton wachsende Funktion definiert wurde (vgl. Definition 

3-4), sind dazu in den Beispielen aus Abb. 3-7 die Schranken so zu wählen, dass für den 

Risikohorizont tH=5 die Graphen gR(t) für t=5 ebenfalls den Wert fünf annehmen. Damit 

sich alle Graphen in einem Punkt treffen, ist für jede Ratingklasse eine separate Ausfall-

schranke KR notwendig. Formell ist die Gleichung (3.26) für tH=gR(tH) nach KR aufzulösen: 

( )
,1

2
FP R H

R SN H

F t
K F tτ−

 
= ⋅  

 
. (3.32) 

Tab. 3-5 zeigt ratingabhängige Ausfallschranken. Die Kalibrierung erfolgte auf der Basis 

aller drei Credit-Curve-Typen A, B und C: 

                                                           
501  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 15. 
502  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 14. 
503  Der Risikohorizont entspricht mit Blick auf das nachfolgende anwendungsbezogene Kapitel der Laufzeit 

der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion der KfW. 
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Credit Curves AAA AA A BBB BB B CCC 
Typ A -7,2956 -6,6836 -6,0198 -4,7067 -3,2372 -2,2242 -1,2778 
Typ B -7,7582 -6,6994 -5,9218 -4,6947 -3,4535 -2,1648 -0,7949 
Typ C -7,0895 -6,4243 -5,9363 -4,7781 -3,2198 -2,0590 -1,0498 

Tab. 3-5:  Ratingabhängige Ausfallschranken 
Ratingabhängige Ausfallschranken für zeittransformierte BROWNsche Bewegungen auf der Basis der histori-
schen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten (Credit Curves vom Typ A) sowie der historischen, 
durchschnittlichen T-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B und C) nach STANDARD & POOR’S. 
Die Kalibrierung erfolgte auf der Basis des Risikohorizonts tH=5. 

Die Graphen der Zeittransformationen sind in Abb. 3-8 (Credit Curves vom Typ A) sowie 

in Abb. 3-9 (Credit Curves vom Typ B) eingezeichnet. Auffällig ist zunächst der unge-

wöhnliche Verlauf der Zeittransformation für Tripel-A geratete Kredite in Abb. 3-8 (durch-

gezogene Linie). Ursache sind die kumulativen Ausfallraten in Höhe von null für die ersten 

beiden Jahre.504 Die Credit Curve verläuft in diesem Zeitabschnitt entlang der Abszisse 

(vgl. Abb. 3-2). Sämtliche Zeitpunkte zwischen t=0 und t=2 werden folglich durch gAAA(t) 

auf die Null transformiert. Infolgedessen kann die BROWNsche Bewegung die Ausfall-

schranke auf der transformierten Zeitachse für beliebige Betrachtungshorizonte bis t=2 

nicht erreichen.505 
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Abb. 3-9:  Zeittransformation mit ratingabhängigen Ausfallschranken (Typ B) 
Zeittransformationen auf der Basis der historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit 
Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Die ratingabhängigen Ausfallschranken sind so kalibriert, 
dass der Risikohorizont tH=5 von der Transformation gR(t) unberührt bleibt. 

                                                           
504  Vgl. Anlage 16, Tab. A - 1. 
505  Genau betrachtet, ist die Annahme der streng monoton wachsenden Verteilungsfunktion der First-

Passage Time verletzt. Siehe dazu die Voraussetzungen in Satz 3-1. Die Verletzung dieser Vorausset-
zung führt dazu, dass die Umkehrung von (3.31) nicht eindeutig ist. Um dennoch eine Zeittransformation 
durchführen zu können, wurde die Hazard-Rate für Tripel-A geratete Kredite für den Zeitabschnitt [0,2) 
(willkürlich) auf 1-10 gesetzt. 
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Abschließend sei darauf hingewiesen, dass, anders als in Abb. 3-7, die Stärke der Trans-

formation mit steigender Bonität zunimmt. Der Grund dafür ist in den unterschiedlichen 

Ausfallschranken zu sehen. Während die Schranke für Tripel-A geratete Kredite mit einem 

Wert von ca. (-7) weit von null entfernt und somit eine entsprechende Zeittransformation 

zur Erzeugung von signifikant positiven Ausfallwahrscheinlichkeiten erforderlich ist, liegt 

die Schranke für „CCC“ geratete Engagements mit einem Wert von ca. (-1) relativ dicht 

am Wert null. Die Zeittransformation bedarf lediglich moderater Ausmaße. 

Ein Beispiel für die Ausprägung eines zeittransformierten Prozesses auf der Basis der zu-

gehörigen ratingabhängigen Ausfallschranke ist in Abb. 3-6 zu sehen. Die durchgezogene 

Linie (oben) stellt eine Ausprägung eines Standard-WIENER-Prozesses dar. Die gestrichelte 

Linie (oben) ist der auf der Basis der Credit Curve vom Typ A für „AA“ geratete Kredite 

transformierte Prozess. Ebenfalls in gestrichelter Form (unten) ist die dazugehörige zeit-

konstante Ausfallschranke KAA=(-6,6836) (vgl. Tab. 3-5) zu sehen. Zum Vergleich wurde 

in durchgezogener Form (unten) die entsprechende, zum Ursprungsprozess gehörende, 

zeitvariable Ausfallschranke KAA,t abgetragen. Sie wurde mit Hilfe eines diskreten, viertel-

jährlichen Zeitgitters auf der Basis des Modellansatzes von HULL & WHITE506 approxi-

miert. Die zeitvariable Ausfallschranke fällt von null ausgehend zunächst steil ab und ver-

läuft anschließend relativ flach. Diese Form spiegelt die in der Credit Curve hAA,t implizier-

ten zeithorizontspezifischen Ausfallwahrscheinlichkeiten wider. Verschiebt man nun die 

zeitvariable Ausfallschranke KAA,t in die Richtung der zeitkonstanten Ausfallschranke KAA, 

geht damit ceteris paribus eine entsprechende Transformation des Ursprungsprozesses ein-

her. Die deutliche Transformation der Ausfallschranke im kurzfristigen Bereich findet ihr 

Pendant in der entsprechend deutlich ausgeprägten Prozesstransformation. Im langfristigen 

Bereich fallen beide Transformationen lediglich moderat aus. Im Risikohorizont tH=5 tref-

fen sich schließlich sowohl die Prozesse als auch die Ausfallschranken. Begründet ist dies 

in der Wahl der Ausfallschranke KAA gem. (3.32). Der Risikohorizont bleibt von der Zeit-

transformation unberührt. Gleiches gilt für die Ausfallschranken. 

Wegen der einfachen mathematischen Handhabbarkeit BROWNscher Bewegungen wird im 

Weiteren nach wie vor der Ursprungsprozess anstelle des transformierten Prozesses be-

trachtet, jedoch unter Berücksichtigung der transformierten Zeitachse.507 Damit liegen für 

einen einzelnen Kredit drei verschiedene, jedoch völlig äquivalente Sichtweisen vor, die 

mathematisch stets ineinander überführt werden können: 
                                                           
506  Vgl. J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps II, S. 13 f. 
507  Vgl. auch die einführende Illustration im Anschluss an Definition 3-4. 
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(1) BROWNsche Bewegung mit zeitvariabler Ausfallschranke und ursprünglicher Zeit-

achse bzw. ursprünglichen Zeitabschnitten [0,t] (durchgezogene Linien in Abb. 3-6), 

(2) Zeittransformierte BROWNsche Bewegung mit zeitkonstanter Ausfallschranke und 

ursprünglicher Zeitachse bzw. ursprünglichen Zeitabschnitten [0,t] (gestrichelte Li-

nien in Abb. 3-6), 

(3) BROWNsche Bewegung mit zeitkonstanter Ausfallschranke und transformierter 

Zeitachse bzw. transformierten Zeitabschnitten [0,gi(t)] (vgl. Abb. 3-6, oben: 

durchgezogene Linie sowie Projektion der Pfeile auf die Abszisse in umgekehrter 

Richtung, unten: gestrichelte Linie). 

Auf Einzelkreditbasis kann jederzeit zwischen diesen drei Ability-to-Pay-Konzepten ge-

wechselt werden. Die Sichtweise (1) ist i. S. v. HULL & WHITE und basiert auf Ability-to-

Pay-Prozessen, die zeitkontinuierliche standardisierte Prozesse stetiger Renditen von Ver-

mögensgegenständen mit zeitvariablen Ausfallschranken repräsentieren. Diese Prozesse 

werden in der Sichtweise (2) so transformiert, dass die Ausfallschranken im Zeitablauf 

konstant bleiben. Der Ability-to-Pay-Prozess ist ein transformierter Prozess. Durch die 

Betrachtung des Ursprungsprozesses im Rahmen der Sichtweise (3) können (und werden 

im Folgenden) analytische Formeln für (bedingte) Passage-Wahrscheinlichkeiten (resp. 

Ausfallwahrscheinlichkeiten) zeittransformierter Prozesse hergeleitet. 

34 Berücksichtigung von Ausfallkorrelationen 
Nachdem über das Instrument der Credit Curves den einzelnen Krediten in Abhängigkeit 

ihrer Bonität für jeden beliebigen Zeithorizont Ausfallwahrscheinlichkeiten zuordenbar 

sind und diese durch BROWNsche Bewegungen auf transformierten Zeitachsen bei zeitkon-

stanten Ausfallschranken korrekt reflektiert werden, ist zu klären, in welcher Form die Ab-

hängigkeitsstruktur zwischen den Kreditausfällen modelliert wird. Im Rahmen des Ansat-

zes von HULL & WHITE werden wie beim einfachen Unternehmenswertansatz korrelierte 

BROWNsche Bewegungen als zentrale Kreditrisikofaktoren modelliert. 

Bei zeittransformierten BROWNschen Bewegungen ist zu hinterfragen, inwieweit Wech-

selwirkungen zwischen der Zeittransformation und der Korrelation zwischen den zeittrans-

formierten Prozessen bestehen. OVERBECK & SCHMIDT nehmen eine Transformation korre-

lierter BROWNscher Bewegungen vor.508 Anhand eines Ein-Faktor-Modells wird hier ge-

zeigt, dass bei dieser Vorgehensweise die Prozesskorrelation von der Zeittransformation 

                                                           
508  Vgl. die Beschreibung zur Implementation ihres Modells in L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Mode-

ling default dependence, S. 16. 
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beeinflusst wird. Die Zeittransformation hängt – wie oben demonstriert wurde – von der 

Wahl der Ausfallschranke ab. Da bei Einzelkrediten ein Freiheitsgrad besteht, ist die Aus-

fallschranke auf Portfolioebene mit Bedacht zu wählen.509 Alternativ wird eine Korrelation 

der zeittransformierten Prozesse skizziert, die unabhängig von der Zeittransformation ist. 

341 Ein-Faktor-Modell für Unternehmenswertentwicklungen 
Die Ausfallkorrelation wird, die obige Sichtweise (1) vor Augen, implizit über die Model-

lierung einer Korrelation zwischen den ausfallrisikotreibenden Parametern, den Unterneh-

menswerten {(Ai,t,Aj,t)}1≤i,j≤N, respektive den Unternehmenswertentwicklungen, erzeugt.510 

Wg. (2.62) bis (2.64) ließen sich grundsätzlich die Korrelationen zwischen den Unterneh-

menswertentwicklungen, respektive den Bonitätsveränderungen der Kredite des Referenz-

portfolios, bezüglich eines festen Zeitpunktes t durch die Ziehung eines N-dimensionalen 

Zufallsvektors aus einer N-dimensionalen Normalverteilung mit N-dimensionaler Varianz-

Kovarianz-Matrix ΣA berücksichtigen. Das hätte den Vorteil, dass sich individuelle, paar-

weise Korrelationskoeffizienten angeben ließen. Der große Nachteil dieser Vorgehenswei-

se liegt – insbesondere bei großen Portfolios wie dem in dieser Arbeit zu betrachtenden 

Referenzportfolio – in dem rechentechnischen Aufwand. Bereits bei einem Kreditportfolio 

mit 1.000 Krediten wären 499.500 Korrelationen zu schätzen.511 Deshalb wird zur Ermitt-

lung der Portfolioausfälle auf ein Ein-Faktor-Modell zurückgegriffen. Es sei bereits an 

dieser Stelle hervorgehoben, dass auch in einem Ein-Faktor-Modell mehr als nur eine ein-

zelne, uniforme Unternehmenswertkorrelation möglich ist. 

Zunächst wird in (2.69) die Zahl der makroökonomischen Faktoren M*=1 gesetzt. Dadurch 

werden die kontinuierlichen Renditen der die Kredite sichernden Vermögensgegenstände 

ln(Ai,t/Ai,0) durch einen gemeinsamen Faktor Ψt, respektive einen Faktorprozess BM*,t=BΨ,t, 

und N kreditspezifische Faktoren εi,t, respektive Faktorprozesse BM*+i,t=Bεi,t, modelliert.512 

Die Betrachtung der kontinuierlichen Renditen führt zur renditeorientierten Ausfallschran-

ke Krk,i,t=ln(KA,i,t/Ai,0). Die renditeorientierte Ausfallschranke Krk,i,t macht einmal mehr 

                                                           
509  OVERBECK & SCHMIDT nehmen statt dessen eine Adjustierung mit Hilfe von paarweisen Ausfallkorrela-

tion vor. Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 13 f. Wie jedoch 
demonstriert wurde, wird die multivariate Verteilung der Ausfallindikatoren nicht vollständig durch die 
Vorgabe paarweiser Ausfallkorrelationen determiniert. Vgl. Abschnitt 2432. 

510  Vgl. Abschnitt 2433. 
511  1/2N(N-1) Matrixelemente. 
512  Das Faktormodell im Zeitpunkt t stellt sich unter Berücksichtigung von (2.74)-(2.78) wie folgt dar: 
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deutlich, dass nicht die absolute Höhe der Unternehmenswerte Ai,t und der Ausfallschran-

ken KA,i,t, sondern ihre Verhältnisse zueinander entscheidend sind.513  

Daraus resultiert die Möglichkeit, in Analogie zum Modell nach MERTON, mit standardi-

sierten Zufallsvariablen zu arbeiten.514 Das Faktormodell (2.69) ist demzufolge so aufzu-

stellen, dass die Mischung der gemeinsamen, systematischen BROWNschen Bewegung BΨ,t 

und der idiosynkratischen BROWNschen Bewegungen Bεi,t die kontinuierlichen Renditen 

der Vermögensgegenstände bezüglich eines geeignet zu wählenden Zeitpunktes standardi-

siert. Sinnvoll erscheint dabei der Zeitpunkt t=1. Während der Erwartungswertvektor dazu 

durch den Nullvektor zu substituieren ist, sind die unternehmensspezifischen (standardi-

sierten) Faktorsensitivitäten ,1ia′  und ib′  wie folgt zu wählen:515, 516 

( )1 , ,t
Nt ρ ρ′ = ⋅a … , (3.33) 

( )1

1

1 , , 1 ,

:
0 , , 1.

t
N

N

t

mit

ρ ρ

ρ ρ

′ = ⋅ − −

≤ ≤

b …

…
 (3.34) 

Mit der Wahl der Faktorsensitivitäten gem. (3.33) und (3.34) werden in der Konsequenz 

Standard-WIENER-Prozesse Wi,t betrachtet. Die Zufallsvariablen Wi,t sind normalverteilt mit 

einem Erwartungswert von null und einer Varianz von t: 

( ), , , ,1 1
ii t i t i i t i t i tW t t B Bψ ερ ψ ρ ε ρ ρ= ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ , (3.35) 

( ) ( ) ( ), , , ,1 1 0
i ii t i t i t i tE B B E B E Bψ ε ψ ερ ρ ρ ρ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ = , (3.36) 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,1 1
i ii t i t i t i tVar B B Var B Var B tψ ε ψ ερ ρ ρ ρ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ = . (3.37) 

Die Standardisierung erstreckt sich auch auf die Ausfallschranke. Sie sei im Folgenden 

kurz mit Ki,t bezeichnet. 

Für die Konformität der betrachteten Modellmutationen ist entscheidend, dass mit Blick 

auf das Ergebnis (2.67) die Korrelationsmatrix stets unberührt bleibt. Es ist lediglich noch 

                                                           
513  Vgl. auch die Darstellung der Ausfallwahrscheinlichkeiten im Modell nach MERTON gem. der Gleichung 

(2.65). 
514  Vgl. auch die Ausführungen zum Modell nach MERTON im Abschnitt 2433 sowie die Gleichungen (2.65) 

und (2.66). 
515  Zu den Faktorsensitivitäten vgl. die Gleichungen (2.76) und (2.77) bzw. (2.81) und (2.82). 
516  Die Modellierung der Faktorsensitivitäten erlaubt ausschließlich positive Unternehmenswertkorrelatio-

nen. Einen leicht veränderten jedoch gleichwertigen Ansatz wählt C. Finger (1999), Conditional approa-
ches, S. 14 f. 
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zu klären, welche Form die Korrelationsmatrix KA im obigen Ein-Faktor-Modell annimmt. 

Da die Faktorsensitivitäten gem. (3.33) und (3.34) wegen (2.81) und (2.82) die Volatili-

tätsparameter ( )
,
m

A iσ  der Form 

(1)
, ,A i i A iσ ρ σ= ⋅  und (3.38) 

(1 )
, ,1i

A i i A iσ ρ σ+ = − ⋅  (3.39) 

implizieren, folgt mit der Auswertung der Gleichung (2.79) für die Korrelationskoeffizien-

tenmatrix KA: 

[ ] ,

,

1 .
i j

A i j

für i j

für i j

ρ ρ ⋅ ≠= 
=

K  (3.40) 

Für ein Kreditportfolio mit 1.000 Titeln sind anstelle der 499.500 Unternehmenswertkorre-

lationen lediglich noch 1.000 Faktorsensitivitäten, respektive 1.000 Volatilitätsparameter, 

zu schätzen. Da die Credit Curves und folglich die Ausfallwahrscheinlichkeiten bereits ra-

tingabhängig gestaltet wurden, liegt es nahe, die notwendige Datenmenge dadurch weiter 

zu verringern, dass auch die Faktorsensitivitäten ratingabhängig formuliert werden. Für 

zwei Kredite i und j derselben Ratingklasse R gilt somit annahmegemäß ρi=ρj=ρR. Aus 

(3.40) folgt, dass für diesen Spezialfall der Parameter ρR als Unternehmenswertkorrelation 

ρAi,Aj interpretiert werden kann. 

342 Modellierung der Unternehmenswertkorrelationen 
Dem BASLER AUSSCHUSS FÜR BANKENAUFSICHT folgend, wird die Unternehmenswertkor-

relation ρR für Kredite derselben Ratingklasse R und somit die Faktorsensitivitäten iρ  

bzw. ρi in Abhängigkeit der ratingabhängigen 1-jährigen Ausfallwahrscheinlichkeit pR,1 

modelliert: 

( )
( )

( )
( )

,1 ,11 exp 50 1 exp 50
0,12 0,24 1

1 exp 50 1 exp 50
R R

R

p p
ρ

 − − ⋅ − − ⋅
= ⋅ + ⋅ −  − − − − 

.517 (3.41) 

Gleichung (3.41) stellt ein exponentielles Mittel dar. Die maximale Korrelation beträgt 

24 %. Die minimale Korrelation beträgt 12 %. Generell sinkt die Korrelation mit steigen-

der Ausfallwahrscheinlichkeit. Der Interpolationsfaktor i. H. v. 50 bewirkt dabei eine ra-

sche Annäherung an die untere Grenze von 12 %: 
                                                           
517  Vgl. BCBS (2004), Basel II, Abs. 272. Das BCBS hat bisher keine ökonomische Begründung für die 

verwendete Formel (3.41) veröffentlicht. U. U. ist die Begründung politischer Natur, da diese Abhängig-
keit zu dem angestrebten Ergebnis flacherer Risikogewichtungsfunktionen führt. Vgl. M. Wilkens, R. 
Baule und O. Entrop (2004), Kreditrisiko nach Basel II, S. 75. 
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Abb. 3-10:  Ausfallwahrscheinlichkeitsabhängige Unternehmenswertkorrelationen 
Ausfallwahrscheinlichkeitsabhängige Unternehmenswertkorrelationen für Unternehmenskredite in Anleh-
nung an das dritte Konsultationspapier des BCBS zur neuen Eigenkapitalvereinbarung. 

Ökonomisch wird die abnehmende Unternehmenswertkorrelation damit begründet, dass 

eine Zunahme der Ausfallwahrscheinlichkeit hauptsächlich auf gestiegene idiosynkratische 

Risiken zurückgeht. Die Bindung an den systematischen Risikofaktor ist schwächer ausge-

prägt.518 Im Ein-Faktor-Modell wird gem. (3.38)-(3.39) mit sinkendem ρi der idiosynkrati-

sche Einfluss verstärkt, während im gleichen Maße der systematische Einfluss sinkt. Auf 

der Basis der 1-jährigen Ausfallraten nach STANDARD & POOR’S (Tab. 3-1 bzw. Anlage 

16) ergeben sich die folgenden Unternehmenswertkorrelationen: 

 AAA AA A BBB BB B CCC 

,1ip  0,00 % 0,01 % 0,05 % 0,36 % 1,47 % 6,72 % 30,95 %

iρ  24,00 % 23,94 % 23,70% 22,02% 17,75 % 12,42 % 12,00 %
Tab. 3-6:  Ratingabhängige Unternehmenswertkorrelationen 
Ratingabhängige Unternehmenswertkorrelationen für Unternehmenskredite in Anlehnung an das dritte Kon-
sultationspapier des BCBS zur neuen Eigenkapitalvereinbarung. Die Ausfallwahrscheinlichkeiten entspre-
chen den 1-jährigen Ausfallraten nach STANDARD & POOR’S (Credit Curves vom Typ A).519 

Für den Spezialfall ρi=ρj=ρ für alle i,j=1,…,N mit i≠j ergibt sich gem. (3.40) eine uniforme 

(ratingübergreifende) Unternehmenswertkorrelation in Höhe von ρ.520 

343 Prozesskorrelationen im Lichte der Zeittransformation 
Entsprechend den obigen Ausführungen können auf Einzelkreditbasis anstelle BROWN-

scher Bewegungen mit zeitvariablen Ausfallschranken zeittransformierte BROWNsche Be-

wegungen Yi,t mit Yi,t=Wi,gi,t gem. (3.25) sowie die dazugehörigen zeitkonstanten Ausfall-

schranken Ki betrachtet werden. Sollen korrelierte BROWNsche Bewegungen transformiert 
                                                           
518  Vgl. J. Lopez (2004), Asset correlation vs. probability of default, S. 266 u. 277-281. 
519  Vgl. Anlage 16, Tab. A - 1. 
520  Das BCBS geht bei der Formulierung der Risikogewichtungsfunktionen zur neuen Eigenkapitalverord-

nung von einer uniformen Korrelation aus. Vgl. H. Rau-Bredow (2001), Kreditrisikomodellierung im 
Neuen Basler Accord, S. 1004. Damit modelliert das BCBS praktisch für jede Kreditklasse ein homoge-
nes Portfolio mit uniformer Korrelation. 
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werden, kann übertragend das obige Ein-Faktor-Modell (3.33) bis (3.34) herangezogen 

werden. Im Zeitpunkt gi(t) ist Wi,gi,t demnach als Mischung aus dem Faktorprozess BΨ,gi,t 

und der idiosynkratischen Komponente Bεi,gi,t darzustellen: 

, , ,, , ,1
i t i t i i ti g i g i gW B Bψ ερ ρ= ⋅ + − ⋅ . (3.42) 

Für den Risikohorizont tH mit den auf diesen Risikohorizont kalibrierten Ausfallschranken 

KR ist das Faktormodell (3.42) problemlos anwendbar, da für alle Kredite, gleichwohl wel-

ches Rating R sie tragen, die Zeittransformationen wegen (3.32) identisch ausfallen: 

1, 2, ,H H Ht t N t Hg g g t= = = =… . (3.43) 

Wird dagegen ein Analysezeitpunkt tA mit tA<tH betrachtet, ist zu beachten, dass die Zeit-

transformationen der einzelnen Kredite gi(tA) unterschiedlich ausfallen können. Das gleiche 

gilt für jeden beliebigen Zeitpunkt tє(0,tA]. Ausprägungen von Wi,gi,t beziehen sich dann auf 

unterschiedliche Stellen der Zeitachse. Dadurch fließen unterschiedliche Zufallszahlen für 

den systematischen Faktor BΨ,gi,t in das Faktormodell (3.42) ein. Mit Blick auf die zeit-

transformierten Prozesse Yi,t wäre es vielmehr wünschenswert, Ausprägungen im Zeitpunkt 

t mit einem systematischen Faktor in Verbindung zu bringen, der sich ebenfalls auf den 

Zeitpunkt t bezieht. Hilfreich zur Konstruktion einer derartigen Modellrepräsentation ist 

die Eigenschaft der Selbstähnlichkeit BROWNscher Bewegungen.521 Danach gilt: 

( )
, ,

, ,
, , , ,1 1

i t i i t i

i t i t
i g i g d i t i t

g g
B B B B

t tψ ε ψ ερ ρ ρ ρ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ .522 (3.44) 

Die Verteilungen der BΨ,gi,t in den kreditabhängigen Zeitpunkten gi,t sind identisch mit der 

Verteilung eines Faktors BΨ,t, reskaliert mit den kreditabhängigen Zeittransformationen gi,t. 

Mit (3.44) erhält man einen Bezug zwischen der Faktorzufallsvariable BΨ,t im Zeitpunkt t 

und den Faktorzufallsvariablen BΨ,gi,t in den Zeitpunkten gi,t. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise kann, dem Faktormodell (2.69) folgend, mit den 

standardnormalverteilten Zufallsvariablen Ψt~N(0,1) und εi,t~N(0,1) gearbeitet werden: 

( )
, ,, , , , ,1 1

i t i i ti g i g d i t i t i t i i tB B g gψ ερ ρ ρ ψ ρ ε⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ . (3.45) 
                                                           
521  Die BROWNsche Bewegung besitzt die Eigenschaft der Selbstähnlichkeit, da gilt: 

 ( ) ( )1, , 1, ,, , ,t m t d T t m T tT B T B B B⋅ ⋅⋅ ⋅ =… … . 

 Zur Selbstähnlichkeit stochastischer Prozesse siehe T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 36. 
522  Zwei Zufallszahlen X und Y sind identisch in der Verteilung, d. h. X=dY, wenn gilt: 

[ ] [ ]Pr PrX z Y z z≤ = ≤ ∀ . 
 Vgl. P. Embrechts, C. Klüppelberg und T. Mikosch (2003), Modelling extremal events, S. 554. 
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Im Rahmen der Erzeugung einer Pfadrealisation auf der Basis von BΨ,t, wirkt die Zeittrans-

formation wie ein skalierender Multiplikator. Eine Veränderung des systematischen Fak-

tors BΨ,t während eines Zeitschrittes von s nach t mit s<t wird bonitätsabhängig über die 

Wurzel-Zeit-Formel und die Zeittransformationen „beschleunigt“ bzw. „gebremst“: 

, , , ,, , ,

, ,
,

, , ,1

, , .

i t i s i t i sg g d g g

i t i s
d t s

d i t i s

i t i s t

B B B

g g
B

t s
g g B

g g

ψ ψ ψ

ψ

ψ

ψ

−

−

− =

−
= ⋅

−

= − ⋅

= − ⋅

 (3.46) 

Vorsicht ist jedoch bei der Abhängigkeitsstruktur der zeittransformierten Prozesse geboten. 

Die Selbstähnlichkeit einer multivariaten, korrelierten BROWNschen Bewegung bezieht 

sich zwar neben den Erwartungswerten und Varianzen auch auf die Korrelationskoeffizien-

tenmatrix, jedoch bedarf es dabei einer einheitlichen Zeitskalierung.523 Dagegen wurden 

hier zur Skalierung bonitätsabhängige Zeittransformationen verwendet: 

Satz 3-2 (Korrelation zeittransformierter Prozesse): Seien Wi,gi,t und Wj,gj,t durch das Fak-

tormodell (3.42) mit identischen Zeittransformationen gi,t=gj,t beschrieben, dann ergibt sich 

die Korrelationskoeffizientenmatrix KA nach wie vor ausschließlich auf der Basis der Fak-

torsensitivitäten ρi und ρj gem. (3.40). Für den allgemeinen Fall gilt jedoch: 

( ) ( )
, ,

, ,
, ,

, ,

min ,
, .

i t j t

i t j t
i g j g i j

i t j t

g g
Korr W W

g g
ρ ρ= ⋅

⋅
 (3.47) 

Beweis: 

Für identische Zeittransformationen stellt sich die Varianz-Kovarianz-Matrix der Zufalls-

variablen Wi,gi,t und Wj,gj,t gem. (2.70) wie folgt dar: 

( )
( )

, , , ,

, , , ,

1

1

i t i i t i i t i j t j

i t i j t j j t j j t j

g g g g

g g g g

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

 ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅
 =
 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − 

Σ . (3.48) 

Damit ergeben sich für die Korrelationskoeffizienten [KA]i≠j: 

[ ]
( ) ( )

, ,

, , , ,1 1
i t i j t j

A i ji j
i t i i t i j t j j t j

g g

g g g g

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
≠

⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅

⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ −
K . (3.49) 

                                                           
523  Vgl. T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 36-38. 
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Da die Zeittransformationen durch Kürzung entfallen, folgt die obige Behauptung.524 Für 

unterschiedliche Zeittransformationen kann auf Grund des unterschiedlichen Zeitbezugs 

nicht auf (2.70) zurückgegriffen werden. Zunächst ist der Erwartungswert des Produkts 

von Wi,gi,t und Wj,gj,t zu ermitteln. Dazu sei o. B. d. A. , ,i t j tg g<  unterstellt: 

( ) ( )
( )( )( )

( )( )
( )

, , , ,

, , , ,

, , , ,

,

, , , ,

, , , ,

2
, , , ,

2
,

, .

i t j t i t j t

i t i t j t i t

i t i t j t i t

i t

i g j g i j g g

i j g g g g

i j g g g g

i j g

i j i t

E W W E B B

E B B B B

E B B B B

E B

g

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ

⋅ = ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ + −

= ⋅ + −

= ⋅

= ⋅

 (3.50) 

Damit ergibt sich für die Korrelationskoeffizienten [KA]i≠j wie behauptet: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

min ,
.

i t j t

i t j t

i t j t

i g j g

i g j g

i g j g

i t j t
i j

i t j t

E W W
Korr W W

Var W Var W

g g

g g
ρ ρ

⋅
⋅ =

⋅

= ⋅
⋅

 (3.51) 

Für den Spezialfall , ,i t j tg g=  folgt aus (3.51) durch Kürzung sofort (3.49). 

Wird dagegen zur Modellierung multivariater zeittransformierter Prozesse auf die rechte 

Seite von (3.44) zurückgegriffen, ergibt sich die Korrelation stets aus den Faktorsensitivi-

täten iρ  und jρ . Auf der Basis der Einzelkreditbetrachtung ändern sich die Ausfallwahr-

scheinlichkeiten nicht. Auf Kreditportfolioebene erhält man jedoch ein anderes Modell mit 

anderen Eigenschaften: 

( ) ( )

( )

, ,, ,
, , , ,

,, 2
,

, ,

1 , 1

.

i j

j t j ti t i t
i t i t j t i t

j ti t
i j t

i j
i t j t

g gg g
Korr B B B B

t t t t

gg
E B

t t
g g

ψ ε ψ ε

ψ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

 
⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅  

 

⋅
= =

(3.52) 

                                                           
524  Das Ergebnis lässt sich alternativ auf der Basis der Selbstähnlichkeit BROWNscher Prozesse ableiten. Mit 

( ) ( ), , , , , , , , ,/ 1 / / 1 /
i ii i t t i i t t i t i t i t i t i tg t B g t B g t B B g t Wψ ε ψ ερ ρ ρ ρ⋅ + − ⋅ = ⋅ ⋅ + − ⋅ = ⋅  

 folgt sofort die Selbstähnlichkeit von Wi,t, formuliert unter Berücksichtigung der Zeittransformation gi,t: 

,, , ,/ .
i ti g d i t i tW g t W= ⋅  

 Die Selbstähnlichkeit eines Zufallsvektors beinhaltet nicht nur die Erwartungswerte und Varianzen, son-
dern auch die Korrelationsstruktur. Vgl. T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 36-38. 
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35 Modellierung zeitpunktspezifischer, faktorbedingter Ausfallwahrscheinlichkei-
ten für Kredite mit heterogenen Ausstattungsmerkmalen 

Mit der Formulierung zeitraumspezifischer Ausfallwahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Cre-

dit Curves, der Ermittlung ausfallwahrscheinlichkeitskonformer, einfach zu bestimmender, 

zeitkonstanter Ausfallschranken mit Hilfe der Prozesstransformation sowie der Erfassung 

von Ausfallkorrelationen durch die Modellierung korrelierter BROWNscher Bewegungen 

auf der Basis eines Ein-Faktor-Modells, stehen alle Mittel zur Verfügung, um mit Hilfe 

von Simulationstechniken einzelne, korrelierte zeittransformierte Pfadausprägungen zu 

generieren. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Voraussetzungen dafür zu schaffen, anstelle 

der Simulation ein semi-analytisch rechenbares Modell zu verwenden. 

351 BROWNsche Brücken als Basis der semi-analytischen Modellierung 
Die Konstruktion des semi-analytisch rechenbaren Modells basiert auf dem Verzicht der 

Ermittlung der vollständigen Ausprägungen der BROWNschen Pfade bzw. der zeittransfor-

mierten Prozesse. An die Stelle der Totalbetrachtung des Zeitraumes vom Modellierungs-

zeitpunkt t0 bis zum (transformierten) Analysezeitpunkt tA (gi(tA)) tritt eine Punktbetrach-

tung des (transformierten) Analysezeitpunkts tA (gi(tA)). Im Mittelpunkt der Überlegungen 

stehen die Endpunkte βi der BROWNschen Pfade bei vorgegebenem Startpunkt α. Auf diese 

Weise bedingte BROWNsche Bewegungen werden als BROWNsche Brücken bezeichnet:525 

Definition 3-5 (BROWNsche Brücke): Die Zufallsvariable Xs=X(s) folgt einer BROWNschen 

Brücke von α nach β auf [t,T] mit T>t wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

(1) Xt=α, 

(2) Xs ist eine kontinuierliche Funktion von s und 

(3) die Werte von Xs sind normalverteilt mit ( ) ( ) ( )( ) ( )sE X T s s t T tα β= − + − − , 

( ) ( )( ) ( )sVar X T s s t T t= − − −  und ( ) ( )( ) ( ),s uCov X X T s u t T t= − − − , wobei 

stets t≤u<s≤T gilt. 

Eine mögliche Repräsentation stellt die folgende Gleichung mit Startzeitpunkt t0 dar:526 

( )
0

1 0 .
t

s
t

dBt tX T t für t T
T T T s

α β = − + + − ≤ <  −  ∫  (3.53) 

Für ein mögliches Ausfallereignis ist zu klären, ob die BROWNsche Brücke zwischenzeit-

lich die Ausfallschranke K erreicht oder durchschlagen hat: 

                                                           
525  Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 175 f. 
526  Vgl. I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 358. 
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Satz 3-3 (Passage-Wahrscheinlichkeit einer BROWNschen Brücke): Sei Xs eine BROWNsche 

Brücke von α nach β auf [t,T] mit T>t. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass Xs eine kon-

stante Schranke K mit K<α,β innerhalb des Zeitabschnitts [t,T] erreicht bzw. durchschlägt: 

[ ]

( ) ( )
,

2
Pr min , expss t T

K K
X K K

T t
β α

α β
∈

− ⋅ − ⋅ −  ≤ > =     − 
. (3.54) 

Beweis: 

J. Cheng (2001, S. V-16).527 

Betracht sei ein Kredit i, der mindestens bis zum Analysezeitpunkt tA>0 läuft. Mit Blick 

auf Wi,gi,t ist im transformierten Analysezeitpunkt gi(tA) eine Fallunterscheidung notwendig. 

Liegt der Endpunkt des realisierten Pfades βi,gi(tA) unterhalb der Schranke Ki, liegt ein Kre-

ditausfall mit der Wahrscheinlichkeit von eins vor. Liegt βi,gi(tA) jedoch oberhalb der 

Schranke Ki, ist zu berücksichtigen, dass der Pfad die Schranke bereits zu einem früheren 

Zeitpunkt erreicht haben könnte. Die endpunktbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit ist dem-

nach unter Berücksichtigung von (3.54) mit α=0 und Ki<0 gegeben durch: 

( )
( )

( )
,

,

,

,

,
,

2
exp ,

1 .

i tA

i tA
i tA

i g i i

i g i
i A i g i A

K K
für K

p t g t

sonst

β
β

β

  ⋅ − ⋅
   >  =   

 


 (3.55) 

( ]
:

0, .A i

mit
t T∈

  

Eine Verbindung zwischen der BROWNschen Brücke mit dem Endpunkt βi,gi(tA) und dem 

Ability-to-Pay-Prozess kann dadurch hergestellt werden, dass der Endpunkt βi,gi(tA) nicht als 

deterministischer Parameter, sondern als Zufallsvariable aufgefasst wird: 

( ),, ,~ 0, 1, ,
i t AAi g i tN g i Nβ ∀ = … . (3.56) 

Diese Überlegung führt zudem zur unbedingten Ausfallwahrscheinlichkeit (3.4) für 

tAє(0,Ti]528 nach der Maßgabe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit529. Danach ist 

über alle Ausprägungen von βi,gi(tA), gewichtet mit den Werten der Dichtefunktion der 

                                                           
527  Vgl. J. Cheng (2001), Stochastic processes, S. V-16. 
528  Die Ausfallwahrscheinlichkeit im Zeitpunkt t=0 ist per Definition null. Vgl. Abschnitt 321. 
529  Vgl. übertragend für den diskreten Fall U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 23. Für den 

stetigen Fall siehe D. Bertsekas und J. Tsitsiklis (2002), Probability, S. 171 f. 
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Normalverteilung, zu integrieren. Das Resultat stimmt mit der Passage-Wahrscheinlichkeit 

einer BROWNschen Bewegung überein:530 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2

1 exp
i

i

K
i i

i A N N
i AK

u K K
p t f u du f u du

g t

∞

−∞

 ⋅ − ⋅
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
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∫ ∫  (3.57) 
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352 BROWNsche Brücken als Faktoren 
Während im vorhergehenden Abschnitt der Endpunkt βi des Ability-to-Pay-Prozesses Wi,gi,t 

fixiert wurde, soll hier lediglich der systematische Faktorprozess BΨ,gi,t im Faktormodell 

(3.42) auf einen Endpunkt βΨ im transformierten Analysezeitpunkt gi,tA bedingt werden. 

Der Endpunkt βi des Ability-to-Pay-Prozesses in gi,tA stellt wegen der idiosynkratischen 

Komponente Bεi,gi,t für ρi≠1 wieder eine Zufallsvariable dar. Damit wird Wi,gi,t, respektive 

der zeittransformierte Prozess Yi,t mit Yi,t=Wi,gi,t, mittels einer BROWNschen Faktorbrücke 

XΨ,gi,t auf [0,gi(tA)] anstelle einer BROWNschen Faktorbewegung BΨ,gi,t modelliert: 

, , ,, , ,1 0
i t i t i i ti g i g i g AW X B für t tψ ερ ρ= ⋅ + − ⋅ < ≤ . (3.58) 
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ψ ψ
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= =

= ⋅ = − ⋅

= =
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Entstammen alle Kredite derselben Ratingklasse, ist das Faktormodell (3.58) problemlos 

anwendbar, da in diesem Fall für alle Kredite die Zeittransformationen identisch ausfallen. 

Es fließt für alle t stets derselbe Wert für XΨ,gi,t in (3.58) ein. Bei Krediten unterschiedlicher 

Bonität gilt dies nur für t=tA mit tA=tH, da für alle Kredite, gleichwohl welches Rating sie 

tragen, mit (3.32) immer gi,tH=tH gilt.531 

                                                           
530  Vgl. dazu auch Gleichung (3.30). Die Übereinstimmung lässt sich exemplarisch durch numerisches In-

tegrieren leicht feststellen. 
531  Vgl. Gleichung (3.43) sowie die entsprechenden Ausführungen in Abschnitt 343. 
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Fraglich ist die Vorgehensweise für tA<tH bei Krediten mit unterschiedlicher Bonität. Soll 

für eine kreditspezifische Betrachtung der Endpunkt der BROWNschen Brücke mit dem 

bonitätsspezifisch transformierten Analysezeitpunkt gi,tA übereinstimmen, sind kreditweise 

Faktorbrücken zu modellieren. Mit Blick auf faktorendpunktbedingte Passage-

Wahrscheinlichkeiten für Wi,gi,t stellt sich sofort die Frage nach der Vergleichbarkeit der 

jeweilig ermittelten Werte. Für tA=tH hingegen stellt sich das Problem nicht, da kredit- 

bzw. bonitätsübergreifend identische Brückenendpunkte zu Passage-Wahrscheinlichkeiten 

führen, die nur von der Lage der jeweiligen Ausfallschranke abhängen. Für tA<tH hingegen 

ist der Wert des Brückenendpunktes zu berücksichtigen. Daher sei vorgeschlagen, auf die 

Selbstähnlichkeit532 der BROWNschen Faktorbewegung in (3.42) zurückzugreifen und eine 

Skalierung vorzunehmen. Ausgehend von einem spezifischen Wert soll der jeweilige Brü-

ckenendpunkt βΨ,gi(tA) wie folgt ermittelt werden: 

,

,
, ,

A

i t AA

i t
g t

A

g
tψ ψβ β= ⋅ . (3.59) 

Für den bereits betrachteten Spezialfall tA=tH beträgt der Brückenendpunkt wegen gi(tH)=tH 

mit (3.59) kredit- bzw. bonitätsübergreifend βΨ,tH. 

Die Prozesse Yi,t=Wi,gi,t, bedingt auf (3.59), besitzen für jeden Zeitpunkt tє(0,tA] bzw. 

gi(t)є(0,gi(tA)] einen Erwartungswert und eine Varianz:533 
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,
, , ,
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i t A A
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, (3.60) 
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Var W g

gψβ ρ
 

= ⋅ − ⋅  
 

 (3.61) 

Der Faktorendpunkt beeinflusst lediglich den Erwartungswert, nicht aber die Varianz.534 

Wäre gi,t=t für alle t, ließe sich der Erwartungswert als lineare Interpolation zwischen dem 

Wert null und dem Punkt iρ ·βΨ,tA= iρ ·βΨ,gi(tA) darstellen. Da i. d. R. gi,t≠t gilt, führt die 

Zeittransformation zu einer systematischen Verzerrung des Erwartungswertverlaufes. Für 

ρi=0 wird der Erwartungswert lediglich von der idiosynkratischen Komponente beeinflusst 

und beträgt null. Die Varianz entspricht in diesem Fall der Zeittransformation gi,t. 

                                                           
532  Vgl. T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 36. 
533  Eine graphische Darstellung des Erwartungswertverlaufes für verschiedene Faktorendpunkte findet sich 

in  Anlage 6. Die Anlage 7 zeigt eine entsprechende Darstellung des Verlaufs der Varianzen, abgetragen 
auf der originalen Zeitachse [0,tA] als auch auf der transformierten Zeitachse [0,gi,tA]. 

534  Dasselbe gilt bereits für die BROWNsche Brücke. Vgl. Definition 3-5. 
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Sollen einzelne Realisationen von Yi,t=Wi,gi,t unter Berücksichtigung der BROWNschen Fak-

torbrücke erzeugt werden, ist zunächst der Zeitraum [0,tA] in äquidistante Zeitabschnitte 

der Länge ∆t=tA/n zu unterteilen. Unter Berücksichtigung der Bonität des betrachteten 

Kredits werden zu den transformierten Zeitpunkten gi(∆t·h) mit h=1,…,n Ausprägungen 

von Wi(gi,∆t·h) ermittelt. Dazu werden ausgehend von Wi(0)=0 Realisationen der Prozessän-

derungen Wi(gi,∆t·h)-Wi(gi,∆t·(h-1)) erzeugt: 

( )
( )( ) ( )( )
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∼

(3.62) 

Besondere Aufmerksamkeit ist den Änderungen der Faktorbrücke ∆XΨ(gi,∆t·h) zu widmen, 

da, anders als bei den Realisationen von Änderungen BROWNscher Bewegungen wie die 

der idiosynkratischen Komponente535, diese mit Definition 3-5 nicht unabhängig vonein-

ander sind. Eine Lösung besteht darin, in jedem Zeitpunkt gi,∆t·h eine neue BROWNsche 

Brücke X’Ψ,s in der Form zu definieren, dass zwar der Endpunkt der Brücke mit βΨ,gi(∆t·n) 

konstant bleibt, der Startpunkt αΨ,gi(∆t·(h-1)) jedoch stets der letzten Realisation XΨ(gi,∆t·(h-1)) 

entspricht. Varianz und Erwartungswert aus Definition 3-5 sind stets neu zu adjustieren. 

Mit jeder Realisation verkürzt sich zudem die Laufzeit der Brücke um (gi,∆t·h-gi,∆t·(h-1)): 

( ) ( ), , , 1 , 1, , ,1 1i t h i t h i t h i t hg d g g gh h
X X Xψ ψ ψ∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅ − ∆ ⋅ −−− −

′∆ = −  (3.63) 
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Damit erhält man als Realisation für Wi(gi,∆t·h) im Zeitpunkt gi,∆t·h: 
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 (3.64) 

                                                           
535  Vgl. P. Glasserman (2004), Monte Carlo methods, S. 79-92. 
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Die Realisationen von Wi(gi,∆t·h), ermittelt auf der Basis von (3.64), ergeben bezüglich der 

Zeitpunkte gi,∆t·h faktorendpunktbedingte Pfadausprägungen der BROWNschen Bewegun-

gen.536 Durch Anwendung der Zeittransformation gi,∆t·h erhält man bezüglich der Zeitpunk-

te ∆t·h Realisationen der entsprechenden faktorendpunktbedingten zeittransformierten Pro-

zesse Yi,∆t·h. 

Geht man gedanklich in einem weiteren Schritt davon aus, dass die Realisation des syste-

matischen Risikos gegenüber dem unsystematischen Risiko zeitlich vorgelagert ist, dann 

erhält man faktorpfadbedingte BROWNsche Bewegungen, respektive deren Transformatio-

nen.537 Für die Prozessvariablen Yi,t=Wi,gi,t, diesmal bedingt auf vollständige Faktorpfad-

ausprägungen, lassen sich erneut für jeden Zeitpunkt tє(0,tA] bzw. gi(t)є(0,gi(tA)] Erwar-

tungswert und eine Varianz angeben: 

( ), , ,, , ,i t i t i ti g g i gE W X Xψ ψρ= ⋅ , (3.65) 

( ) ( )
, ,, , , 1

i t i ti g g i t iVar W X gψ ρ= ⋅ − . (3.66) 

Zur Erzeugung von Realisationen faktorpfadbedingter Prozesse ist (3.64) lediglich leicht 

zu modifizieren. Die Änderungen der Faktorprozesse stellen keine Zufallszahlen dar, son-

dern sind zu jedem (transformierten) Zeitpunkt ∆t·h gegeben:538 
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536  Alternativ lässt sich anstelle von [0,tA] der Zeitabschnitt [0,gi,tA] in äquidistante Zeitabschnitte einteilen. 

Pfadrealisationen sind nun in Analogie zu (3.64) wie folgt zu erzeugen: 
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 Beide Vorgehensweisen führen mit Blick auf die im Folgenden interessierenden Passage-
Wahrscheinlichkeiten zu identischen Ergebnissen. 

537  Vgl. zur Sichtweise der zeitlichen Verlagerung der Faktorrealisationen H. Rau-Bredow (2001), Kreditri-
sikomodellierung im Neuen Basler Accord, S. 1004. 

538  Fn. 536 gilt analog. 
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353 Bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten im Ein-Faktor-Modell und die Model-
lierung von Ausfällen langlaufender Kredite 

Mit Hilfe des Konzeptes der BROWNschen Brücke lässt sich für jeden Kredit i eine faktor-

endpunktbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit ermitteln. Dazu werden die Endpunkte βi der 

Ability-to-Pay-Prozesse Wi,gi,t in den transformierten Analysezeitpunkten gi(tA) in Abhän-

gigkeit der Endpunkte βΨ,gi(tA) BROWNscher Faktorprozesse BΨ,gi,t modelliert. Die Verknüp-

fung beider Endpunkte erfolgt durch das Ein-Faktor-Modell (3.33) bis (3.34) respektive 

(3.42):539 

, , ,, , ,1
i t i t i i tA A Ai g i g i gB Bψ εβ ρ ρ= ⋅ + − ⋅  (3.68) 

, ,

,
, , ,
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i t
g g t
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mit

g
B

tψ ψ ψβ β= = ⋅
  

Durch die Fixierung des Endpunktes der BROWNschen Faktorbewegung wird der Ability-

to-Pay-Prozess implizit mit einer BROWNschen Faktorbrücke modelliert.540  

Im weiteren Verlauf des Abschnitts soll unabhängig vom Analysezeitpunkt tA mit standar-

disierten Faktoren ΨtA und εi,tA gearbeitet werden: 

,
1

A At t
At

ψψ β= ⋅  und , ,
1

A i Ai t t
A

B
t εε = ⋅ . (3.69) 

Daraus folgt für den Endpunkt des Ability-to-Pay-Prozesses: 

( )
, ,, , , , , ,1 1

i t A A i i t A A A AA Ai g i t i t i g d i t i t i t i i tg B g gεβ ρ ψ ρ ρ ψ ρ ε= ⋅ + − ⋅ = ⋅ + − ⋅ . (3.70) 

Für einen Kredit i, der mindestens bis zum Zeitpunkt tA läuft (langlaufender Kredit), kann 

für den Zeitpunkt tA eine bedingte, d. h. von der jeweiligen Höhe des systematischen Fak-

tors ΨtA abhängige Ausfallwahrscheinlichkeit pi,tA|Ψ angegeben werden. 

Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit pi,tA|Ψ stellt eine faktorendpunktbedingte Wahr-

scheinlichkeit dar. Da es (unendlich) viele BROWNsche Faktorpfadrealisationen gibt, die in 

einem gegebenen Faktorpfadendpunkt münden, stellt sie zudem eine Synthese faktorpfad-

bedingter Wahrscheinlichkeiten dar. Dabei ist jede in Frage kommende Faktorpfadrealisa-

tion mit einer entsprechenden „Eintrittswahrscheinlichkeit“ zu gewichten. 

                                                           
539  Das letzte Gleichheitszeichen in (3.68) folgt aus (3.59). 
540  Vgl. Abschnitt 352. 
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Wird zunächst unter Ausschaltung der Zeittransformation für den systematischen Faktor in 

tA ein sehr hoher Wert angenommen, muss dies durch einen sehr kleinen Wert des unsys-

tematischen Faktors kompensiert werden, um entweder die Ausfallschranke in tA zu errei-

chen oder um eine hohe Passage-Wahrscheinlichkeit für den Zeitraum [0,tA] zu generieren. 

Die Ausfallwahrscheinlichkeit hängt bei gegebenem ΨtA somit ausschließlich von den ein-

zelnen εi,tA ab. Der systematische Faktor steuert lediglich die Tendenz ihrer Höhe. Die 

Wahrscheinlichkeit, dass ein Kredit bei gegebener Realisation des systematischen Faktors 

ausfällt, ergibt sich nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit541 durch Integration 

über alle möglichen Ausprägungen des unsystematischen Faktors εi,tA: 

Satz 3-4 (Bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit): Sei Xs eine BROWNsche Brücke mit dem 

Startpunkt α=0 und einem zufälligen Endpunkt β auf [0,t] mit t>0. Der Endpunkt β wird 

dabei durch ein Ein-Faktor-Modell gem. (3.35) beschrieben. Dann ist die Wahrscheinlich-

keit dafür, dass Xs bei gegebenem Faktor Ψt eine konstante Schranke K mit K<0 innerhalb 

des Zeitabschnitts [0,t] erreicht bzw. durchschlägt: 
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(3.71) 

Beweis: 

Zunächst ist β in (3.54)/(3.55) durch das Ein-Faktor-Modell (3.35) zu ersetzen: 

( )
( )( )( )2 1

exp
t tt t K K

p t
t

ρ ψ ρ ε
β

 ⋅ + − ⋅ − =  
 
 

 (3.72) 

( )( ): 1 .t tfür t t Kρ ψ ρ ε⋅ + − ⋅ >   

Bei gegebenem systematischem Faktor Ψt, ist über alle Ausprägungen des idiosynkrati-

schen Faktors εt zu integrieren. Für sehr kleine Ausprägungen von εt ist es möglich, dass 

das resultierende β jenseits der Ausfallschranke K liegt, womit die Ausfallwahrscheinlich-

keit gem. (3.55) eins wäre. Den kritischen Wert εt
* erhält man durch Umstellung der Ne-

benbedingung in Gleichung (3.72) unter Verwendung des Gleichheitszeichens: 

                                                           
541  Vgl. Fn. 529. 
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( )
*

1
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−
. (3.73) 

Damit erhält man für die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit: 

( )

( )( )( )

*

*

2

1

2 11 1exp exp .
22

t

t

Nt

t

p f u du

t t u K K
u du

t

ε

ε

ρ ψ ρ

π

Ψ
−∞

∞

= ⋅ ⋅ +

 ⋅ ⋅ + − ⋅ − ⋅    ⋅ − ⋅     
 

∫

∫
(3.74) 

Wir erhalten den ersten Summanden in (3.71), indem wir das erste Integral in (3.74) mit 

Hilfe der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung wie folgt schreiben: 

( )* .SN tF ε  (3.75) 

Im zweiten Integral lassen sich die beiden Exponentialfunktionen zusammenfassen. Nach 

quadratischer Ergänzung sind die binomischen Formeln auf den Exponenten anwendbar: 
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Aus der Substitution 

( )12 1l K t u
t

ρ= − −  (3.77) 

mit der neuen oberen Integrationsgrenze 

−∞  (3.78) 

und der neuen unteren Integrationsgrenze 
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 (3.79) 

sowie der Umkehrung der Integrationsgrenzen folgt: 
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Da der Integrand in (3.80) die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung darstellt, 

erhält man schließlich mit Hilfe der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung den 

zweiten Summanden: 

( ) ( )
( )

21exp 2
1

t
t SN

K K t
K K t F

t t

ρ ρ ψ
ρ ρ ψ

ρ

 − −   − − ⋅     − 
. (3.81) 

In einem Analysezeitpunkt tA stellt sich somit unter Berücksichtigung der Zeittransforma-

tion gi(tA) sowie der dazugehörigen Ausfallschranke Ki die bedingte Ausfallwahrschein-

lichkeit pi,tA|Ψ des Kredits i wie folgt dar: 

( ) ( )
( ) ( )1

Ai t i A i
i A SN

i A i

K g t
p t F

g t

ψ ρ

ρ

 − ⋅
 Ψ = +
 ⋅ − 

 (3.82) 
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g t
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t
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t
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ρ ρ

ρ

 − −Ψ
 
 ⋅ − 


=

∈

Ψ


  

Die Struktur der Gleichung (3.82) soll durch die Betrachtung eines Spezialfalles näher be-

leuchtet werden. Setzen wir die Faktorsensitivität ρi=1, bedeutet das zunächst, dass der 

Ability-to-Pay-Prozess Wi,gi,t absolut deckungsgleich mit dem Prozess des systematischen 

Faktors BΨ,gi,t ist. Bei gegebenem Wert für ΨtA , Ai tg  ist mit (3.59) auch der Endpunkt βi,gi(tA) 

festgelegt. Der idiosynkratische Faktor εi,tA führt zu keiner weiteren Variabilität bei der 

Höhe des Endpunktes. Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit pi,tA|Ψ wird für diesen Spe-

zialfall durch die einfachere Formel (3.55) berechnet, wobei βi,gi(tA) durch den systemati-

schen Faktorendpunkt ΨtA , Ai tg  zu ersetzen ist. Je nachdem, ob der systematische Faktor 

diesseits oder jenseits der Ausfallschranke Ki liegt, nimmt die bedingte Ausfallwahrschein-

lichkeit entweder (a) die First-Passage-Wahrscheinlichkeit einer einfachen BROWNschen 

Brücke oder (b) den Wert eins an. 

Anhand von (3.82) ist die obige Argumentation durch eine Grenzwertbetrachtung der ein-

zelnen Terme demonstrierbar: 
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( )

,

,
,1

,
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1
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i t i t

i t i t i
SN i t i t
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, (3.83) 
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, (3.84) 

( ) ( ),
,1

, ,

21lim exp 2 exp A A

A A
i

A A

t i t i i
i i i i t i t

i t i t

g K K
K K g

g gρ
ρ ρ

 ⋅ Ψ − ⋅   − −Ψ =       
/

.(3.85) 

Liegt der systematische Faktorendpunkt diesseits der Ausfallschranke, d. h. Ki<ΨtA , Ai tg , 

reduziert sich (3.82) auf (3.85). Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit vereinfacht sich 

zur First-Passage-Wahrscheinlichkeit einer einfachen BROWNschen Brücke. Liegt der sys-

tematische Faktorendpunkt jenseits der Ausfallschranke, d. h. Ki>Ψt , Ai tg , reduziert sich 

(3.82) auf (3.83), respektive auf eins. Die Verteilungsfunktion (3.84) fungiert somit als 

„digitaler Schalter“, der die First-Passage-Wahrscheinlichkeit (3.85) in Abhängigkeit von 

ΨtA , Ai tg  „ein- und ausschaltet“.542 
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Abb. 3-11:  Ratingspezifische bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten 
Ratingspezifische bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten auf der Basis der historischen, durchschnittlichen 1-
Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für die Analysezeitpunkte 
tA=1 und tA=tH =5. Der systematische Faktor ΨtA ist auf dem Wertebereich [-5,5] abgetragen und deckt somit 
nahezu 100 % seiner Wahrscheinlichkeitsverteilung ab. 

                                                           
542  Für ,A Ai t i tK gψ=  nimmt (3.85) den Wert eins an. Mit (3.83) und (3.84)  fällt der Kredit definitiv aus. 
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Im weiteren Verlauf werden die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten ratingspezifisch 

ermittelt. Abb. 3-11 zeigt die ratingspezifischen bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten für 

die Analysezeitpunkte von tA=1 und tA=tH=5. Am Beispiel des 5-jährigen Analysezeit-

punkts ist die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit bei einer Höhe des Faktors von ΨtA=(-5) 

für einen „CCC“-gerateten Kredit 98,35 %. Die verbleibenden 1,65 % stützen sich auf die 

Möglichkeit, dass der idiosynkratische Faktor mindestens den Wert 1,4674543 annimmt und 

somit der Endpunkt der BROWNschen Bewegung die Ausfallschranke KCCC=(-0,7949) (vgl. 

Tab. 3-5) überschreitet und gleichzeitig der Pfad auch in einem früheren Zeitpunkt die 

Ausfallschranke nicht verletzt hat.544 

Die unbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit (3.4) für tAє(0,Ti]545 ergibt sich nach der Formel 

der totalen Wahrscheinlichkeit546 durch Integration über alle Ausprägungen von ΨtA, ge-

wichtet mit den Werten der Dichtefunktion der Normalverteilung und stimmt mit der Pas-

sage-Wahrscheinlichkeit einer BROWNschen Bewegung (vgl. (3.30)) überein: 547 

( ) ( ) ( )
( )

( ]2 0,i
i A i A SN SN A i

i A

Kp t p t u f u du F mit t T
g t

+∞

−∞

 
 = ⋅ ⋅ = ⋅ ∈
 
 

∫  (3.86) 

Die Integration über den Faktor ΨtA führt zur Eliminierung des Parameters ρi. Zur Ermitt-

lung von einzelnen Ausfallwahrscheinlichkeiten sind das Faktormodell und die bedingten 

Ausfallwahrscheinlichkeiten nicht notwendig. Ihr Zweck wird in der kreditübergreifenden 

Kontrolle bedingter Ausfallereignisse liegen. Der systematische Faktor beeinflusst und 

verschiebt je nach Höhe die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten der einzelnen Kredite 

gemeinsam nach oben oder unten. Über alle Ausprägungen des systematischen Faktors 

hinweg betrachtet, ergibt sich für jeden einzelnen Kredit in Abhängigkeit der Bonität wie-

der die Credit Curve-konforme Ausfallwahrscheinlichkeit. Aus der Sicht des Portfolios 

treten jedoch gemeinsame Ausfallereignisse mit positiven Korrelationen auf. 

                                                           
543  Der Wert 1,4674 ergibt sich gem. 

( ) ( )
( )

0,7949 5 0,12 5

5 1 0,12

− − ⋅ ⋅ −

⋅ −
. 

544  Der Wert 1,65 % ergibt sich unter Verwendung der BROWNschen Brücke durch Auswertung des Integ-
rals 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
1,4674

1 exp 2 / 5 5 0,12 5 5 1 0,12 0,7949 0,7948 SNu f u du
∞

 − ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ 
 ∫ , 

 wobei fSN(.) die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung darstellt. 
545  Die Ausfallwahrscheinlichkeit im Zeitpunkt t=0 ist per Definition null. Vgl. Abschnitt 321. 
546  Vgl. Fn. 529. 
547  Die Übereinstimmung lässt sich exemplarisch durch numerisches Integrieren leicht feststellen. 



151 

354 Bedingte Ausfalldichten im Ein-Faktor-Modell und die Modellierung der zeit-
lichen Struktur von Kreditausfällen 

Vereinfachend, jedoch o. B. d. A., wird zunächst der Risikohorizont tH betrachtet. Das 

heißt, die Zeittransformationen für diesen Zeitpunkt sind gem. (3.43) kreditübergreifend 

identisch. Voraussetzung ist, dass sämtliche Kredite eine Laufzeit von mindestens tH auf-

weisen. Betrachtet wird eine BROWNsche Brücke auf dem Zeitabschnitt [0,tH] mit dem 

Endpunkt βi,tH. Der Endpunkt βi,tH sei zunächst als gegeben betrachtet. Dann kann auf ein 

Ergebnis von METWALLY & ATIYA548 zurückgegriffen werden: 

Satz 3-5 (Passage-Dichte einer BROWNschen Brücke): Sei Xs eine BROWNsche Brücke von α 

nach β auf [t,T] mit T>t. Dann ist die Dichte zur Wahrscheinlichkeit dafür, dass Xs eine 

konstante Schranke K mit K<α,β innerhalb des Zeitabschnitts [t,T] erreicht bzw. durch-

schlägt im Zeitpunkt sє(t,T):549 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

2 23 1
2 2

2

, exp
2 2 2

:

1 exp .
22

X

K KKf s s t T s
T s s t

mit

T tT t

β ααα β
ξπ

α β
ξ

π

− −
  − −−  = − − ⋅ − + 

  − −  

 −
= ⋅ − 

 −−  

 (3.87) 

Beweis: 

S. Metwally & A. Atiya (2002, S. 47 f.). 

Diskret betrachtet, gibt (3.87) die Wahrscheinlichkeit dafür an, dass die endpunktkonditio-

nierte BROWNsche Bewegung Xs genau im Zeitpunkt s die Schranke K erstmalig erreicht 

bzw. durchschlägt. Es liegt demnach eine bedingte Dichte vor.550 

Unter Berücksichtigung von α=0 in t0=0 sowie der bonitätsabhängigen Ausfallschranke 

Ki<0 ergibt sich die vereinfachte endpunktbedingte Passage-Dichte für die auf βi,tH beding-

te BROWNsche Bewegung Wi,t für alle ( )0, Hs t∈  wie folgt: 

( ) ( )
( )

( )

2
2,1

3 1 2
2 2

, 0,
2

i t iH i

H

i H

K K
t s s

i
W i t H H

Kf s s t s e mit s t

β

β
ξπ

 − − + −−  −  = − − ⋅ ∈ . (3.88) 

                                                           
548  Vgl. S. Metwally und A. Atiya (2002), Brownian bridge and barrier options, S. 47 f. 
549  METWALLY & ATIYA berücksichtigen noch einen von null verschiedenen Drift und eine von eins ver-

schiedene Volatilität. Vgl. S. Metwally und A. Atiya (2002), Brownian bridge and barrier options, S. 48. 
550  Vgl. S. Metwally und A. Atiya (2002), Brownian bridge and barrier options, S. 48. 



152 

Mit Blick auf den zeittransformierten Prozess Yi,t erhält man unter Berücksichtigung der 

Zeittransformation gi(t) die folgende Passage-Dichte, die zugleich die endpunktbedingte 

Ausfalldichte ( ), ,FP Hi i tf tτ β  für ( )0, Ht t∈  darstellt: 

( ) ( ) ( ),
, , , , 0,

FP H i H

i t
i i t W i t i t H

dg
f t f g mit t t

dtτ β β= ⋅ ∈ . (3.89) 

Zur Verdeutlichung sei bemerkt, dass die Integration der endpunktbedingten Passage-

Dichte (3.88) bzw. der endpunktbedingten Ausfalldichte (3.89) für den Kredit i über den 

Zeitabschnitt (0,tH)551 zur endpunktbedingten Ausfallwahrscheinlichkeit (3.55) auf der Ba-

sis der Passage-Wahrscheinlichkeit einer BROWNschen Brücke auf [0,tH] führt. Vorausset-

zung ist dabei, dass der Kredit i mindestens bis zum Zeitpunkt tH läuft:552 

( ) ( ) ( ), , , ,
0 0

H H

H i H FP H

t t

i H i t W i t i i t H ip t f s ds f t dt für t Tτβ β β= = ≤∫ ∫ . (3.90) 

Alternativ kann jederzeit ein Analysezeitpunkt tA≠tH betrachtet werden. Zu beachten ist 

dabei, dass im Allgemeinen der Analysezeitpunkt tA und dessen Transformation – anders 

als im Falle des Risikohorizonts tH – nicht zusammenfallen. Demzufolge ist in (3.88) - 

(3.90) der transformierte Analysezeitpunkt zu verwenden. In Analogie zur obigen Vorge-

hensweise ist vorauszusetzen, dass der Kredit i mindestens bis zum Zeitpunkt tA läuft:553 

( ) ( ) ( )
,

, , , ,
0 0

i tA A

A i A FP A

g t

i A i t W i t i i t A ip t f s ds f t dt für t Tτβ β β= = ≤∫ ∫ . (3.91) 

Die Passage-Dichte der BROWNschen Brücke ist um das Faktormodell zu erweitern. Dazu 

werden in Analogie zur Ermittlung der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit (3.82) die 

Endpunkte βi der Ability-to-Pay-Prozesse Wi,gi,t im Risikohorizont tH in Abhängigkeit des 

Endpunkts βΨ,tH des BROWNschen Faktorprozesses BΨ,gi,t modelliert. Der Endpunkt der 

BROWNschen Faktorbewegung BΨ,gi,t wird auf βΨ,tH fixiert und folglich der Ability-to-Pay-

Prozess implizit mit einer BROWNschen Faktorbrücke XΨ,gi,t modelliert. Erneut soll weitge-

hend mit den standardisierten Zufallsvariablen ΨtH und εi,tH gem. (3.69) gearbeitet werden: 

                                                           
551  Für die Zeitpunkte 0 und t ist (3.88) nicht definiert. Grenzbetrachtungen zeigen jedoch, dass (3.88) für 

beide Zeitpunkte den Wert null annimmt. Siehe auch die nachfolgenden Grenzwertbetrachtungen zur be-
dingten Ausfalldichte im Anschluss an Satz 3-6 i. V. m. Anlage 8 und Anlage 9. 

552  Zur Integration der Dichtefunktion vgl. S. Metwally und A. Atiya (2002), Brownian bridge and barrier 
options, S. 52 f. 

553  Die Gültigkeitsbedingung tA≤Ti bedarf keiner Transformation. Da die Zeittransformation als streng mo-
noton wachsende Funktion definiert wurde, gilt tA≤Ti ⇔  g(tA)≤g(Ti). 
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Satz 3-6 (Bedingte Ausfalldichte): Sei Xs eine BROWNsche Brücke mit dem Startpunkt α=0 

und einem zufälligen Endpunkt β auf [0,t]. Der Endpunkt β wird dabei durch das Ein-

Faktor-Modell (3.35) beschrieben. Dann ist die Dichte zur Wahrscheinlichkeit dafür, dass 

Xs bei gegebenem Faktor Ψt eine konstante Schranke K mit K<0 innerhalb des Zeitab-

schnitts [0,t] erreicht bzw. durchschlägt im Zeitpunkt sє(0,t): 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

22
2

2
1 11

2

32

tt s K tK t K
t s s t s t s

X
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ρ ρ ψ ρρ ψ
ρψ
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ψ
π ρ

 − − −− 
− − + − − − 

 = −
−

. (3.92) 

Beweis: 

Zunächst ist β in (3.87) durch das Ein-Faktor-Modell (3.35) zu ersetzen: 

( ) ( )
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. (3.93) 

Umformung und Separation des idiosynkratischen Faktors εt liefern: 

( )
( )

( )
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tt t t t
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 . (3.94) 

Bei gegebenem systematischem Faktor Ψt ist über alle Ausprägungen des idiosynkrati-

schen Faktors εt, gewichtet mit der Dichte seiner Verteilung (Standardnormalverteilung), 

zu integrieren: 

( ) ( )
( )
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( ) ( )2 1 11 2 1

21
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t s t s t s
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= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫ . (3.95) 

Durch quadratische Ergänzung des Exponenten in (3.95) sind die binomischen Formeln 

anwendbar: 
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 (3.96) 
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Durch Substitution, 

( )
t sl u
t s

ρ ζ−
= ⋅ +

−
, (3.97) 

folgt: 

( )
2

1
1 2
21

2
l
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d

t sf s a b c e dl
t sψ

ρ
π

−+∞
−

−∞

− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ∫
��	�


. (3.98) 

Da der Integrand in (3.98) die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung darstellt und 

die Integration über den gesamten Definitionsbereich den Wert eins ergibt, erhält man 

schließlich: 

( )Xf s a b c dψ = ⋅ ⋅ ⋅ . (3.99) 

Umstellung und Vereinfachung von Gleichung (3.99) liefern schließlich das gewünschte 

Ergebnis. 

Für einen Kredit i mit tH≤Ti ergibt sich somit unter Berücksichtigung der Zeittransformati-

on gi(t) sowie der dazugehörigen Ausfallschranke Ki mit dem systematischen Faktor Ψ im 

Zeitpunkt tH die Passage-Dichte fWi|Ψ für die auf den Endpunkt des Faktorprozesses beding-

te BROWNsche Bewegung Wi,t für alle sє(0,tH) wie folgt: 
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−
 (3.100) 

( )
:
0, .H

für
s t∈

  

Mit Blick auf den zeittransformierten Prozess Yi,t erhält man unter Berücksichtigung der 

Zeittransformation gi(t) die folgende Passage-Dichte, die zugleich die bedingte Ausfall-

dichte fi,τFP|Ψ für tє(0,tH) darstellt: 

( ) ( ) ( ),
,, 0,

FP i

i t
i t Hi W

dg
f t f g mit t t

dtτ ψ ψ= ⋅ ∈ . (3.101) 
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Gleichung (3.100) ist für die Zeitpunkte s=0 sowie s=tH nicht definiert. Da ein Kreditaus-

fall im Zeitpunkt null per Definition554 ausgeschlossen ist, muss auch die bedingte Ausfall-

dichte im Zeitpunkt null verschwinden. Eine Grenzwertbetrachtung führt zum gewünsch-

ten Ergebnis.555 Sofern die Faktorsensitivität ρi nicht den Wert eins annimmt, führt eine 

Grenzwertbetrachtung für s→tH zu:556 
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2 1
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i i H tH

H i
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K t
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 − 
 − 
 = − = ≠

−
 (3.102) 

Nimmt die Faktorsensitivität ρi den Wert eins an, beträgt der Grenzwert von (3.100) für 

s→tH null.557 Die Grenzwertbetrachtungen ermöglichen die (numerische) Integration von 

( )
iWf sψ  über das abgeschlossene Intervall [0,tH]. Das Ergebnis führt zur bedingten Aus-

fallwahrscheinlichkeit eines langlaufenden Kredits pi(tH)|Ψ gem. (3.82):558 

( ) ( ) ( ),
0 0

H H

i FP

t t

i H W i H ip t f s ds f t dt für t Tτψ ψ ψ= = ≤∫ ∫ . (3.103) 

Nachfolgend sollen die Struktur und die Funktionsweise der Gleichung (3.100) durch die 

Betrachtung von Spezialfällen einer genaueren Analyse unterzogen werden. Dazu sind 

insbesondere Bezüge zu früheren Gleichungen hilfreich. 

Für den Spezialfall ρi=1 vereinfacht sich (3.100) zu (3.88) mit βi,tH= Ht ΨtH.559 Das heißt, 

Gleichung (3.100) ergibt für ρi=1 die Passage-Dichte einer BROWNschen Brücke, wobei 

der Endpunkt der Brücke alleine durch den systematischen Faktor ΨtH bestimmt wird. Die 

Umskalierung mit Hilfe der Wurzel-Zeit-Formel ergibt sich aus der Standardnormalvertei-

lungsannahme für den systematischen Faktor ΨtH: 
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554  Definitionsgemäß ist FτFP,i(0)=0. Siehe auch die Ausführungen in Abschnitt 321. 
555  Vgl. Anlage 8. 
556  Vgl. Anlage 9. 
557  Vgl. nachfolgend die Ausführungen zum Spezialfall ρi=1, die Gleichung (3.104) sowie die Fußnote 551 

zur Grenzwertbetrachtung der Passage-Dichte einer BROWNschen Brücke. 
558  Die Richtigkeit der getroffenen Aussage lässt sich durch numerische Integration demonstrieren. 
559  Vgl. Anlage 10. 
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Für den Spezialfall ρi=0 vereinfacht sich (3.100) zur Passage-Dichte einer Standard 

BROWNschen Bewegung.560 Die Standard BROWNsche Bewegung beschreibt dabei den 

idiosynkratischen Faktor εi,tH. Da für ρi=0 der systematische Faktor ΨtH keinerlei Einfluss 

ausübt, entfallen in (3.100) sowohl der systematische Faktor ΨtH als auch der Risikohori-

zont tH. Lediglich der Zeitpunkt s verbleibt neben der Schranke Ki in der resultierenden 

Gleichung:561 

( )
21

2
, 0 32i i

K
i s

W
Kf s e

s
ψ ρ

π

− ⋅

= = − ⋅ . (3.105) 

Alternativ kann jederzeit ein Analysezeitpunkt tA≠tH betrachtet werden. Da im Allgemei-

nen der Analysezeitpunkt tA und dessen Transformation nicht zusammenfallen, ist in 

(3.100) der transformierte Analysezeitpunkt zu verwenden. Vorauszusetzen ist, dass der 

Kredit i mindestens bis zum Zeitpunkt tA läuft.562 Für einen Kredit i mit tA≤Ti ergibt sich 

somit unter Berücksichtigung der Zeittransformation gi(t) sowie der dazugehörigen Aus-

fallschranke Ki mit dem systematischen Faktor Ψ im Zeitpunkt tA≠tH die bedingte Passage-

Dichte fWi|Ψ für die auf den Endpunkt des Faktorprozesses bedingte BROWNsche Bewegung 

Wi,t für alle sє(0,gi,tA) wie folgt: 
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0, .
Ai t
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s g∈
  

In Analogie zu (3.103) erhält man die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit eines langlau-

fenden Kredits pi(tA)|Ψ gem. (3.82): 

( ) ( ) ( )
,

,
0 0

i tA A

i FP

g t

i A W i A ip t f s ds f t dt für t Tτψ ψ ψ= = ≤∫ ∫ . (3.107) 

Im Folgenden werden die bedingten Ausfalldichten ratingspezifisch ermittelt. Die Abb. 

3-12 zeigt die ratingspezifischen, bedingten Ausfalldichten für die Faktorausprägungen 

Ψt=(-1) und Ψt=(-5) per tH=5. Anhand der Dichten wird deutlich, dass – wie im Rahmen 

                                                           
560  Zum Konzept der Passage-Dichte einer BROWNschen Bewegung siehe I. Karatzas und S. Shreve (2005), 

Brownian motion, S. 80. 
561  Für die Herleitung von (3.105) aus (3.100) siehe Anlage 11. 
562  Die Gültigkeitsbedingung tA≤Ti bedarf keiner Transformation. Vgl. Fn. 553. 
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der Diskussion der funktionalen Formen ratingabhängiger Credit Spreads bereits vermu-

tet563 – Kredite mit niedriger Bonität mit höheren Wahrscheinlichkeiten frühzeitiger ausfal-

len, wohingegen für Kredite mit exzellenter Bonität ein mögliches Ausfallereignis mit ho-

her Wahrscheinlichkeit in einem späteren Zeitpunkt zu finden ist: 
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Abb. 3-12:  Ratingspezifische bedingte Ausfalldichten 
Ratingspezifische bedingte Ausfalldichten aus Sicht des Risikohorizonts tH=5 auf der Basis der historischen, 
durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für die 
systematischen Faktorausprägungen (-1) und (-5). 

Je besser die Bonität, je weiter verschiebt sich Wahrscheinlichkeitsmasse für einen eventu-

ellen Ausfall auf spätere Zeitintervalle. Die Ausfalldichten für Kredite mittlerer bis unterer 

Qualität weisen erneut hügelförmige Verläufe auf. Die Graphen verdeutlichen ebenfalls, 

insbesondere am Beispiel der „CCC“-gerateten Kredite, dass selbst im kurzfristigen Be-

reich Kreditausfälle nicht unwahrscheinlich sind. 

355 Bedingte Ausfalldichten im Ein-Faktor-Modell und die Modellierung von Aus-
fällen kurzlaufender Kredite 

Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit (3.82) für den Analysezeitpunkt tA setzt voraus, 

dass der Kredit i mindestens bis zum Analysezeitpunkt tA läuft. Das wird nicht immer der 

Fall sein. Es ist daher zu klären, ob, und wenn ja wie, bei Kenntnis der Ausprägung des 

Faktors ΨtA auf die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit eines kürzer laufenden Finanztitels 

i unter Beachtung der Faktorsensitivität ρi geschlossen werden kann. Vereinfachend, je-

doch o. B. d. A., wird zunächst der Risikohorizont tH betrachtet. Das heißt, die Zeittrans-

formationen sind für diesen Zeitpunkt gem. (3.43) kreditübergreifend identisch. 

                                                           
563  Vgl. Abschnitt 31. 
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Mit Ti<tH (kurzlaufender Kredit) gilt aufgrund der Definition der Zeittransformation als 

streng monoton wachsende Funktion i. V. m. der Wahl der Ausfallschranke gem. (3.43) 

stets Ti<tH⇔ g(Ti)<tH. Der transformierte Verfallszeitpunkt gi(Ti) liegt auf der Zeitskala 

regelmäßig links vom Risikohorizont tH. Von Interesse für das Ausfallereignis ist der Ver-

lauf des Ability-to-Pay-Prozesses bis zum transformierten Fälligkeitszeitpunkt gi(Ti). Be-

kannt sei jedoch nur der Wert des Faktorprozesses BΨ,gi,t im Risikohorizont tH. Gesucht ist 

folglich die (faktorendpunkt)bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Ability-to-Pay-

Prozess innerhalb des Zeitraumes [0,gi,Ti] die Ausfallschranke Ki verletzt hat. 
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Abb. 3-13:  Ability-to-Pay-Prozess und Extension bei kurzen Restlaufzeiten im Faktormodell 

Dazu wird hier vorgeschlagen, den Ability-to-Pay-Prozess Wi,gi,t gedanklich bis zum Risi-

kohorizont unter Beibehaltung der Faktorsensitivität ρi zum Faktorprozess BΨ,gi,t weiter 

fortzuführen (vgl. Abb. 3-13). Anhand eines diskreten Zeitgitters argumentiert, werden die 

noch fehlenden Zeitschritte in Abhängigkeit der Ausprägungen des systematischen Risiko-

faktors und der Faktorsensitivität aufgefüllt (Extension). Dann kann durch Integration der 

endpunktbedingten Passage-Dichte (3.88) bzw. der endpunktbedingten Ausfalldichte 

(3.89) für den Kredit i über den Zeitabschnitt (0,gi(Ti)) bzw. (0,Ti) mit Ti<tH auf die end-

punktbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit des kürzer laufenden Kredites geschlossen wer-

den: 

( ) ( )
( )

( ), , , ,
0 0

i i i

H i H FP H

g T T

i H i t W i t i i t H ip t f s ds f t dt für t Tτβ β β= = >∫ ∫ . (3.108) 
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Mit der Erweiterung der endpunktbedingten Passage-Dichte der BROWNschen Brücke 

(3.88) um das Faktormodell werden die Endpunkte βi,tH nicht als deterministische Parame-

ter, sondern vielmehr als Zufallsvariablen aufgefasst (vgl. (3.56) mit t=tH) und an einen 

systematischen Faktor ΨtH gebunden (vgl. (3.70) mit t=tH). Für einen Kredit i mit Ti<tH 

ergibt sich somit unter Berücksichtigung der Zeittransformation gi(t) sowie der dazugehö-

rigen Ausfallschranke Ki mit dem systematischen Faktor Ψ im Zeitpunkt tH die bedingte 

Passage-Dichte fWi|Ψ und die bedingte Ausfalldichte fi,τFP|Ψ für alle tє(0,Ti) in Analogie zu 

(3.100) ff. wie folgt:564 
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Auf der Basis von (3.109) und (3.110) lassen sich die faktorbedingten Ausfallwahrschein-

lichkeiten kurzlaufender Kredite ermitteln. Für einen Kredit i mit der Restlaufzeit Ti<tH 

ergibt sich die kreditspezifische bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit für den Risikohorizon-

tes tH durch Integration von (3.109) bzw. (3.110) über den Zeitabschnitt (0,gi(Ti)) bzw. 

(0,Ti). Die Integration erfolgt mit Standardmethoden der Numerik: 

( ) ( ) ( )
( )
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0 0

i i i

i FP

g T T

i H H iW ip t f s ds f t dt für t Tψ τ ψψ = ⋅ = ⋅ >∫ ∫ . (3.111) 

Für einen Kredit i mit der Restlaufzeit Ti<tH ergibt sich die kreditspezifische (unbedingte) 

Ausfallwahrscheinlichkeit (3.4) aus der Sicht des Risikohorizontes tH durch Integration von 

(3.109) bzw. (3.110) sowohl über den Zeitabschnitt (0,gi(Ti)) bzw. (0,Ti) als auch über 

sämtliche Ausprägungen des systematischen Faktors ΨtH. Bei der Integration über den Fak-

tor ΨtH ist seine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu berücksichtigen: 
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564  Es sei daran erinnert, dass mit Ti<tH der Ausdruck gi(Ti) wegen (3.32) stets kleiner ist als tH. 
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Das Ergebnis ist vom Parameter ρi sowie von der Wahl des Betrachtungszeitpunktes tH mit 

tH>Ti unabhängig und mit dem Ergebnis der Integration der entsprechenden Credit Curve 

gem. (3.8) identisch.565 Der Zweck der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit auf der Basis 

der Integration über die bedingte Ausfalldichte besteht in der gemeinsamen Kontrolle von 

bedingten Ausfallereignissen unterschiedlich langlaufender Kredite. Der systematische 

Faktor verschiebt je nach Höhe seiner Ausprägung die bedingten Ausfallwahrscheinlich-

keiten der einzelnen Kredite gemeinsam nach oben oder nach unten. Gemeinsame Ausfall-

ereignisse treten mit positiven Korrelationen auf. 

Alternativ kann jederzeit ein Analysezeitpunkt tA≠tH betrachtet werden. Insofern der Ana-

lysezeitpunkt tA nicht vor dem Verfallszeitpunkt Ti des Kredits i liegt, ändert sich die Vor-

gehensweise, d. h. die Integration über die bedingte Ausfalldichte, grundsätzlich nicht. Da 

jedoch i. d. R. der Analysezeitpunkt tA und dessen Transformation – anders als beim Risi-

kohorizont tH – nicht zusammenfallen, ist in (3.109) der transformierte Analysezeitpunkt 

zu verwenden.566 Für einen Kredit i mit Ti<tA ergibt sich somit unter Berücksichtigung der 

Zeittransformation gi(t) sowie der dazugehörigen Ausfallschranke Ki mit dem systemati-

schen Faktor Ψt im Zeitpunkt tA≠tH die bedingte Passage-Dichte fWi|Ψ und die bedingte Aus-

falldichte fi,τFP|Ψ für alle tє(0,Ti) wie folgt: 
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Auf der Basis von (3.113) und (3.114) lassen sich die faktorbedingten Ausfallwahrschein-

lichkeiten kurzlaufender Kredite mit tA≠tH in Analogie zu (3.111) ermitteln. 
                                                           
565  Das zweidimensionale Integral lässt sich m. E. nicht analytisch lösen. Vielmehr sind numerische Appro-

ximationsverfahren notwendig, um die Gültigkeit der getroffenen Aussage zu demonstrieren. 
566  Da die Zeittransformation als streng monoton wachsende Funktion definiert wurde, gilt Ti<tA ⇔  

gi(Ti)<gi(tA), d. h. der transformierte Verfallszeitpunkt eines kurzlaufenden Kredits liegt stets links vom 
transformierten Analysezeitpunkt. Abb. 3-13 kann somit im übertragenden Sinne auf den allgemeineren 
Fall bezogen werden. 
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356 Abhängigkeit und Unabhängigkeit bedingter Ausfallereignisse 
Mit den Gleichungen (3.82) und (3.111) stehen bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten für 

lang- und kurzlaufende Kredite, d. h. für Kredite, die – im Fall langlaufender Kredite – 

nach dem Risikohorizont und – im Fall kurzlaufender Kredite – vor dem Risikohorizont 

verfallen, zur Verfügung. In beiden Fällen wird auf den Endpunkt βΨ,tH des BROWNschen 

Faktorprozesses BΨ,gi,t bedingt. Durch die Fixierung des Endpunktes der BROWNschen Fak-

torbewegung BΨ,gi,t auf βΨ,tH werden die Ability-to-Pay-Prozesse Wi,gi,t der einzelnen Kredi-

te implizit mit einer BROWNschen Faktorbrücke XΨ,gi,t modelliert.567 Davon zu unterschei-

den sind bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten, bei denen auf die Ausprägung des voll-

ständigen Pfades des BROWNschen Faktorprozesses BΨ,gi,t mit dem Endpunkt βΨ,tH, respek-

tive der BROWNschen Faktorbrücke XΨ,gi,t, bedingt wird. 

Bei gegebener Pfadausprägung der systematischen BROWNschen Bewegung BΨ,gi,t sind die 

Ausfallzeiten τi mit der Unabhängigkeit der idiosynkratischen BROWNschen Bewegungen 

Bεi,gi,t selbst unabhängig voneinander. Daraus folgt die Unabhängigkeit der faktorpfadbe-

dingten Ausfallindikatoren. Fraglich ist, welche Form die Abhängigkeitsstruktur der Aus-

fallindikatoren bei gegebenem Faktorendpunkt βΨ,tH, aber stochastischer Faktorbrücke 

XΨ,gi,t annimmt. 
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Abb. 3-14:  Korrelation zeittransformierter Prozesse mit BROWNschen Faktorbrücken (I) 
Zeitabhängige Korrelationen (zeittransformierter) faktorpfadendpunktbedingter Prozesse für die einzelnen 
Ratingklassen. Die Berechnungen beziehen sich auf paarweise identische Bonitäten. Der Risikohorizont 
beträgt 5 Jahre. 

                                                           
567  Vgl. Abschnitt 352. 
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Dazu werden zwei Ability-to-Pay-Prozesse Wi,gi,t und Wj,gj,t betrachtet. Die Ability-to-Pay-

Prozesse seien auf der Basis einer BROWNschen Faktorbrücke XΨ,t mit tє[0,tH] nach (3.53) 

mit den (bedingten) Erwartungswerten E(Wi,gi,t)|βΨ,tH und E(Wj,gj,t)|βΨ,tH gem. (3.60) und den 

(bedingten) Varianzen Var(Wi,gi,t)|βΨ,tH und Var(Wj,gj,t)|βΨ,tH gem. (3.61) modelliert.568 Dann 

lässt sich die (bedingte) Kovarianz Cov(Wi,gi,t,Wj,gj,t)|βΨ,tH zwischen den beiden Ability-to-

Pay-Prozessen, respektive den zeittransformierten Prozessen Yi,t und Yj,t, in Abhängigkeit 

von t wie folgt errechnen:569 
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Der Erwartungswert E(Wi,gi,t,·Wj,gj,t)|βΨ,tH ermittelt sich unter Berücksichtigung der Unab-

hängigkeit zwischen XΨ,t, Bεi,t und Bεj,t gemäß: 

( ) ( ), , , ,, , , , ,i t j t H i t j ti g j g t i j g gE W W E X Xψ ψ ψβ ρ ρ⋅ = ⋅ ⋅ . (3.116) 

Mit dem Erwartungswert des Produkts zweier Punkte einer BROWNschen Brücke570 
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folgt schließlich für die gesuchte Kovarianz: 
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Durch Normierung mit den Varianzen gem. (3.61) erhält man den (bedingten) Korrelati-

onskoeffizienten: 
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Die Korrelation der faktorendpunktbedingten zeittransformierten Prozesse Yi,t und Yj,t im 

Zeitpunkt t ist demzufolge stets positiv. Folglich können die bedingten Ausfallereignisse 

nicht unabhängig voneinander sein. Jedoch hängt die Höhe der Korrelation von der Wahl 

des Betrachtungszeitpunkts t und von den Zeittransformationen ab. 

                                                           
568  Vgl. für die Erwartungswerte Anlage 6 und für die Varianzen Anlage 7. 
569  Vgl. allgemein zur Kovarianz G. Grimmett und D. Stirzaker (2001), Probability, S. 62-66. 
570  Vgl. Anlage 12. 
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Zur Betrachtung des Einflusses der Zeit ist es hilfreich, die Gleichung (3.119) durch die 

Betrachtung eines Spezialfalles zu vereinfachen. Es sei unterstellt, dass die paarweise be-

trachteten Kredite dieselbe Kreditqualität aufweisen. Daraus resultiert gi,t=gi,j und führt zu 

folgender Korrelationsstruktur: 

( ) ( )
( ), , , , ,,

t t H

H t
i g j g t i j t i t j t

H t

t g
Korr W W für g g g

t gψβ ρ ρ
ρ
−

= = =
−

. (3.120) 

Sind beide BROWNschen Bewegungen an den Faktor mit einer Faktorsensitivität von 

ρi=ρj=1 gebunden, vereinfacht sich (3.120) weiter und liefert wie (3.40) den Wert eins. Für 

ρi=ρj=0 erhält man – ebenfalls konform mit (3.40) – einen Wert i. H. v. null. Von besonde-

rem Interesse ist jedoch die Tatsache, dass die Korrelation eine abnehmende Funktion der 

Zeit ist. Für t=0 nimmt der Ausdruck (3.120) das Maximum 

( ),0 ,0, , ,,
i j Hi g j g t i jKorr W W ψβ ρ ρ= ⋅  (3.121) 

an und entspricht der Korrelation zweier BROWNscher Bewegungen mit gemeinsamer, sys-

tematischer (unbedingter) BROWNscher Bewegung gem. (3.49).571 Je weiter man sich je-

doch dem Analysezeitpunkt tA beziehungsweise dem transformierten Analysezeitpunkt gi,tA 

nähert, je geringer wird die Korrelation, bis sie schließlich im (transformierten) Analyse-

zeitpunkt selbst einen Wert von null aufweist (vgl. Abb. 3-14). 

Beachtet man zusätzlich, dass mit Blick auf die Analyse der zeitlichen Struktur von Kre-

ditausfällen mit Hilfe der bedingten Ausfalldichte gem. (3.106) die Ausfallereignisse ins-

besondere von bonitätsrisikoarmen Krediten in späteren Zeitabschnitten wahrscheinlicher 

sind als in früheren Zeitabschnitten572, d. h. in Zeitabschnitten, in denen die faktorend-

punktbedingten Prozesse gem. (3.119) Korrelationswerte in der Nähe von null aufweisen, 

dann lassen sich die bedingten Ausfallereignisse approximativ als unabhängig betrachten. 

Bei unterschiedlichen Bonitäten ist der Term ( ), , , ,min , /i t j t i t j tg g g g  in (3.119) in die Ü-

berlegungen mit einzubeziehen. Dieser Term nimmt maximal genau dann den Wert eins 

an, wenn die Zeittransformationen für beide Kredite identisch ausfallen. Je stärker die Zeit-

transformationen auseinander fallen, je geringer ist der Wert und je geringer fällt die Kor-

relation aus. Ursache ist der Minimumoperator im Zähler des Bruches. Dadurch ist sicher-

gestellt, dass der Nenner niemals einen kleineren Wert annehmen kann als der Zähler. 

                                                           
571  Der Ausdruck (3.119) nimmt für t=0 dasselbe Maximum an. 
572  Vgl. Abb. 3-12 sowie die Ausführungen in Abschnitt 354. 
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Abb. 3-15:  Korrelation zeittransformierter Prozesse mit BROWNschen Faktorbrücken (II) 
Zeitabhängige Korrelationen zeittransformierter faktorpfadendpunktbedingter Prozesse für paarweise ver-
schiedene Ratingklassen. Links: Zur Verdeutlichung des Einflusses der paarweise unterschiedlichen Zeit-
transformationen wurden einheitliche Faktorsensitivitäten verwendet. Rechts: Die Wahl der Faktorsensitivitä-
ten erfolgt – wie in den übrigen Teilen der Arbeit – bonitätsabhängig. Vgl. die Werte in Tab. 3-6. 

In Abb. 3-15 sind zeitabhängige Korrelationen zwischen zeittransformierten Prozessen mit 

BROWNschen Faktorbrücken für paarweise verschiedene Bonitäten abgetragen. Dabei wird 

deutlich, dass der Einfluss der verschiedenen Zeittransformationen erheblich ist. 
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Abb. 3-16:  Abhängigkeit vs. Unabhängigkeit bedingter Ausfallereignisse bei langlaufenden 
Krediten 

Empirische (Simulationsverläufe) und analytische (horizontale Linien) faktorendpunktbedingte uni- und 
bivariate Ausfallwahrscheinlichkeiten eines „AA“-gerateten (links) und eines „BB“-gerateten (rechts) Kre-
ditpaares. Die analytischen bivariaten Ausfallwahrscheinlichkeiten sind unter der Unabhängigkeitsannahme 
ermittelt. Der Risikohorizont beträgt 5 Jahre. Die Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B. 
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In Abb. 3-16 sind simulierte und analytisch ermittelte, bedingte Ausfallwahrscheinlichkei-

ten für zwei Kredite auf einzelner und paarweiser Basis abgetragen. Zur simulativen Er-

mittlung der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten wurden zwei Ability-to-Pay-Prozesse 

Wi,gi,t und Wj,gj,t mit einer BROWNschen Brücke XΨ,gi,t als systematischen Faktor bis zum 

Risikohorizont tH=5 modelliert.573 Der Brückenendpunkt βΨ,tH betrug (-3).574 Die Kredite 

tragen ein „AA“-Rating (links) bzw. ein „BB“-Rating (rechts). Die Wahl der Ausfall-

schranken sowie der Korrelationen erfolgte ratingspezifisch.575 Nach jedem Simulations-

lauf wurden die Werte null (kein Ausfall) oder eins (Ausfall) zwei univariaten Ausfallindi-

katoren und einem bivariaten Ausfallindikator zugeordnet. Die Summen der Ausfallindika-

toren dividiert durch die jeweilige Anzahl der Simulationsläufe, d. h. die bedingten relati-

ven Ausfallhäufigkeiten, konvergieren nach dem Gesetz der Großen Zahlen576 gegen die 

tatsächlichen bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten. Die analytischen Werte wurden im 

univariaten Fall gem. der Gleichung (3.82) errechnet und sind im Diagramm durch eine 

Horizontale gekennzeichnet. Sie betragen 6,29 % für „AA“-geratete Kredite und 51,25 % 

für „BB“-geratete Kredite. Man sieht deutlich, dass die bedingten relativen Ausfallhäufig-

keiten gegen die analytisch ermittelten Werte konvergieren. Im bivariaten Fall wurden die 

(gemeinsamen) bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten analytisch unter der Annahme der 

Unabhängigkeit der bedingten Ausfallereignisse durch Multiplikation der univariaten be-

dingten Ausfallwahrscheinlichkeiten approximiert. Obwohl durch die Approximation ein 

Teil der Korrelation verloren geht, ist deutlich aus dem Diagramm zu entnehmen, dass die 

Approximation sehr genau ist. Die bedingten relativen Ausfallhäufigkeiten konvergieren 

sowohl im Falle der „AA“-gerateten Kredite als auch im Falle der „BB“-gerateten Kredite 

gegen Werte, die sehr nahe an den mit Hilfe von Gleichung (3.82) und des Multiplikati-

onsverfahrens approximativ ermittelten Werten liegen. 

Der Abb. 3-14 folgend, sollte die Approximation umso schlechter werden, je kürzer die 

Restlaufzeit ist. Zur Klärung wurde die obige Simulation für „BB“-geratete Kredite mit 

kurzen Restlaufzeiten wiederholt. Abb. 3-17 zeigt die Ergebnisse für die Kombination ei-

nes lang- und eines kurzlaufenden Kredits (links) sowie die Kombination zweier kurzlau-

fender Kredite (rechts). Die Restlaufzeiten der kurzlaufenden Kredite betragen einheitlich 

drei Jahre. Die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten der einzelnen Kredite betragen laut 
                                                           
573  Das Zeitgitter wurde mit 200 Werten pro Jahr äußerst fein gestaltet, um Simulationsfehler so gering wie 

möglich zu halten. 
574  Der Brückenendpunkt wurde so gewählt, dass die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten hinreichend 

groß waren, um Abweichungen der simulativen Wahrscheinlichkeiten von den analytischen Werten hin-
reichend genau zu erkennen. 

575  Vgl. Tab. 3-5 für die Ausfallschranken und Tab. 3-6 für die Faktorsensitivitäten. 
576  Vgl. P. Embrechts, C. Klüppelberg und T. Mikosch (2003), Modelling extremal events, S. 60-70. 
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Gleichung (3.111) für 3-jährige Restlaufzeiten 28,71 %. Während für die erste Kombinati-

on die Approximation der bedingten gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeit erfolgreich 

ist, werden für die zweite Kombination systematische Abweichungen deutlich. Der analy-

tisch ermittelte, approximative Wert liegt, wenn auch nur geringfügig, unterhalb der tat-

sächlichen (simulativ ermittelten) Wahrscheinlichkeit. Ursache ist die positive Korrelation 

der beiden faktorendpunktbedingten Ability-to-Pay-Prozesse im Zeitabschnitt [0,gi,3]. Die 

niedrigen Korrelationswerte im Zeitabschnitt [gi,3,5] kommen nicht zum tragen. 
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Abb. 3-17:  Abhängigkeit vs. Unabhängigkeit bedingter Ausfallereignisse bei kurzlaufenden 
Krediten 

Empirische (Simulationsverläufe) und analytische (horizontale Linien) faktorendpunktbedingte uni- und 
bivariate Ausfallwahrscheinlichkeiten eines „BB“-gerateten Kreditpaares, wobei links lediglich einer der 
beiden Kredite und rechts beide Kredite vor dem Risikohorizont auslaufen. Die analytischen bivariaten Aus-
fallwahrscheinlichkeiten sind unter der Unabhängigkeitsannahme ermittelt. Der Risikohorizont beträgt 5 
Jahre. Die Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B. 

Basierend auf den Simulationsergebnissen sollen die bedingten Ausfallereignisse als unab-

hängig voneinander betrachtet werden. Approximativ werden im Weiteren bedingte ge-

meinsame Ausfallwahrscheinlichkeiten als Produkt der bedingten univariaten Ausfallwahr-

scheinlichkeiten gem. (3.82) und (3.111) ermittelt. Die Approximation büßt jedoch mit 

zunehmender Heterogenität der Restlaufzeiten im Referenzportfolio, insbesondere mit dem 

Auftreten sehr kurzer Restlaufzeiten, an Qualität ein.577 Demgegenüber steigt die Qualität 

der Approximation mit zunehmender Heterogenität der Bonitäten der Kredite aufgrund 

divergierender Zeittransformationen. 

                                                           
577  Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 394. 
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36 Semi-analytische Modellierung der Ereignisverteilung eines Kreditportfolios 
361 Ereignis, gemeinsames Ereignis, gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit und 

Ereignisverteilung 
Ein Ereignis im hier behandelten Kontext ist der Ausfall eines einzelnen Kredites, respek-

tive das Passieren der Ausfallschranke durch den Ability-to-Pay-Prozess. Der Eintritt des 

Ausfallereignisses im Zeitraum [0,t] wird durch den jeweiligen Ausfallindikator angezeigt: 

( ) { }1 1, ,
ii tI t i Nτ ≤= ∀ = … . (3.122) 

Als gemeinsames Ereignis wird der gemeinsame Ausfall mehrerer Kredite mit folgendem 

Indikator verstanden: 

{ } ( ) { } { } { } [ ]
1 1

1, , , ,
1 , , 1, , 2,

n i in
ni i t t

I t i i N mit n N
τ τ≤ ≤

= ∀ ⊆ ∈… …
… … . (3.123) 

Die Wahrscheinlichkeiten gemeinsamer Ereignisse im Referenzportfolio ergeben sich aus 

der gemeinsamen Verteilungsfunktion der First-Passage-Zeiten. Bei der Formulierung sind 

die Ausfallkorrelationen sowie die unterschiedlichen Restlaufzeiten zu beachten: 

Definition 3-6 (Gemeinsame Verteilungsfunktion der First-Passage-Zeiten): Sei {τFP,i}iє{1,…,N} 

eine Menge von First-Passage-Zeiten mit den Verteilungsfunktionen FτFP,i(t) und t≥0. Dann 

ist die gemeinsame Verteilungsfunktion FτFP,{i1,…,in}(t1,…,tn) für eine Teilmenge der First-

Passage Zeiten {τFP,i}iє{i1,…,in} mit {i1,…,in}⊆ {1,…,N} und n∈[2,N] wie folgt definiert: 

{ } ( )
11 1 , 1 , 1, , , , , Pr , , , , 0

FP n n FP i FP i n ni iF t t t t mit t tτ τ τ = ≤ ≤ ≥ … … … … . (3.124) 

Die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit einer Teilmenge von Schuldtiteln lässt sich 

damit betrachtungszeitpunktabhängig unter Berücksichtigung der jeweiligen Restlaufzeiten 

über die gemeinsame Verteilungsfunktion der First-Passage-Zeiten darstellen: 

{ } ( ) { } ( ) ( )( )11 1, , , , , min , , , min , 0
nn FP n i ii i i ip t F t T t T mit tτ= ≥… … … . (3.125) 

Bei gegebenem systematischen Faktor Ψt, respektive der gegebenen Endpunkte der syste-

matischen BROWNschen Bewegungen BΨ,gi,t, sind die Ausfallzeiten τi, respektive die Passa-

ge-Ereignisse der bedingten zeittransformierten Prozesse Yi,t, mit der Unabhängigkeit der 

idiosynkratischen Faktoren εi,gi,t, respektive der Unabhängigkeit der idiosynkratischen 

BROWNschen Bewegungen Bεi,gi,t, approximativ selbst unabhängig voneinander. Damit 

lässt sich die bedingte gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit wie folgt darstellen: 

{ } ( ) ( )( ) ( )( )1 1 11 , ,, , min , min ,
FP FP n nn i i i ii ip t F t T F t Tτ τψ ψ ψ≈ ⋅ ⋅… … . (3.126) 
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Die Terme ( )( ), min ,
FP i iF t Tτ ψ  können nun unter Berücksichtigung der Zeittransformatio-

nen gi(.) sowie der zeitkonstanten Ausfallschranken Ki durch die bedingten Ausfallwahr-

scheinlichkeiten pi,t|Ψ substituiert werden. Dazu kommen grundsätzlich die beiden Glei-

chungen (3.82) (langlaufende Kredite) und (3.111) (kurzlaufende Kredite) in Betracht. Die 

Wahl erfolgt unter Beachtung der Definitionsbereiche beider Gleichungen. Während (3.82) 

für tє(0,Ti] definiert ist, gilt (3.111) für t>Ti: 

{ } ( ) ( ) ( )
11 , , nn i ii ip t p t p tψ ψ ψ≈ ⋅ ⋅… … . (3.127) 

Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit578 ergibt sich die unbedingte gemeinsame 

Ausfallwahrscheinlichkeit durch Integration über alle möglichen Ausprägungen des syste-

matischen Faktors Ψt, gewichtet mit den jeweiligen Werten der Dichtefunktion:579 

{ } ( ) { } ( ) ( )
1 1, , , , ,n FP n SNi i i ip t p t u f u duτ

+∞

−∞

= ⋅ ⋅∫… … . (3.128) 

Für ein Kreditportfolio mit N Krediten ist die Anzahl der ausgefallenen Kredite NRP bis 

zum Zeitpunkt t die Summe über alle Ausfallindikatoren Ii,t:580 

( ) ( )
1

0
N

RP i
i

N t I t mit t
=

= ≥∑ . (3.129) 

Die Kreditausfallzahl NRP,t ist bezüglich des Zeitpunkts t0 eine Zufallsvariable. Entlang der 

Zeitachse betrachtet, stellt {NRP,t}t≥0 einen Sprung-Prozess mit Sprüngen zu den jeweiligen 

Kreditausfallzeiten dar. Das Ausmaß der Sprünge ist pro ausgefallenem Kredit konstant 

eins.581 Folglich kann NRP,t ausschließlich Werte aus dem Bereich der natürlichen Zahlen 

annehmen. Die Verteilung von NRP,t ist die Ereignisverteilung des Kreditportfolios: 

Definition 3-7 (Ereignisverteilung eines Kreditportfolios): 

( )
, ,Pr

RP tN RP tF n N n n = ≤ ∀ ∈  ` . (3.130) 

Eine spezifische Ereigniszahl n kann durch verschiedene gemeinsame Ereignisse mit den 

dazugehörigen gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten verursacht werden. Um die 

Formulierung eines kombinatorischen Problems zu vermeiden, wird zur Quantifizierung 

von FNRP,t(n) auf ein Instrument zurückgegriffen, dass bereits bei der Formulierung von 
                                                           
578  Vgl. Fn. 529. 
579  Die Vorgehensweise gleicht der von P. Schönbucher (2000), Factor models, S. 9 für das MERTON-

Modell. 
580  Die Vorgehensweise verwenden auch J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 7 f. 
581  Für den im Anschluss zu modellierenden Verlustprozess gilt dies nur vereinfachend. Vgl. Abschnitt 37. 
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CREDITRISK+™ verwendet wurde. Hilfreich ist dabei, dass die Zufallsvariable NRP,t aus-

schließlich Werte aus dem Bereich der natürlichen Zahlen annehmen kann: 

Definition 3-8 (Probability Generating Function, PGF): Als (wahrscheinlichkeits)erzeu-

gende Funktion der Verteilung einer Zufallsvariablen X mit ganzzahligen nichtnegativen 

(natürlichen) Werten bezeichnet man die Potenzreihe 

( ) [ ]
0
Pr x

X
x

G z X x z
∞

=

= = ⋅∑ .582 (3.131) 

Die Beziehung zwischen der erzeugenden Funktion von X und der Verteilung von X ist 

umkehrbar eindeutig. Damit lässt sich je nach Anwendungszweck entweder mit der Vertei-

lung oder der erzeugenden Funktion arbeiten. Die erzeugende Funktion eines BERNOULLI-

verteilten Ausfallindikators Ii,t bzw. eines bedingten Ausfallindikators Ii,t |Ψ ist:583 

( ) ( )( ) ( )
,

0 11
i tI i iG z p t z p t z= − ⋅ + ⋅  bzw. (3.132) 

( ) ( )( ) ( )
,

0 11
i tI i iG z p t z p t zψ ψ ψ= − ⋅ + ⋅ . (3.133) 

Die Variable z stellt lediglich ein Hilfskonstrukt dar. Die Exponenten von z zeigen die 

möglichen Ereignisse 0 und 1 an. Die Koeffizienten stellen die Eintrittswahrscheinlichkei-

ten der jeweiligen Ereignisse dar. Für erzeugende Funktionen gilt folgende Rechenregel: 

Satz 3-7 (PGF einer Summe von Zufallsvariablen): Sind X und Y unabhängige Zufallsvariab-

len mit natürlichen Werten, so gilt für die erzeugenden Funktionen zu X, Y und X+Y 

( ) ( ) ( )X Y X YG z G z G z+ = ⋅ .584 (3.134) 

Beweis: 

Bspw. U. Krengel (2003, S. 110). 

Mit Satz 3-7 ist die erzeugende Funktion der faktorbedingten Zufallsvariablen NRP|Ψ im 

Zeitpunkt t als Summe der faktorbedingten BERNOULLIverteilten Ausfallindikatoren Ii,t|Ψ 

approximativ durch das Produkt ihrer erzeugenden Funktionen GIi,t(z)|Ψ darstellbar:585 

                                                           
582  Vgl. hierzu und im Folgenden U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 107. 
583  Vgl. CSFB (1997), CR+™ Technical Document, S. 34 (Appendix A). 
584  Vgl. U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 110. 
585  Vgl. auch Vgl. U. Krengel (2003), Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 110 und CSFB (1997), CR+™ Techni-

cal Document, S. 34 (Appendix A). CREDITRISK+ wird entgegen der Vorgehensweise in dieser Arbeit in 
einem weiteren Schritt die PGF der BERNOULLIverteilung durch die PGF der POISSONverteilung appro-
ximieren. Vgl. überblickshalber M. Gordy (2000), Anatomy of credit risk models, S. 121-124. 
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( ) ( )
, ,

1
RP t i t

N

N I
i

G z G zψ ψ
=

≈∏ . (3.135) 

Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit586 ergibt sich die unbedingte erzeugende 

Funktion durch Integration über alle möglichen Ausprägungen des systematischen Faktors 

Ψ, gewichtet mit den jeweiligen Werten der Dichtefunktion.587 Mit (3.133) ergibt sich: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

, ,
1

1

.

RP t i t

N

N I SN
i

N

i i SN
i

G z G z u f u du

p t u p t u z f u du

+∞

=−∞

+∞

=−∞

≈ ⋅ ⋅

= + ⋅ ⋅ ⋅

∏∫

∏∫
 (3.136) 

Für ein Portfolio mit N Krediten ist das Ergebnis eine Potenzreihe mit N+1 Summanden. 

Die Exponenten von z geben jeweils die Anzahl der ausgefallenen Kredite an. Die Koeffi-

zienten repräsentieren die dazugehörigen Wahrscheinlichkeiten.588 Der Koeffizient der 

ersten Potenz z0 zeigt die gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeit und der Koeffizient 

der letzten Potenz zN zeigt die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit aller Kredite an. 

Zur Ermittlung der Koeffizienten im Rahmen von CREDITRISK+ schlägt CSFB ein rekursi-

ves Verfahren basierend auf der TAYLOR-Entwicklung der erzeugenden Funktion vor.589 

Dieses als PANJER-Rekursion590 bekannte Verfahren ist jedoch für große Portfolios insta-

bil.591 Daher wurden in der Literatur zahlreiche Modifikationen vorgeschlagen.592 Im vor-

liegenden Fall kommt erschwerend hinzu, dass das Integral (3.136) – anders als im CRE-

DITRISK+-Modell593, in dem die charakteristische Funktion der BERNOULLIverteilung durch 

die einer POISSONverteilung approximiert wird und der Faktor einer Gammaverteilung 

folgt – nicht analytisch auswertbar ist. Als Alternativen werden daher die Verfahren des 

Sequential Probability Shiftings und der Inversen FOURIER-Transformation vorgestellt. 
                                                           
586  Vgl. Fn. 529. 
587  Vgl. dazu auch J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 8 f. 
588  Die Summe aller Koeffizienten ergibt wieder eins. 
589  Vgl. CSFB (1997), CR+™ Technical Document, S. 38 (Appendix A). 
590  Die PANJER-Rekursion stellt ein Verfahren zur Ermittlung gemischter (POISSON-)Verteilungen dar. Vgl. 

H. Panjer (1981), Recursive evaluation of compound distributions, S. 23-25. Siehe auch H. Panjer und G. 
Willmot (1992), Insurance risk models, S. 139-147, 169-174 u. 193-201. Das CREDITRISK+ Modell ba-
siert auf Gamma-POISSONverteilungen (negative Binomialverteilung). 

591  Vgl. M. Gordy (2002), Saddlepoint approximation of CR+, S. 1341-1343. 
592  H. Haaf, O. Reiß und J. Schoenmakers (2004), Computation of CreditRisk+, S. 71-75 ermitteln die Koef-

fizienten der PGF mit Hilfe eines numerischen Rekursionsverfahrens, basierend auf Überlegungen zur 
TAYLORentwicklung des Logarithmus der TAYLORentwicklung der Potenzreihe. G. Giese (2003), En-
hancing CreditRisk+, S. 74 f. bedient sich der Moment Generating Function (MGF) der Faktorverteilung 
zur Rekursiven Ermittlung der Koeffizienten der PGF. M. Gordy (2002), Saddlepoint approximation of 
CR+, S. 1343-1349 modelliert den Tail der Verlustverteilung mit Hilfe der Saddlepoint-Approximation. 
Siehe auch R. Martin, K. Thompson und C. Browne (2001), Taking to the saddle, S. 91-94; M. Melchiori 
(2004), CR+ by FFT, S. 16-18. 

593  Für eine Auswertung der PGF siehe CSFB (1997), CR+™ Technical Document, S. 45 (Appendix A). 
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362 Quantifizierung der Ereignisverteilung mit Hilfe des Sequential Probability 
Shiftings 

Zur Ermittlung der Koeffizienten der (bedingten) erzeugenden Funktion wird eine Modifi-

kation eines auf HULL & WHITE594 zurückgehenden Verfahrens verwendet, das ursprüng-

lich zur approximativen Ermittlung von Verlustverteilungen vorgeschlagen wurde. Die 

Modifikation sei ihrem Wesen nach im Folgenden als Sequential Probability Shifting 

(SPS) bezeichnet. 

 

Abb. 3-18:  Prinzip des Sequential Probability Shiftings 

Ausgangspunkt des SPS ist ein leeres Portfolio. Die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse 

konzentriert sich dann auf den Wert null (vgl. Abb. 3-18). Sequentiell werden nun einzelne 

Kredite dem Portfolio hinzugefügt. Mit jedem Kredit wächst die erzeugende Funktion um 

eine Potenz, wobei sich kontinuierlich Wahrscheinlichkeitsmasse von geringen Ausfallzah-

len – insbesondere von NRP,t=0 – auf höhere Ausfallzahlen verschiebt. Betrachten wir die 

bedingten erzeugenden Funktionen, lässt sich das Ausmaß des Probability Shiftings beim 

Hinzufügen eines einzelnen Kredites mit der Unabhängigkeitsannahme der bedingten Aus-

fallereignisse einfach durch Multiplikation der bedingten Wahrscheinlichkeiten bestim-

men. 

                                                           
594  Vgl. J. Hull und A. White (2004), Valuation of CDOs and CDSs, S. 11 f. u. 22 f. 

Anzahl und Wahrscheinlichkeiten der Kreditausfälle 

0 Ausfälle 

0 Kredite 1 0 0 0 

1 Kredit =1-1*0,2 
=0,8 

=0+1*0,2 
=0,2

=0,2 

2 Kredite 

=0,8-0,8*0,2 
=0,64 

=0,2+0,8*0,2 
=0,36

=0,36-0,2*0,2 
=0,32

=0+0,2*0,2 
=0,04

3 Kredite 

1 Ausfall 2 Ausfälle 3 Ausfälle

=0,64-0,64*0,2 
=0,512 

=0,32+0,64*0,2 
=0.448

=0,448-0,32*0,2
=0,384

=0,04+0,32*0,2 
=0,104

=0,104-0,04*0,2
=0,096

=0+0,04*0,2 
=0,008 

0 

=0,16 

=0,04 

=0,128 

=0,064 

=0,008 

3 Kredite mit einer uniformen 
(bedingten) Ausfallwahr-
scheinlichkeit von 20 % 
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Fügt man anhand des Beispiels in Abb. 3-18 zu einem Portfolio, bestehend aus zwei Kredi-

ten, einen dritten Kredit hinzu, bedarf es zunächst einer Korrektur der gemeinsamen Über-

lebenswahrscheinlichkeit Pr[NRP,t=0|Ψ], respektive des ersten Koeffizienten der PGF 

cNRP,t,1|Ψ. Die Koeffizienten werden mit einem Index (k) versehen, der den Fortschritt des 

Portfolioaufbaus anzeigt. Für das Hinzufügen des dritten Kredites nimmt k den Wert k=3 

an: 

( )
, , ,

( 2)
,1,

3 2
(3) (2) (2)

,1 , 3, , ,1 ,1 3,1
RP t RP t RP t

NRP t

N i t t i t N N t
i i

c

c p p p c c p

ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= = − ⋅ = − ⋅∏ ∏
��	�


. (3.137) 

Durch die Korrektur des ersten Koeffizienten (0,128) ist die Summe aller Koeffizienten 

nicht mehr eins. Deshalb wird die Korrektur zunächst dem nachfolgenden Koeffizienten 

hinzuaddiert: 

, , ,

(3) (2) (2)
,2 ,2 ,1 3,RP t RP t RP tN N N tc c c pψ ψ ψ ψ= + ⋅ . (3.138) 

Dadurch wird jedoch dem zweiten Koeffizienten zu viel Wahrscheinlichkeitsmasse zuge-

ordnet. Er enthält nun die Wahrscheinlichkeit dafür, dass einer der ersten beiden Kredite 

ausfällt (0,32), wobei der dritte Kredit ausfallen oder nicht ausfallen kann, zuzüglich der 

verschobenen Wahrscheinlichkeit dafür, dass ausschließlich der dritte Kredit ausfällt 

(0,128). Anhand einer Ausfallindikatorübersicht, enthält der zweite Koeffizient damit die 

Wahrscheinlichkeiten der folgenden (gemeinsamen) Ereignisse:595 

1,

2,

3,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

t

t

t

I
I
I

1 0
0 1
1 1

  

Es wird deutlich, dass der zweite Koeffizient nun auch Wahrscheinlichkeiten für Ereignis-

se enthält, die mehr als nur einen Ausfall beinhalten (hervorgehoben). Die notwendige 

Korrektur ergibt sich gerade aus dem Produkt des zweiten Koeffizienten vor dem Hinzufü-

gen des dritten Kredites, d. h. der Wahrscheinlichkeit dafür, dass einer der beiden ersten 

Kredite ausfällt (0,32), multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit dafür, dass darüber hinaus 

auch der dritte, neu hinzugefügte Kredit ausfällt (0,2):596 

, , ,

(3) (3) (2)
,2 ,2 ,2 3,:

RP t RP t RP tN N N tc c c pψ ψ ψ ψ= − ⋅ . (3.139) 
                                                           
595  Rechts von der gestrichelten Linie ist das verschobene Ereignis angegeben. 
596  Es sei darauf hingewiesen, dass (3.139) als sequentielle Zuweisung und nicht als Gleichung zu lesen ist. 

Danach wird der Variablen 
,

(3)
,2RP tNc  unter Berücksichtigung des in ihr enthaltenden momentanen Wertes 

ein neuer Wert zugewiesen. 
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Durch die Korrektur des zweiten Koeffizienten (0,064), ist die Summe aller Koeffizienten 

erneut kleiner als eins. Deshalb wird die Korrektur wiederum dem nachfolgenden Koeffi-

zienten hinzuaddiert, womit nun zuviel Wahrscheinlichkeitsmasse auf dem dritten Koeffi-

zienten liegt (0,104). Die Ausfallindikatorübersicht macht deutlich, dass ein Ereignis mit 

mehr als zwei Ausfällen enthalten ist:597 

1,

2,

3,

1 1 0
1 0 1
0 1 1

t

t

t

I
I
I

1
1
1

  

Eine abschließende Korrektur führt schließlich zum Koeffizienten der neu hinzugekomme-

nen Potenz für drei Kreditausfälle. Mit jedem neuen Kredit wird, beginnend mit dem ersten 

Koeffizienten j=1, die gesamte erzeugende Funktion, dem allgemeinen Ablaufschema 

, , ,

, , ,

( ) ( 1) ( 1)
, , , 1 ,

( ) ( ) ( 1)
, , , ,

( ) :
1

( ) :
RP t RP t RP t k

RP t RP t RP t k

k k k
N j N j N j i t

k k k
N j N j N j i t

a c c c p
j

b c c c p

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

− −
−

−

= + ⋅
∀ >

= − ⋅
 (3.140) 

mit dem Startwert 

, , ,

( ) ( 1) ( 1)
,1 ,1 ,1 ,:

RP t RP t RP t k

k k k
N N N i tc c c pψ ψ ψ ψ− −= − ⋅  (3.141) 

folgend, einem Sequential Probability Shifting unterworfen.598 Wenn alle Kredite berück-

sichtigt wurden, ist die bedingte erzeugende Funktion GNRP,t(z)|Ψ das Ergebnis. Abschlie-

ßend ist gem. (3.136) über alle möglichen Ausprägungen des systematischen Faktors Ψt, 

gewichtet mit den jeweiligen Werten der Dichtefunktion, zu integrieren. Auf jeden einzel-

nen Koeffizienten j der erzeugenden Funktion bezogen bedeutet dies:599 

( )
, ,

( ) ( )
, , 1, , 1

RP t RP t

N N
N j N j SNc c u f u du j N

+∞

−∞

= ⋅ ⋅ ∀ = +∫ … . (3.142) 

Das SPS ist leicht verständlich und einfach zu implementieren. Darüber hinaus ist es mit 

diesem Verfahren möglich, die Veränderungen der gemeinsamen Ereignisverteilung durch 

Hinzufügung einzelner Kredite zu studieren. Nachteilig ist, dass stets die gesamte Vertei-

lung, beginnend bei Pr[NRP,t=0|Ψ], zu ermitteln ist. Die separate Berechnung und Analyse 

einzelner Verteilungsausschnitte ist nicht möglich. 
                                                           
597  Rechts von der gestrichelten Linie sind die verschobenen Ereignisse angegeben. 
598  Das Ablaufschema unterscheidet sich leicht von demjenigen in J. Hull und A. White (2004), Valuation of 

CDOs and CDSs, S. 22. M. E. sind die dort angegebenen „updating formulas“ ohne eine genauere Indi-
zierung nicht korrekt. Man beachte insbesondere die Indizierung über j und k bzw. (j-1) und (k-1) in 
(3.140). 

599  Die Integration kann mit numerischen Standardmethoden erfolgen. 
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363 Quantifizierung der Ereignisverteilung sowie von Ereignisverteilungsaus-
schnitten mit Hilfe der Inversen FOURIER-Transformation 

Die Bestimmung der Ereignisverteilung mit Hilfe des Sequential Probability Shiftings soll 

in diesem Abschnitt ergänzt werden um ein Verfahren, das es ermöglicht, einzelne Aus-

schnitte aus der Ereignisverteilung bzw. eine spezifische Ausfallzahl gezielt zu modellie-

ren. Einen Algorithmus von REIß aufgreifend, besteht die grundlegende Idee darin, die dis-

krete Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr[NRP,t=n|Ψ] durch eine stetige Dichtefunktion fX(x)|Ψ 

zu approximieren. Eine Approximation ist Erfolg versprechend, da die Wahrscheinlich-

keitsfunktion Pr[NRP,t=n|Ψ] aufgrund der hohen Kreditanzahl „fast“ stetig ist bzw. verste-

tigt werden kann.600 Basis der Approximation bilden charakteristische Funktionen: 

Definition 3-9 (Charakteristische Funktion, CF): Ist X eine Zufallsvariable, so ist deren cha-

rakteristische Funktion φX(t) definiert durch die Transformation:601 

( ) ( )itX
X t E e tϕ = ∀ ∈\ ,602 (3.143) 

wobei i die imaginäre Einheit mit i= 1− 603 darstellt. 

Abweichend zu anderen Transformationen existiert die charakteristische Funktion im-

mer.604 Dem Eindeutigkeitstheorem nach gilt FX1(x)=FX2(x) für alle x, falls φX1(t)=φX2(t) für 

alle t gilt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen ist demnach durch die 

charakteristische Funktion eindeutig bestimmt.605 

Falls X eine diskrete Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion Pr[X=x] bzw. 

eine stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion fX(x) ist, so lautet die charakteristische 

Funktion dieser Zufallsvariablen: 

( ) [ ]
1

Pr kitx
X k

k

t X x eϕ
∞

=

= = ⋅∑  bzw. (3.144) 

( ) ( ) itx
X Xt f x e dxϕ

+∞

−∞

= ∫ .606 (3.145) 

                                                           
600  Vgl. O. Reiß (2003), Fourier inversion algorithms, S. 11. 
601  Vgl. B. Baumeister (1989), Charakteristische Funktionen, S. 3. 
602  Die Exponentialfunktion einer komplexen Zahl ist, basierend auf den TAYLORentwicklungen der Expo-

nential-, Sinus- und Kosinusfunktion, gem. der sog. EULERschen Identität wie folgt definiert: 
( ) ( )cos sinitXe tX i tX= + . 

603  Für eine kurze Einführung in die komplexen Zahlen siehe E. Chu und A. George (2000), FFT, S. 3-5. 
604  Vgl. W. Näther et al. (2003), Stochastik, S. 45. 
605  Eine Übersicht charakteristischer Funktionen findet sich in W. Näther et al. (2003), Stochastik, S. 46. 
606  Vgl. B. Baumeister (1989), Charakteristische Funktionen, S. 4 f. 
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Die charakteristische Funktion φX(t) für diskrete Zufallsvariablen besitzt große Ähnlichkeit 

mit der (wahrscheinlichkeits)erzeugenden Funktion GX(z). Substituiert man in (3.131) z 

durch exp(it), folgt (3.144). Es gilt φX(t)=GX(eit).607 

Damit ergibt sich für die charakteristische Funktion eines BERNOULLIverteilten Ausfallin-

dikators Ii,t bzw. eines bedingten Ausfallindikators Ii,t|Ψ:608 

( ) ( )( ) ( )
,

1
i t

js
I i is p t p t eϕ = − + ⋅  bzw. (3.146) 

( ) ( )( ) ( )
,

1
i t

js
I i is p t p t eϕ ψ ψ ψ= − + ⋅ . (3.147) 

Bezüglich der Summe von Ausfallindikatoren gilt – wie bereits bei den erzeugenden Funk-

tionen diskreter Zufallsvariablen609 – auch für die charakteristischen Funktionen die fol-

gende Rechenregel:610 

Satz 3-8 (CF einer Summe zweier Zufallsvariablen, Faltungssatz): Sind X und Y unabhängige 

Zufallsvariablen, so gilt für die charakteristischen Funktionen zu X, Y und X+Y: 

( ) ( ) ( )X Y X Yt t tϕ ϕ ϕ+ = ⋅ . (3.148) 

Beweis: 

Bspw. W. Näther (2003, S. 47). 

Damit erhält man für die bedingte charakteristische Funktion der Anzahl ausgefallener 

Kredite NRP,t bis zum Zeitpunkt t: 

( ) ( )
, ,

1
RP t i t

N

N I
i

s sϕ ψ ϕ ψ
=

≈∏ . (3.149) 

Die charakteristische Funktion φX(t) für stetige Zufallsvariablen ist identisch mit der FOU-

RIER-Transformation. Das verwendete Integral wird dementsprechend als FOURIER-Integral 

bezeichnet611 Die Dichtefunktion fX(x) ergibt sich durch die Umkehrung der FOURIER-

Transformation: 

                                                           
607  Vgl. W. Näther et al. (2003), Stochastik, S. 50. 
608  Vgl. zur charakteristischen Funktion einer BERNOULLIverteilten Zufallsvariablen auch W. Näther et 

al. (2003), Stochastik, S. 46. 
609  Vgl. Satz 3-7. 
610  Der Faltungssatz erstreckt sich auch auf die stetigen Zufallsvariablen. 
611  Zur Definition bzw. zu Definitionsvarianten siehe A. Zayed (1996), Function transformations, S. 222 f. 
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Satz 3-9 (Inversionstheorem): Ist die charakteristische Funktion φX(t) einer stetigen Zufalls-

variablen X absolut integrierbar612, dann besitzt die Zufallsvariable X die Dichtefunktion 

( ) ( )1
2

itx
X Xf x t e dtϕ

π

+∞
−

−∞

= ∫ . (3.150) 

Beweis: 

Bspw. B. Baumeister (1989, S. 22 f.). 

Wäre die charakteristische Funktion φNRPt,(s)|Ψ integrierbar, könnte die bedingte Wahr-

scheinlichkeitsfunktion zur diskreten Zufallsvariablen NRP,t durch die bedingte Dichtefunk-

tion fX(x)|Ψ der stetigen Zufallsvariablen X analytisch approximiert werden. An die Stelle 

der analytischen Rechnung muss jedoch ein approximatives Gleichungssystem treten. 

Dabei ist hilfreich, dass charakteristische Funktionen diskreter Zufallsvariablen mit Aus-

prägungen aus der Menge der ganzen Zahlen auf dem Intervall [0,2π) periodisch sind:613 

Satz 3-10 (Periodizität): Für jede charakteristische Funktion φX(t) mit X ∈]  gilt: 

( ) ( )2X Xt t tϕ π ϕ+ = ∀ ∈\ . (3.151) 

Beweis:614 

Mit Hilfe der EULERschen Identität lässt sich schreiben: 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )

22

cos 2 sin 2

cos 2 sin 2 .

i t X
X t E e

E X t i X t

E Xt X i Xt X

πϕ π

π π

π π

++ =

= + + +

= + + +

 (3.152) 

Mit der Periodizität der Sinus- und Kosinusfunktion ergibt sich für X ∈] : 

( ) ( )
( )
( )

2 cos sin

.

X

itX

X

t E Xt i Xt

E e

t

ϕ π

ϕ

+ = +

=

=

 (3.153) 

                                                           
612  Eine Funktion f(x) ist absolut integrierbar, wenn gilt: 

( )f x dx
∞

−∞

< ∞∫ . 

 Vgl. B. Baumeister (1989), Charakteristische Funktionen, S. 22. Siehe auch O. Reiß (2003), Fourier 
inversion algorithms, S. 9. 

613  Sämtliche Informationen über die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer solchen Zufallsvariable können 
somit einem beliebigen Intervall der Länge 2π entnommen werden. 

614  Einen ähnlichen Beweis liefert B. Baumeister (1989), Charakteristische Funktionen, S. 5 f. Aus ihrer 
Beweisführung kommt jedoch nicht die Bedeutung der ganzen Zahlen für die Periodizität zum Ausdruck. 
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Zur Approximation der bedingten, diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr[NRP=n|Ψ] 

für den Zeitpunkt t durch eine stetige Dichtefunktion fX(x)|Ψ wird nun gefordert, dass für 

eine endliche Menge reeller Zahlen sk mit k=0,1,2,… die charakteristische Funktion φX(.)|Ψ 

mit der charakteristischen Funktion φNRP,t(.)|Ψ übereinstimmt. Die reellen Zahlen sk werden 

mit Blick auf die Periodizität der charakteristischen Funktionen dem Intervall [0,2π) ent-

nommen.615 Zur Vereinfachung wird das Intervall [0,2π) in (S-1) äquidistante Abschnitte 

unterteilt, womit man S Approximationspunkte k∆s erhält: 

( ) ( ) ( )
, , 0, , 1

RP t

j k s x
X N kf x e dx k s für k Sψ ϕ ψ

+∞
⋅∆

−∞

= ⋅∆ = −∫ …  (3.154) 

:
2 .

wobei

s
S
π

∆ =
 (3.155) 

Die Werte der bedingten charakteristischen Funktion φNRP,t,k(k∆s)|Ψ sind gem. (3.149) 

i. V. m. (3.147) für alle k=0,…,S-1 errechenbar.616 Somit lässt sich ein Gleichungssystem 

aufbauen, mit dessen Hilfe die Funktionswerte von fX(.)|Ψ an S verschiedenen Stellen er-

mittelt werden können, ohne die analytische Form von fX(x)|Ψ explizit kennen zu müssen. 

Da im vorliegenden Fall maximal N Kredite ausfallen können und folglich N+1 gemein-

same Ereignisse denkbar sind, soll vorerst gelten: S=N+1. 

Das Gleichungssystem leitet sich aus der Approximation des FOURIER-Integrals (3.145) ab. 

Dabei ist davon auszugehen, dass die unbekannte Dichtefunktion fX(x)|Ψ außerhalb des 

Intervalls [0,N+1] verschwindet.617 Das Intervall [0,N+1] wird in S äquidistante Abschnit-

te unterteilt, wobei für S=N+1 gilt: ∆x=1. Für ein beliebiges sk mit sk=k∆s gilt näherungs-

weise: 

( ) ( ) ( )
1

0

0, , 1kk

S
js l xjs x

X X
l

f x e dx f l x e x k S
+∞ −

⋅∆

=−∞

≈ ⋅∆ ⋅ ⋅∆ ∀ = −∑∫ … . (3.156) 

Mit der zentralen Forderung (3.154) und 1S S= −�  ergibt sich das Gleichungssystem: 
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. (3.157) 

                                                           
615  Neben dem Intervall [0,2π) wäre auch das Intervall [-π, π) denkbar. Vgl. E. Chu und A. George (2000), 

FFT, S. 12, Formel (65). 
616  Zur Vermeidung von Missverständnissen sei erwähnt, dass man S komplexe Zahlen erhält. 
617  Vgl. O. Reiß (2003), Fourier inversion algorithms, S. 11 f. 



178 

Zur Lösung des Gleichungssystems bedarf es der Inversen der Abbildungsmatrix. Auf-

grund ihrer besonderen Form gilt:618 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
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0 00 0 0 0

0 0
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j S s x j S s S x j S s x j S s S x

e e e e
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e e e e

− ∆ ∆ ∆ ∆− ∆ ∆ ∆ ∆

− ∆ ∆ − ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
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      
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. (3.158) 

Dementsprechend ergibt sich für die Lösung des Gleichungssystems: 
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Folglich kann die bedingte Wahrscheinlichkeit einer spezifischen Ausfallzahl n=0,1,2,…,N 

und somit auch ein Ausschnitt aus der Ereignisverteilung unter Berücksichtigung von 

S=N+1, ∆s=2π/S sowie ∆x=1 wie folgt ermittelt werden:619 

( )
2

1
,

0

1Pr 0, ,
1 t

knN j
N

RP t N
k

N n e k s für n N
N

π

ψ ϕ ψ
− ⋅

+

=

 
 = ≈ ⋅ ⋅∆ =   +  

∑ … . (3.160) 

Der Grad der Approximation kann dadurch erhöht werden, dass die Anzahl S der Appro-

ximationspunkte sk verringert wird. Dies geht einher mit einer Verringerung der Lösungs-

punkte. Darüber hinaus ist zu beachten, dass mit einer anderen charakteristischen Funktion 

(3.149) gearbeitet wird. Fließen nicht alle Ereignisse in die Berechnung ein, ändert sich die 

Periodizität der charakteristischen Funktion. Zur Verdeutlichung nehme die Zufallsvariable 

X Werte aus einer Menge äquidistanter reeller Zahlen an. Dann ergibt sich für die Periodi-

zität ihrer charakteristischen Funktion unter Berücksichtigung von Y=X/∆xєZ: 

( ) ( ) ( ) ( )( )cos sin cos 2 sin 2

2 2cos sin

2 .

X

X

t E Xt i Xt E Xt Y i Xt Y

E X t i X t
x x

t
x

ϕ π π

π π

πϕ

= + = + + +

    = + + +    ∆ ∆    
 = + ∆ 

 (3.161) 

                                                           
618  Vgl. E. Chu und A. George (2000), FFT, S. 5-8. 
619  Das Ergebnis sollte gem. (3.150) eine reelle Zahl sein. Aufgrund der Approximation erhält man jedoch 

tatsächlich komplexe Zahlen. Da jedoch die imaginären Teile verschwindend klein sind und somit die 
Distanzen zu den entsprechenden reellen Zahlen vernachlässigbar sind, wurden die imaginären Teile ab-
geschnitten. Vgl. zur Distanz zwischen reellen und komplexen Zahlen E. Chu und A. George (2000), 
FFT, S. 3-5. 



179 

Wird die Menge der Approximationspunkte verringert und ∆x erhöht, müssen somit die 

reellen Zahlen sk für die Approximation (3.154) dem Intervall [0,2π/∆x) entnommen wer-

den.620 Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses l·∆x wird für S≠N+1, ∆s=2π/(S∆x) 

sowie ∆x=(N+1)/S als Punkt auf der (unbekannten) Dichte fX(x)|Ψ ermittelt: 

( ) ( )
21

0

1 0, , 1
t

klS j
S

X N
k

f l x e k s für l S
S

π

ψ ϕ ψ
− − ⋅

=

 
⋅∆ ≈ ⋅ ⋅∆ = − 

 
∑ …  (3.162) 

:
2 .

wobei

s
S x
π

∆ =
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 (3.163) 
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Abb. 3-19:  Sequential Probability Shifting vs. Inverse FOURIER-Transformation 
Bedingte Ereignisverteilung des Referenzportfolios621 für den Risikohorizont von 5 Jahren, ermittelt mit 
Hilfe des Sequential Probability Shiftings (SPS). Zum Vergleich wurde jeder vierte Punkt mit der Inversen 
FOURIER-Transformation (IFT) ermittelt: N=2916, S=N/4+1=730, ∆s=2π/(S∆x) sowie ∆x=(N+1)/S=4 für 
l=20,…,34. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten 
(Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Der systematische Faktor ΨtH ist null. 

In Abb. 3-19 wurde (vorgreifend) für den systematischen Faktor ΨtH=0 die bedingte Ereig-

nisverteilung für das im nachfolgenden Abschnitt modellierte Referenzportfolio mit Hilfe 

des Sequential Probability Shiftings sowie der Inversen FOURIER-Transformation ermittelt. 

Die eingezeichneten Punkte basieren auf der Formel (3.162) wobei nur jede vierte Ausfall-

zahl in die Berechnungen eingeflossen ist. Obwohl die Informationsbasis deutlich geringer 

ist, sind kaum Approximationsfehler ersichtlich. Damit eignet sich das Verfahren der IFT 

für überschlägige Berechnungen im Zuge einer Portfoliozusammenstellung. 

                                                           
620  Vgl. auch die Vorgehensweise von O. Reiß (2003), Fourier inversion algorithms, S. 11 f. 
621  Vgl. zur Modellierung des Referenzportfolios Abschnitt 41. 
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37 Semi-analytische Modellierung der Verlustverteilung eines Kreditportfolios 
371 Verlust, gemeinsamer Verlust und Verlustverteilung 
Der Verlust L, resultierend aus dem Ausfall eines einzelnen Kredites i innerhalb des be-

trachten Zeitraums [0,t], ermittelt sich mit Hilfe des Ausfallindikators Ii,t gem. (3.122) un-

ter Berücksichtigung des Nominalwertes Di sowie der (konstanten) Recovery Rate δi: 

( ) ( ) ( )1i i i iL t D I tδ= ⋅ − ⋅ .622 (3.164) 

Als gemeinsamer Verlust wird der Verlust aus dem Ausfall mehrerer Kredite verstanden: 

{ } ( ) ( ) ( ) { } { }
1 1, ,

1

1 , , 1, ,
j j jn

n

i i i ni i
j

L t D I t i i Nδ
=

= ⋅ − ⋅ ∀ ⊆∑… … … . (3.165) 

Bei der Ermittlung der Wahrscheinlichkeit einer spezifischen Verlusthöhe ist zu berück-

sichtigen, dass diese Höhe u. U. durch mehrere Kreditausfallkombinationen bewirkt wer-

den kann. Folglich wären die Wahrscheinlichkeitsfunktionen aller in Frage kommenden 

gemeinsamen Ausfallindikatoren (3.123), entsprechend den Gleichungen (3.124) bis 

(3.128) auszuwerten.623 Um die Formulierung eines kombinatorischen Problems zu ver-

meiden, soll auch bei der Ermittlung der Verlustverteilung des Referenzportfolios auf die 

Instrumente der erzeugenden und charakteristischen Funktionen zurückgegriffen werden. 

Zuvor soll jedoch eine formelle Definition der Verlustverteilung erfolgen: 

Definition 3-10 (Verlustverteilung eines Kreditportfolios) : 

( )
, ,

1

Pr 0,
RP t

N

L RP t i
i

F l L l l D
=

  = ≤ ∀ ∈    
∑ . (3.166) 

Entstammen die Nominalwerte Di – bzw. im Falle einer konstanten Recovery Rate δi der 

Verlust Di(1-δi) – der Menge der natürlichen Zahlen, kann zur Ermittlung der Verteilungs-

funktion auf das Instrument der (wahrscheinlichkeits)erzeugenden Funktion624 zurückge-

griffen werden.625 Als Verfahren zur Ermittlung der Koeffizienten wird im Folgenden auf 

eine Modifikation des Sequential Probability Shiftings zurückgegriffen. Im allgemeinen 

Fall, insbesondere dann, wenn die Recovery Rate als Zufallsvariable626 modelliert werden 

soll, ist das Instrument der charakteristischen Funktion heranzuziehen. Als Verfahren zur 

Ermittlung der Verlustverteilung dient die Inverse FOURIER-Transformation. 

                                                           
622  Vgl. auch J. Gregory und J.-P. Laurent (2004), Beste Überlebenschancen, S. 35 f. 
623  Vgl. Abschnitt 361. 
624  Vgl. Definition 3-8. 
625  Ggf. können die Verluste auf die nächste natürliche Zahl gerundet werden. 
626  J. Gregory und J.-P. Laurent (2004), Beste Überlebenschancen, S. 37 modellieren die Recovery Rate mit 

Hilfe eine Beta-Verteilung. 
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372 Modifikation des Sequential Probability Shiftings 
In diesem Abschnitt wird von einer konstanten Recovery Rate δi sowie von einem ganz-

zahligen, nichtnegativen Verlust Di(1-δi) ausgegangen. Unter diesen Voraussetzungen stel-

len sich die erzeugende Funktionen des Verlusts Li,t und des bedingten Verlusts Li,t|Ψ gem. 

(3.131) wie folgt dar: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
,

11 i i

i t

D
L i iG z p t p t z δ⋅ −= − + ⋅  und (3.167) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
,

11 i i

i t

D
L i iG z p t p t z δψ ψ ψ ⋅ −= − + ⋅ . (3.168) 

Mit Satz 3-7 lässt sich die erzeugende Funktion der faktorbedingten Zufallsvariablen LRP|Ψ 

im Zeitpunkt t als Summe der faktorbedingten BERNOULLIverteilten Kreditverluste Li,t|Ψ 

approximativ durch das Produkt ihrer erzeugenden Funktionen GLi,t(z)|Ψ darstellen: 

( ) ( )
, ,

1
RP t i t

N

L L
i

G z G zψ ψ
=

≈∏ . (3.169) 

Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit627 ergibt sich die unbedingte, erzeugende 

Funktion durch Integration über alle möglichen Ausprägungen des systematischen Faktors 

Ψt, gewichtet mit den jeweiligen Werten der Dichtefunktion.628 Für ein Referenzportfolio 

mit N Krediten ist eine Potenzreihe mit max. ∑Di(1-δi)+1 Summanden629 das Ergebnis.630 

Die Exponenten von z geben jeweils die Portfolioverlusthöhe an. Die Koeffizienten reprä-

sentieren die dazugehörigen Wahrscheinlichkeiten.631 Der Koeffizient der ersten Potenz z0 

zeigt die gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeit und der Koeffizient der letzten Potenz 

z∑Di(1-δi) zeigt die gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit aller Kredite. 

Das SPS gem. (3.140) (a), (b) und (3.141) ist insofern zu modifizieren, als dass beim Hin-

zufügen des k-ten Kredits Wahrscheinlichkeitsmasse vom betrachten Koeffizienten j nicht 

zum nachfolgenden Koeffizienten j+1, sondern zum Koeffizienten j+Di(1-δi) verschoben 

wird. Betrachtet man bspw. den ersten Koeffizienten, repräsentiert dieser die Wahrschein-

lichkeit eines Verlustes von null aus den ersten (k-1) Krediten. Fügt man den k-ten Kredit 

hinzu, verringert sich die Wahrscheinlichkeit, dass mit dem neu hinzugefügten Kredit der 

Verlust weiterhin null beträgt. Fällt der Kredit aus, ergibt sich – nach wie vor unter dem 
                                                           
627  Vgl. Fn. 529. 
628  Vgl. Abschnitt 361. 
629  Aus kombinatorischen Gründen ist es denkbar, dass bestimme Verlusthöhen zwischen null und dem 

Maximalwert nicht erreichbar sind. Der Koeffizient wäre in einem solchen Fall null. Der Summand ent-
fiele. 

630  Da für große Kreditportfolios die Summe sehr groß werden kann, wird im weiteren Verlauf der Arbeit 
eine Komplexitätsreduktion nötig werden. Vgl. dazu Abschnitt 417. 

631  Die Summe aller Koeffizienten ergibt wieder eins. 
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Szenario des Überlebens der (k-1) vorherigen Kredite – eine positive Wahrscheinlichkeit 

für den Verlust Di(1-δi). Der Verlust Di(1-δi) kann jedoch bereits durch Kreditausfallkom-

binationen der vorherigen (k-1) Kredite erreicht worden sein. Fügt man den k-ten Kredit 

hinzu, verringert sich die Wahrscheinlichkeit, dass mit dem neu hinzugefügten Kredit der 

Verlust weiterhin Di(1-δi) beträgt. Fällt der Kredit aus, ergibt sich – nach wie vor unter 

dem Szenario des Verlustes Di(1-δi) aus den (k-1) vorherigen Krediten – eine positive 

Wahrscheinlichkeit für den Verlust Di(1-δi)+Di(1-δi). Auf diese Weise wird mit dem Ab-

stand Di(1-δi) Wahrscheinlichkeitsmasse innerhalb der erzeugenden Funktion verschoben. 

Für das allgemeine Ablaufschema ist zunächst von 

, ,

( ) ( 1)
, ,:

RP t RP t

k k
L j L jc c jψ ψ−= ∀  (3.170) 

auszugehen. Mit jedem neuem Kredit wird, beginnend mit dem ersten Koeffizienten j=1, 

die gesamte erzeugende Funktion, dem allgemeingültigen Ablaufschema 
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 (3.171) 

folgend, einem modifizierten Sequential Probability Shifting unterworfen. 

373 Modifikation der Inversen FOURIER-Transformation 
Das modifizierte Sequential Probability Shifting soll auch für die Verlustverteilung durch 

die Inverse FOURIER-Transformation ergänzt werden. Neben der Modellierung einzelner 

Ausschnitte der Verlustverteilung bzw. einzelner Verluste in Analogie zur Modellierung 

einzelner Ausschnitte der Ereignisverteilung bzw. spezifischer Ausfallzahlen632, bietet das 

Verfahren der Inversen FOURIER-Transformation überdies die Möglichkeit, die Recovery 

Rate als Zufallsvariable zu gestalten. Spätestens die Wahl einer stetigen Recoveryvertei-

lung hebt die Annahme ganzzahliger Verluste Di(1-δi) auf. Zunächst sei jedoch das Kon-

zept der charakteristischen Funktion auf die Verlustverteilung übertragen. 

Gem. (3.144) erhält man für die charakteristischen Funktionen des Verlusts Li,t und des 

bedingten Verlusts Li,t|Ψ bei konstanter Recovery Rate δi: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
,

11 i i

i t

D js
L i is p t p t e δϕ −= − + ⋅  und (3.172) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
,

11 i i

i t

D js
L i is p t p t e δϕ ψ ψ ψ −= − + ⋅ . (3.173) 

                                                           
632  Vgl. Abschnitt 363. 
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Mit dem Faltungssatz633 lässt sich die charakteristische Funktion der faktorbedingten Zu-

fallsvariablen LRP|Ψ im Zeitpunkt t als Summe der faktorbedingten BERNOULLIverteilten 

Kreditverluste Li,t|Ψ approximativ durch das Produkt ihrer charakteristischen Funktionen 

φLi,t(.)|Ψ darstellen: 

( ) ( )
, ,

1
RP t i t

N

L L
i

s sϕ ψ ϕ ψ
=

≈∏ . (3.174) 

Analog zur obigen Vorgehensweise634 wird die bedingte, diskrete Wahrscheinlichkeits-

funktion Pr[LRP,t=l|Ψ] für den Zeitpunkt t durch eine bedingte, stetige Dichtefunktion 

fX(x)|Ψ so approximiert, dass die zugehörigen charakteristischen Funktionen φX(.)|Ψ und 

φLRP,t(.)|Ψ für eine endliche Menge reeller Zahlen sk mit k=0,1,2,… übereinstimmen. Dabei 

wird davon ausgegangen, dass die Dichtefunktion fX(x)|Ψ außerhalb des Intervalls 

[0,∑Di(1-δi)] verschwindet. Das Intervall [0,∑Di(1-δi)] wird in S äquidistante Abschnitte 

unterteilt, wobei – im Gegensatz zur obigen Vorgehensweise – für die Abschnittslänge im 

Allgemeinen ∆x≠1 gilt. Da – ebenfalls im Gegensatz zur obigen Vorgehensweise – die 

Zufallsvariable LRP,t nicht notwendigerweise ganzzahlig ist, kann für die charakteristische 

Funktion φLRP,t(.)|Ψ nicht von einer Periodizität auf dem Intervall [0,2π) ausgegangen wer-

den.635 Auf Grund der Überlegungen zu (3.161), werden die reellen Zahlen sk dem Intervall 

[0,2π/∆x) entnommen.636 Da sonst die Vorgehensweise völlig identisch ist, erhält man den 

Wert der approximativen Dichte fX(x)|Ψ an der Stelle l∆x in Analogie zu (3.162) f. gem.: 
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wobei

s
S x
π

∆ =
∆

 (3.176) 

Wird die Recovery Rate als Zufallsvariable modelliert, ändert sich das Verfahren der nu-

merischen FOURIER-Inversion nur unwesentlich. Folgt die Recovery Rate δi einer Beta-

Verteilung und nimmt dementsprechend Werte zwischen null und eins an, ist das erweiter-

te Intervall [0,∑Di] in S äquidistante Abschnitte zu unterteilen. Bei der Ermittlung der cha-

rakteristischen Funktion φLRP,t(.)|Ψ ist zu beachten, dass die Kreditverluste nicht mehr 

BERNOULLIverteilt sind. Im Falle der Beta-Verteilung sind die Kreditverluste vielmehr 

                                                           
633  Vgl. Satz 3-8. 
634  Vgl. Formel (3.160). 
635  Vgl. Satz 3-10. 
636  Vgl. Abschnitt 363. 



184 

stetig verteilt. Die Ausprägungen der Zufallsvariablen Li,t|Ψ hängen nicht nur von den Aus-

fallindikatoren Ii,t und den Nominalwerten Di, sondern zusätzlich von den Zufallsvariablen 

δi ab: 

Satz 3-11 (CF eines Produkts zweier Zufallsvariablen): Sind X und Y unabhängige Zufalls-

variablen, so gilt für die charakteristischen Funktionen zu X, Y und X·Y: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )itXY
XY X Yt E e E tY E tXϕ ϕ ϕ= = = . (3.177) 

Beweis: 

M. Wichura (2001, S. 13-3). 

Für die bedingte charakteristische Funktion des Kreditverlustes Li,t|Ψ ergibt sich mit 

(3.177) unter der einschränkenden Voraussetzung der Unabhängigkeit zwischen den Aus-

fallereignissen und den Recovery Rates durch Bildung des Erwartungswertes über den 

BERNOULLIverteilten Ausfallindikator Ii,t:637 
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 (3.178) 

Damit erhält man aufgrund der Unabhängigkeitsannahme der Li,t|Ψ für die bedingte cha-

rakteristische Funktion des Portfolioverlustes LRP,t|Ψ: 

( ) ( ) ( )( ), , , 1
1

RP t i

N

L i t i t i
i

s p p sDδϕ ψ ψ ψ ϕ −
=

≈ + ⋅∏ . (3.179) 

Mit der Wahl einer charakteristischen Funktion für (1-δi) lässt sich für jedes k∆s mit 

k=1,…,S-1 ein Wert für (3.179) errechnen und fX(.)|Ψ an der Stelle l∆x gem. (3.175) 

bestimmen. Folgt die Recovery Rate der Beta-Verteilung638, ist die charakteristische Funk-

tion die KUMMER-Funktion der ersten Ordnung:639 
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637  Alternativ könnte gem. Satz 3-11 die Erwartungswertbildung über die Recovery Rate erfolgen. Die Be-

rechnung der charakteristischen Funktion würde jedoch numerischer Integrationsverfahren bedürfen. 
638  Folgt δi der Beta-Verteilung, folgt auch (1-δi) der Beta-Verteilung, wobei α und β zu vertauschen wären. 
639  Vgl. M. Abramowitz und I. Stegun (1972), Handbook of mathematical functions, S. 928 (Formel 26.1.8), 

S. 930 (Formel 26.1.33) u. S. 944 f.; J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 16. 



185 

38 Überführung des semi-analytischen Modells in eine Monte-Carlo-Simulation 
381 Zeitpunktbezogene Simulation 
Für eine zeitpunktbezogene Simulation gemeinsamer Ereignis- bzw. Verlustverteilungen 

werden zunächst Ausprägungen des systematischen Faktors Ψt aus der Standardnormalver-

teilung unabhängig voneinander gezogen. Für jede Ausprägung von Ψt sind für alle Kredite 

i bzgl. eines vorzugebenden Analysezeitpunkts tA die bedingten Ausfallwahrscheinlichkei-

ten pi(tA)|Ψ zu ermitteln. Dabei ist für alle langlaufenden Kredite (Ti≥tA) Gleichung (3.82) 

und für alle kurzlaufenden Kredite (Ti<tA) Gleichung (3.111) anzuwenden. Pro Ausprä-

gung von Ψt, ist in einem zweiten Schritt für jeden Kredit i eine Ausprägung ui einer 

gleichverteilten Zufallsvariablen Ui zu ziehen. Der Kredit i fällt aus, wenn die Ausprägung 

ui kleiner ist als die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit pi(tA)|Ψ: 

( ) ( )
,

1 ,
0 .A

i i A
i t i

für U p t
I U

sonst
ψ

ψ
 <

= 


 (3.181) 

Ebenso wie die Ausfallindikatoren Ii,tA lassen sich auch die Anzahl der ausgefallenen Kre-

dite NRP,tA und der eingetretene Verlust LRP,tA als Zufallsvariablen in Abhängigkeit des sys-

tematischen Faktors Ψt sowie der kreditspezifischen Zufallsvariablen Ui schreiben: 

( ) ( ), 1 ,
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N U U I Uψ ψ
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=∑…  und (3.182) 
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L U U D I Uψ δ ψ
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= ⋅ − ⋅∑… . (3.183) 

Nach dem Gesetz der großen Zahl können die Eintrittswahrscheinlichkeiten bestimmter 

Ereignisse A (Ausfallzahlen, Portfolioverluste) für eine Zufallsversuchsreihe mit großem 

Umfang n durch die entsprechenden relativen Häufigkeiten hn(.) approximiert werden: 

( ) ( ), , ,lim Pr
A An RP t n RP tn

h N A N A
→∞

∈ = ∈ , (3.184) 

( ) ( ), , ,lim Pr
A An RP t n RP tn

h L A L A
→∞

∈ = ∈ . (3.185) 

Da grundsätzlich eine Erhöhung der Genauigkeit um den Faktor 10 mit einer Verlängerung 

der Zufallsversuchsreihe um den Faktor 100 einhergeht640, ist die Simulation zeitaufwen-

dig und verspricht insbesondere in den Tails der Verteilungen gegenüber dem semi-

analytischen Modell nur inferiore Ergebnisse. 

                                                           
640  Das heißt der Standardfehler der Simulation fällt um den Faktor 10 für eine Erhöhung von n um den 

Faktor 100. Vgl. P. Glasserman (2004), Monte Carlo methods, S. 1-3. 
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382 Zeitraumbezogene Simulation 
Ist die zeitliche Struktur der Ausfallereignisse von Interesse, bedarf es der Simulation ein-

zelner Pfadausprägungen der BROWNschen Bewegungen Wi,gi,t, respektive ihrer Zeittrans-

formationen Yi,t.641 Sei zunächst unterstellt, dass ein homogenes Portfolio in der Weise 

betrachtet wird, dass die Zeittransformationen identisch ausfallen. Dann wird der Zeitraum 

[0,tA] in äquidistante Zeitabschnitte der Länge ∆t=tA/n unterteilt. Zu den transformierten 

Zeitpunkten gi,∆t·h mit h=1,…,n sind sodann Ausprägungen von Wi,gi,∆t·h zu ermitteln. Dafür 

werden zunächst standardnormalverteilte Zufallsvariablen Ψh zur Ermittlung der systemati-

schen Faktorprozessänderungen ∆BΨ,gi,∆t·h, mit Hilfe der Wurzel-Zeit-Formel sowie der 

Zeittransformation „gebremst“ bzw. „beschleunigt“:642 
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( )
:

0,1 ; 1, , ; 1, , .h

mit
N i N h nψ = =∼ … …

  

Für die Modellierung der Faktorprozesse BΨ,gi,∆t·h in jedem Zeitschritt h folgt daraus: 

( ) ( ), , 1, , , , 1i t h i t hg g i t h hi t hB B g gψ ψ ψ
∆ ⋅ ∆ ⋅ − ∆ ⋅ ∆ ⋅ −= + − ⋅ . (3.187) 

Für die idiosynkratischen Faktorprozessänderungen wird analog vorgegangen. Die Aus-

prägungen von Wi,gi,∆t·h ergeben sich auf der Basis des Faktormodells. Dabei sind letztlich 

nur die Faktoränderungen, nicht jedoch die absoluten Höhen der Faktorprozesse relevant: 
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( ),

:
0,1 .i h

mit
Nε ∼   

Mit Hilfe von (3.25) kann wie folgt geschrieben werden: 

,, , i t hi t h i gY W
∆ ⋅∆ ⋅ = . (3.189) 

                                                           
641  Vgl. grundsätzlich zur Simulation von BROWNschen Bewegungen P. Glasserman (2004), Monte Carlo 

methods, S. 79-92. 
642  Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 343 sowie die Gleichung (3.46). 
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Der Kredit i fällt aus, wenn der Pfad die Ausfallschranke Ki durchbricht: 

{ }( ) ( ),

,

,
, , 1, ,

1 min : ,

0 .
i t h

A i t h

i g i i
i t i g h n

für t h W K T
I W
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∆ ⋅

∆ ⋅ =

 ∆ ⋅ ≤ ≤= 


…
 (3.190) 

Wie die Ausfallindikatoren Ii,tA lassen sich auch die Zahl der Kreditausfälle NRP,tA und der 

Portfolioverlust LRP,tA als Zufallsvariable in Abhängigkeit der diskretisierten BROWNschen 

Bewegungen schreiben: 
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In Analogie zur zeitpunktbezogenen Simulation können auch hier nach dem Gesetz der 

großen Zahl die Eintrittswahrscheinlichkeiten von Ausfallzahlen und Portfolioverlusten für 

umfangreiche Zufallsversuchsreihen durch relative Häufigkeiten approximiert werden. 

Für bonitätsmäßig heterogene Portfolios sind die verschiedenen Zeittransformationen so-

wie ihr Einfluss auf die Korrelationen der Prozessänderungen zu berücksichtigen. Zur Er-

mittlung der entsprechenden Korrelationskoeffizienten soll zunächst der Erwartungswert 

des Produkts zweier Prozessänderungen betrachtet werden. Für s<t gilt: 
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Setzt man (3.50) übertragend in (3.193) ein, dann folgt: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

, ,, ,

, , , , , , , ,min , min , min , min , .

i t j ti g j g

i j i t j t i s j t j s i t j s i s

E W W

g g g g g g g gρ ρ

∆ ⋅∆ =

 ⋅ − − + 

 (3.194) 

Für den oben unterstellten Spezialfall i jρ ρ ρ= =  und , ,i t j t tg g g= =  erhält man mit 

(3.194) erwartungsgemäß: 

( ) ( ), ,t ti g j g t sE W W g gρ∆ ⋅∆ = ⋅ − . (3.195) 
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Unter Berücksichtigung der Varianzen von 
,, i ti gW∆  und 

,, j tj gW∆  ergeben sich mit (3.194) 

die gesuchten Korrelationskoeffizienten wie folgt: 
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( ) ( ) ( ) ( )
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 (3.196) 

Für den oben unterstellten Spezialfall i jρ ρ ρ= =  und , ,i t j t tg g g= =  erhält man für den 

uniformen Korrelationskoeffizienten wie erwartet die Faktorsensitivität ρ . 

Zur Simulation von Ausprägungen von Wi,gi,∆t·h zu den transformierten Zeitpunkten gi,∆t·h 

mit h=1,…,n bzw. von Änderungen ∆Wi,gi,∆t·h könnte für jeden Zeitpunkt ∆t·h mit Hilfe von 

(3.196) eine Korrelationskoeffizientenmatrix konstruiert werden, um anschließend mit Hil-

fe von Standardmethoden korrelierte Zufallszahlen zu ziehen.643 Die Korrelationskoeffi-

zientenmatrix würde jedoch unüberschaubare Ausmaße annehmen und der Charme des 

Faktoransatzes ginge verloren.644 Daher sei hier vorgeschlagen, die einzelnen Zeitpunkte 

∆t·h kredit- bzw. im Rahmen der hier verwendeten ratingbezogenen Modellumsetzung 

ratingweise zu transformieren. Man erhält pro Rating eine transformierte Menge an Zeit-

punkten gR,∆t·h. Die Vereinigung aller Mengen liefert die Menge der Zeitpunkte, zu denen 

Ausprägungen des BROWNschen Faktorprozesses BΨ,gR,∆t·h im Zuge der Simulation ermit-

telt werden müssen. Diese Vorgehensweise stellt sicher, dass – gleichwohl welcher Kredit 

gerade betrachtet wird – die idiosynkratischen Komponenten stets mit einer verfügbaren 

Faktorausprägung zu Wi,gR,∆t·h kombiniert werden können.645 Pro Simulationslauf ist der 

vollständige Faktorpfad zu generieren. Die idiosynkratischen Faktoren können Zeitschritt 

für Zeitschritt nach Maßgabe der Faktoränderungen bestimmt werden. Kenntnis über die 

vollständigen idiosynkratischen Pfadausprägungen bedarf es mit Blick auf die Rechenge-

schwindigkeit und die Speicherkapazität nicht. 

Die zeitraumbezogene Simulation erlaubt die Berücksichtigung von Portfolioreplenish-

ments. Dabei ist lediglich zu beachten, dass für die neu in das Referenzportfolio aufge-

nommenen Kredite entweder die Ausfallschranke nach Maßgabe des systematischen Fak-

torprozesses verschoben oder (alternativ) der Faktorprozess selbst auf null reskaliert wird. 

                                                           
643  Standardverfahren bedienen sich i. d. R der CHOLESKY-Dekomposition oder der Faktoranalyse der Kor-

relationskoeffizientenmatrix. Vgl. P. Glasserman (2004), Monte Carlo methods, S. 71-77. 
644  Zu den Vorteilen des Faktoransatzes siehe die Ausführungen in den Abschnitten 2434 und 341. 
645  Alternativ sind Interpolationsverfahren oder Ziehungen von zusätzlichen Zufallszahlen mit Hilfe der 

BROWNschen Brücke für die Ermittlung von Faktorausprägungen zwischen einzelnen Stützstellen denk-
bar. 
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Da die Reskalierung des Faktorprozesses deterministisch erfolgt und für alle – vom Reple-

nishmentzeitpunkt ausgehend – nachfolgenden Zeitpunkte kreditweise konstant bleibt, hat 

dies keinen Einfluss auf die Korrelation der Ability-to-Pay-Prozesse untereinander.646 

Die Diskretisierung der Zeitachse stellt eine Approximation dar. Insbesondere kann der 

zeitstetige Prozess Wi,gi,t – anders als der zeitdiskretisierte Prozess Wi,gi,∆t·h – zwischen den 

einzelnen Gitterpunkten gi,∆t·h die Schranke Ki durchbrechen, ohne dass dies durch den 

Ausfallindikator Ii,tA zur Anzeige gebracht wird.647 Die Ausfallwahrscheinlichkeit ist bei 

einer groben Gitterstruktur zu niedrig. Die Ausfallzeiten werden systematisch überschätzt. 

Liegen zwei aufeinander folgende Ausprägungen des zeitdiskreten Prozesses Wi,gi,∆t·(h-1) und 

Wi,gi,∆t·h oberhalb der Ausfallschranke Ki, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der zeitste-

tige Prozess Wi,gi,t, bedingt auf den Anfangspunkt Wi,gi,∆t·(h-1) und den Endpunkt Wi,gi,∆t·h, die 

Ausfallschranke Ki zwischenzeitlich durchschlagen hat, durch die Passage-Wahrschein-

lichkeit einer BROWNschen Brücke gem. (3.54) wie folgt gegeben: 
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Unter der Voraussetzung, dass die Ausfallschranke bis zum Betrachtungszeitpunkt ∆t·h 

nicht verletzt wurde und auch Wi,gi,∆t·h oberhalb der Ausfallschranke liegt, kann für jedes 

Zeitintervall eine gleichverteilte Zufallszahl gezogen werden. Der Ausfall tritt ein, wenn: 

( ) ( )( )
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. (3.198) 

Da die gleichverteilten Zufallszahlen für die einzelnen Kredite unabhängig voneinander 

gezogen werden, geht insbesondere bei hohen Faktorsensitivitäten ein Teil der Ausfallkor-

relation verloren. Daher sollte das Zeitgitter möglichst fein modelliert werden.648 

                                                           
646  Die Reskalierung für alle im Zeitpunkt t0 dem Referenzportfolio angehörenden Kredite ist null. 
647  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 16. 
648  Zudem sei bemerkt, dass die Einbeziehung der BROWNschen Brücke negative Auswirkungen auf das 

Konvergenzverhalten der Zufallsversuchsreihe haben könnte. Anhand einer Digitalen Option zeigt 
A. Papageorgiou (2002), Brownian bridge und quasi-Monte Carlo integration, S. 176-181, dass u. U. das 
Standardverfahren zur Simulation BROWNscher Bewegungen zu besseren Ergebnissen führen kann. Da 
sich das Verfahren von PAPAGEORGIOU von dem hier verwendeten unterscheidet, können die Ergebnisse 
aber nicht ohne weiteres übertragen werden. 
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39 Ausgewählte Leistungsmerkmale des semi-analytischen Modells 
Nachdem das semi-analytische Modell formuliert wurde, sollen charakteristische Leis-

tungsmerkmale anhand von Beispielportfolios einer Demonstration unterzogen werden. 

Dabei soll auch die Modellperformance im Vergleich zur Pfadsimulation untersucht wer-

den. Insbesondere wird dabei der Einfluss der verwendeten Unabhängigkeitsapproximati-

on649 von Interesse sein. 

391 Erfassung heterogener Nominalwerte 
Die Bedeutung der korrekten Erfassung heterogener Nominalwerte durch das semi-

analytische Modell bei der Modellierung von Verlustverteilungen wird anhand der Abb. 

3-20 deutlich. Abgetragen wurden die Wahrscheinlichkeitsfunktionen der Verluste von 

drei Portfolios mit 10, 20 und 30 Krediten. Für Illustrationszwecke wurden die Nominal-

werte der Kredite als wachsende arithmetische Reihe beginnend mit eins modelliert. Die 

Nominalwertdifferenzen betragen konstant eins. Die Restlaufzeiten wurden uniform gestal-

tet und betragen fünf Jahre. Alle Kredite tragen ein „BB“-Rating. 
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Abb. 3-20:  Heterogene Nominalwerte 
Verlustverteilungen für 3 Kreditportfolios mit jeweils 10, 20 und 30 Krediten. Die Nominalwerte sind auf-
steigend mit Di=1,2,3,… gestaltet. Die Restlaufzeit beträgt uniform 5 Jahre. Alle Kredite tragen ein „BB“-
Rating. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit 
Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

Anhand dieses konstruierten Beispiels wird deutlich, dass – anders als bei der Ereignisver-

teilung – die kombinatorischen Möglichkeiten zur Erzeugung spezifischer Verluste maß-

geblich die Form der Verlustverteilung bestimmen. Insbesondere werden regelmäßig 

Sprünge in den Verteilungsverläufen sichtbar. Am Beispiel des linken Graphen werden die 

Verluste ab LRP=l=11 sprunghaft weniger wahrscheinlich. Ursache ist die Tatsache, dass 

für diesen und darüber hinausgehende Verluste mindestens zwei Kredite ausfallen müssen, 

um die entsprechenden Verlusthöhen zu erreichen. 

                                                           
649  Vgl. Abschnitt 356. 
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Darüber hinaus wird durch die Darstellungsform noch einmal deutlich, dass es sich bei 

dem Portfolioverlust um eine diskrete Zufallsvariable handelt. Da für hinreichend große 

Kreditportfolios die Wahrscheinlichkeitsfunktion des diskreten Verlusts gut durch die 

Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen approximiert werden kann650, werden die 

Wahrscheinlichkeitsfunktionen im Folgenden wie in Abb. 3-20 (rechts) durch eine Dichte-

funktion graphisch approximiert. Alternativ kann der Graph als „verstetigte“ Wahrschein-

lichkeitsfunktion interpretiert werden.651 

392 Präzise Wiedergabe von Verlustverteilungscharakteristika 
Mit den Ausführungen in den Abschnitten 37 und 38 stehen neben der semi-analytischen 

Methode auch simulative Methoden, insbesondere die Methode der Pfadsimulation, zur 

Ermittlung der Portfolioverlustverteilung zur Verfügung. Beide methodischen Ansätze 

greifen auf Approximationen zurück, die bei der Beurteilung der Ergebnisse stets zu be-

rücksichtigen sind. 

Die semi-analytische Vorgehensweise bedient sich der Unabhängigkeitsapproximation für 

faktorpfadendpunktbedingte Ausfallindikatoren. Dabei beschreibt die Approximation die 

Wirklichkeit umso besser, je homogener das Referenzportfolio hinsichtlich der Restlauf-

zeiten ist.652 Die Pfadsimulation hingegen bedient sich eines diskreten Zeitgitters und da-

mit diskretisierter Ability-to-Pay-Prozesse. Je feiner die Diskretisierung des Zeitgitters 

ausfällt, d. h. je mehr Simulationsschritte zur Ermittlung einer einzelnen Pfadausprägung 

herangezogen werden, je eher entspricht der zeitdiskretisierte Prozess dem zeitstetigen 

Prozess. Während die Semi-Analytik bei jeder erneuten Durchführung stets zum selben 

Ergebnis gelang, erhält man bei der Simulationen, bedingt durch ihren zufälligen Charak-

ter, für jeden Simulationslauf stets unterschiedliche Ergebnisse. Die Ergebnisse besitzen 

eine Verteilung. Je mehr Simulationsläufe mit steigendem Rechenaufwand durchgeführt 

werden, desto geringer ist die Schwankungsbreite der Ergebnisverteilungen und desto 

wahrscheinlicher ist es, dass sich der Durchschnitt der Ergebnisse der Simulationsläufe in 

der Nähe des „wahren“ Wertes liegt.  

In Abb. 3-21 ist erneut die Verlustverteilung aus Abb. 3-20 (rechts) für ein Portfolio beste-

hend aus 30 Krediten mit wachsenden Nominalwerten abgetragen. Zum Vergleich sind 

pfadsimulativ ermittelte relative Verlusthäufigkeiten in Form von Histogrammen mit je-

weils unterschiedlich vielen Simulationsläufen eingezeichnet. Die Zeitachse [0,tH] wurde 
                                                           
650  Vgl. die Abschnitte 363 u. 373.  
651  Zur Verstetigung von Wahrscheinlichkeitsfunktionen siehe J. Völker (2000), VaR-Modelle, S. 80-83. 
652  Vgl. Abschnitt 356. 
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dabei so diskretisiert, dass sich ein einzelner Simulationsschritt auf einen Zeitabschnitt von 

einem Tag bezieht.653 Ziel ist es, die Approximationsfehler der Simulation aufgrund der 

diskretisierten Zeitachse so gering wie möglich zu halten, um zu einer Aussage bezüglich 

des Approximationsfehlers aufgrund der Unabhängigkeitsannahme in der Semi-Analytik 

zu gelangen. 
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Abb. 3-21:  Semi-Analytik versus Pfadsimulation bei heterogenen Nominalwerten 
Verlustverteilungen für ein Kreditportfolio mit 30 Krediten. Die Nominalwerte sind aufsteigend mit 
Di=1,2,3,… gestaltet. Die Restlaufzeit beträgt uniform 5 Jahre. Alle Kredite tragen ein „BB“-Rating. Gegen-
übergestellt sind simulierte Häufigkeitsverteilungen. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durch-
schnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

Die graphischen Darstellungen verdeutlichen, dass trotz der Unabhängigkeitsannahme die 

Ergebnisse aus dem semi-analytischen Modell mit den Ergebnissen aus den Simulationen 

übereinstimmen. Für 100.000 Simulationsläufe sind kaum noch Unterschiede festzustellen. 

Die Übereinstimmung bezieht sich nicht nur auf den mittleren Bereich der Verlustvertei-

lung, sondern reicht bis in die Verteilungsenden. Die semi-analytisch ermittelte Verlustver-

teilung hat darüber hinaus den Vorteil, dass die Form und Struktur der abgetragenen dis-

kretisierten Wahrscheinlichkeitsfunktion wesentlich deutlicher zum Vorschein kommt als 

in den simulativ ermittelten Histogrammen. Insbesondere können in dem hier verwendeten 

Beispiel der wachsenden Nominalwerte Sprünge in der Verteilungsfunktion sowie Krüm-

mungsänderungen zweifelsfrei identifiziert werden. Abschließend sei hervorgehoben, dass 

die Bestimmung der Verteilungsfunktion mit semi-analytischen Verfahren, rechentech-

nisch betrachtet, erheblich weniger Zeit beansprucht. 

393 Betrachtung zeitraumbezogener Kreditausfälle 
Der vorgestellte (semi-)analytische Modellrahmen soll mit einem einfachen, ebenfalls ana-

lytischen und faktorbezogenen Modellrahmen – dem Modellrahmen zur NEUEN BASLER 

                                                           
653  Bezogen auf einen Risikohorizont von fünf Jahren entspricht das 1.825 Zeitabschnitten. 
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EIGENKAPITALVERORDNUNG (Basel II) nach VASICEK – verglichen werden.654 Der Modell-

rahmen nach Basel II geht von einem homogenen, unendlich granularen Portfolio aus.655 

Dazu sind homogene Ausfallwahrscheinlichkeiten pi=pj=p, homogene Restlaufzeiten 

Ti=Tj=T, homogene Kreditratings Ri=Rj=R und homogene Faktorsensitivitäten (resp. Un-

ternehmenswertkorrelationen) ρi=ρj=ρR vorzugeben. Einwendend könnte vorgebracht wer-

den, dass hier kein unendlich granulares Referenzportfolio vorliege und ein solches auch 

nicht existiere. Wie SCHÖNBUCHER jedoch feststellt, kann die (Ereignis-)Verteilung in 

Form des normierten Kreditportfolioverlusts ,RP tL′ im Basler Modellrahmen jedoch bereits 

ab wenigen hundert Krediten hinreichend genau durch die relativ einfache, analytische 

Modellformulierung 

( ) ( )( )1 1
, ,

1Pr 1RP t SN R SN SN R t
R

L l F F l F pρ
ρ

− −
 

′ ′ ′ ≤ = − ⋅ −    
 

 (3.199) 

approximiert werden.656 

Zur Demonstration sei ein homogenes Portfolio mit 100 Krediten herangezogen. Alle Kre-

dite weisen einheitlich einen Nominalwert von einer Währungseinheit auf. Damit sind die 

Verlustverteilung und die Ereignisverteilung identisch. Die Restlaufzeiten betragen fünf 

Jahre und entsprechen damit dem Risikohorizont tH=5. Alle Kredite besitzen ein Rating 

der Güte „BB“. Die Ausfallwahrscheinlichkeiten werden auf der Basis der historischen 

durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD 

& POOR’S bestimmt. Für einen Analysehorizont von einem Jahr beträgt die ratingabhängi-

ge Ausfallwahrscheinlichkeit uniform pBB,tA=1=1,50 %. Daraus resultiert die ratingabhängi-

ge Unternehmenswertkorrelation. Sie beträgt ρBB=17,75 %. Für den interessierenden Ana-

lysehorizont von tA=tH=5 ermittelt sich eine kreditübergreifende Ausfallwahrscheinlichkeit 

von pBB,tA=1=12,25 %. Damit sind alle Parameter zur Ermittlung der Verlustverteilung auf 

der Basis von (3.199) vollständig bestimmt. 

                                                           
654  Vgl. zum Modellrahmen die Ausführungen in Abschnitt 2435. 
655  Vgl. grundlegend zur Methodik des Basler Modells H. Rau-Bredow (2001), Kreditrisikomodellierung im 

Neuen Basler Accord, S. 1004; T. Wilde (2001), IRB approach explained, S. 87-89; M. Wilkens, 
O. Entrop und H. Scholz (2002), Analyse des IRB-Ansatzes, S. 142 f. Aufgrund der mehrfachen Überar-
beitung der Basler Vorschläge kann es vorkommen, dass einzelne Details – insbesondere die Parametri-
sierungen – in den zitierten Aufsätzen nicht mehr den aktuellen Gegebenheiten entsprechen. Zum aktuel-
len Stand siehe BCBS (2004), Basel II, Abs. 270-386. Siehe auch H. Schulte-Mattler und T. Manns 
(2004), Kreditkosten des Mittelstandes, S. 376-378. 

656  Vgl. P. Schönbucher (2000), Factor models, S. 11 f. 
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Abb. 3-22:  Semi-Analytik im Modellvergleich 
Graphischer Vergleich der Verlustverteilungen eines Kreditportfolios mit 100 Krediten mit dem Modellan-
satz nach Basel II. Die Nominalwerte sind uniform eins. Die Restlaufzeiten entsprechen dem Risikohorizont 
von 5 Jahren. Die Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B nach STANDARD & POOR’S. 

In Abb. 3-22 sind die Verlustverteilungen auf der Basis der vorgestellten Semi-Analytik 

(durchgezogene, fette Linie) und die Verlustverteilung auf der Basis des Modellansatzes 

(gepunktete Linie) nach Basel II graphisch einander gegenübergestellt. Dabei wird deut-

lich, dass sich die beiden Verteilungen einander sehr ähnlich sind. Dennoch sind trotz iden-

tischer Eingangsparameter Unterschiede sichtbar. Als Ursache sind die divergierenden 

Modellansätze und damit die unterschiedlich modellierten gemeinsamen Ausfallwahr-

scheinlichkeiten zu sehen. Während das Modell nach Basel II die Ausfallindikatoren be-

züglich eines einzelnen Zeitpunktes bestimmt, betrachtet das vorgestellte semi-analytische 

Modell einen Zeitraum. Dadurch erhält man trotz der identischen univariaten Ausfallwahr-

scheinlichkeiten und Faktorsensitivitäten unterschiedliche gemeinsame Ausfallwahrschein-

lichkeiten und folglich unterschiedliche Ausfallkorrelationen. Zur Verdeutlichung des 

Ausmaßes der Unterschiede wurden in Abb. 3-22 zusätzlich Verlustverteilungen für Kre-

ditportfolios mit (a) einer geringeren Portfoliobonität (gemischt gepunktet und gestrichelte 

Linie) und (b) einer höheren Portfoliobonität (gestrichelte Linie) eingezeichnet.657 Insbe-

sondere in der Relation zu diesen beiden Verteilungen sind die Unterschiede zwischen dem 

Modell nach Basel II und der vorgestellten Semi-Analytik für homogene Kreditportfolios 

als marginal zu bezeichnen. Für heterogene Kreditportfolios ist das Modell (3.199) jedoch 

nicht ohne weiteres anwendbar. 

                                                           
657  Mit der veränderten Kreditqualität ändern sich sowohl die univariaten Ausfallwahrscheinlichkeiten als 

auch – wenn auch nur geringfügig – die Faktorsensitivitäten. 
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394 Erfassung heterogener Restlaufzeiten 
Gem. (3.119) ist die Korrelation faktorendpunktbedingter zeittransformierter Prozesse Yi,t 

im Zeitpunkt t stets positiv, zeitabhängig und insbesondere gem. (3.121) in der Nähe des 

Zeitpunkts t0 besonders hoch (vgl. Abb. 3-14). Als Folge waren speziell die bedingten Aus-

fallwahrscheinlichkeiten für kurz laufende Kredite (3.111) nicht unabhängig voneinander. 
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Abb. 3-23:  Restlaufzeitverteilungen 

Dies führte zur Vermutung, dass die Ergebnisse der Semi-Analytik mit zunehmender Hete-

rogenität der Restlaufzeit, d. h. mit zunehmend kurz laufenden Krediten bzw. abnehmender 

Restlaufzeit der Kurzläufer, wachsende Abweichungen von den Ergebnissen der Simulati-

on aufweisen werden. Zur Überprüfung der Vermutung wird in Abb. 3-24 ein aus 100 

Krediten bestehendes Portfolio betrachtet. Die Nominalwerte sind homogen und auf eins 

normiert. Die Verlustverteilung wird mit verschiedenen Restlaufzeitverteilungen (vgl. 

Abb. 3-23) für den Risikohorizont von fünf Jahren simulativ und semi-analytisch ermittelt. 

0 10 20 30 40 50

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

f L R
P

,t H
=5
(l)

l

Verlustverteilung
Homogene Restlaufzeiten

0 10 20 30 40

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

f L R
P

,t H
=5
(l)

l

Verlustverteilung
Stark Heterogene Restlaufzeiten

0 5 10 20 30

0.
00

0.
04

0.
08

f L R
P

,t H
=5
(l)

l

Verlustverteilung
Extrem Heterogene Restlaufzeiten

 

Abb. 3-24:  Unabhängigkeitsapproximation bei heterogenen Restlaufzeiten 
Verlustverteilungen, Erwartungswerte sowie 5 %- und 1 %-Quantile für ein Kreditportfolio mit 100 Krediten. 
Die Nominalwerte sind uniform eins. Die Restlaufzeiten sind uniform (links) bzw. heterogen (mittig und 
rechts). Alle Kredite tragen ein „BB“-Rating. Gegenübergestellt sind simulierte Häufigkeitsverteilungen. Die 
Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B nach STANDARD & POOR’S. 
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Für den Fall der homogenen Restlaufzeiten (vgl. Abb. 3-23 u. Abb. 3-24, links) stimmt die 

diskretisierte Wahrscheinlichkeitsfunktion aus dem semi-analytischen Modell mit der rela-

tiven Häufigkeitsverteilung aus der Simulation überein. Die Unabhängigkeitsapproximati-

on zeigt kaum Auswirkungen. Die Erwartungswerte entsprechen einander. Auch die Quan-

tile stimmen weitgehend überein. Für heterogene Restlaufzeiten (vgl. Abb. 3-23 u. Abb. 

3-24, mittig) werden aber erste Unterschiede sichtbar. Während die erwarteten Verluste 

weitgehend einander entsprechen, zeigen sich Abweichungen in den Quantilen. Durch die 

Unabhängigkeitsapproximation in der Semi-Analytik verliert man einen Teil der Ausfall-

korrelation. Insbesondere die 1%-Quantile fallen geringer aus. Verstärkt man den Grad der 

Heterogenität, indem die Restlaufzeiten der Kurzläufer weiter nach unten korrigiert wer-

den, verstärken sich auch die Abweichungen (vgl. Abb. 3-23 u. Abb. 3-24, rechts). 
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Abb. 3-25:  Unabhängigkeitsapproximation bei homogenisierten Restlaufzeiten 
Verlustverteilungen, Erwartungswerte sowie 5 %- und 1 %-Quantile für ein Kreditportfolio mit 100 Krediten. 
Die Nominalwerte sind uniform eins. Die Restlaufzeiten wurden „homogenisiert“. Alle Kredite tragen ein 
„BB“-Rating. Gegenübergestellt sind simulierte Häufigkeitsverteilungen. Die Rechnungen basieren auf den 
Credit Curves vom Typ B nach STANDARD & POOR’S. 

In der Literatur wird – unterstützt durch das Vorgehen einzelner Ratingagenturen – z. T. 

versucht, Kreditportfolios zu „homogenisieren“.658 Im Falle der Restlaufzeiten würde dies 

bedeuten (a) eine durchschnittliche Portfoliorestlaufzeit zu ermitteln und (b) die durch-

schnittliche Portfoliorestlaufzeit jedem einzelnen Kredit zuzuordnen. Damit wäre zwar im 

vorliegenden Modell die Problematik der Unabhängigkeitsapproximation bei stark rest-

laufzeitheterogenen Kreditportfolios weitgehend entschärft, jedoch stellt sich die Frage 

nach der Art und Weise der Ermittlung des Durchschnitts. Vorgeschlagen wird häufig eine 

Nominalwertgewichtung. Damit werden die Restlaufzeiten zunächst auf die einzelnen 

Währungseinheiten bezogen und anschließend arithmetisch gemittelt. 

                                                           
658  Vgl. P. Cogan et al. (2000), Rating criteria for CDOs, S. 2-8 (FITCH Report); R. Hrvatin, H. Katz und 

J. Schiavetta (2000), Rating criteria for ABS/MBS CDOs, S. 2-7 (FITCH Report); A. Cifuentes und 
G. O’Connor (1996), BET, S. 2 (MOODY’S Report). 
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In Abb. 3-25 wurden zunächst wie in Abb. 3-24 die pfadsimulierten relativen Häufigkeits-

verteilungen der Portfolioverluste zusammen mit den Erwartungswerten sowie den 5 %- 

und 1 %-Quantilen für die einzelnen Restlaufzeitszenarien aus Abb. 3-23 abgetragen. 

Daneben wurden die diskretisierten Wahrscheinlichkeitsfunktionen auf der Basis des semi-

analytischen Modells für homogenisierte Restlaufzeiten abgetragen. Im Falle der stark he-

terogenen Restlaufzeiten (vgl. Abb. 3-23, mittig) beträgt die nominalwertgewichtete, 

durchschnittliche Restlaufzeit vier Jahre. Für die extrem heterogenen Restlaufzeiten (vgl. 

Abb. 3-23, rechts) beträgt die nominalwertgewichtete, durchschnittliche Restlaufzeit ledig-

lich drei Jahre. In beiden Fällen wird ein höherer Grad an Übereinstimmung erzielt. Insbe-

sondere in der mittleren Abbildung liegen Erwartungswert und Quantile exakt übereinan-

der. Anhand der rechten Abbildung wird jedoch die Willkür dieser Vorgehensweise deut-

lich. Ein hoher Grad an Übereinstimmung hat eher einen zufälligen Charakter und hängt 

von der jeweiligen Verteilung der Restlaufzeiten im Kreditportfolio ab. Als Ursache ist die 

fehlende fundamentalökonomische Fundierung der Durchschnittsbildung zu sehen. 

395 Ausfallkorrelationen und Abhängigkeiten von Kreditausfällen im semi-
analytischen Modellansatz 

Schließlich sollen die Überlegungen der Abschnitte 2432 und 2433 auf den semi-

analytischen Modellansatz übertragen werden. Ähnlich wie im einfachen Unternehmens-

wertansatz wird die Korrelation zwischen den Ausfallindikatoren {(Ii,Ij)}1≤i,j≤N implizit 

durch die Modellierung einer Korrelation zwischen ausfallrisikotreibenden BROWNschen 

Bewegungen {(Wi,t,Wj,t)}1≤i,j≤N, tє[0,T] erzeugt. Zwischengeschaltet über (2.50) ist die ge-

meinsame Ausfallwahrscheinlichkeit pi,j, ggf. spezifiziert mit einem Zeitindex t. Während 

im einfachen Unternehmenswertansatz gem. (2.68) die gemeinsame Ausfallwahrschein-

lichkeit mit Hilfe der bivariaten Normalverteilung bestimmt werden kann, ist nun die Mög-

lichkeit vor- bzw. zwischenzeitlicher Kreditausfälle zu berücksichtigen. 

Zunächst sollen jedoch – nur für diesen Abschnitt geltend – die Hazard Rates, Ausfall-

schranken und Zeittransformationen so kalibriert werden, dass die Ergebnisse mit denen 

aus den Abschnitten 2432 und 2433 vergleichbar sind. Betrachtet werden drei homogene 

Kredite mit einer Ausfallwahrscheinlichkeit von jeweils 10 %. Als Zeit- bzw. Risikohori-

zont tH sei ein Jahr gewählt. Dann muss mit (3.11) eine konstante Credit Curve den Wert 

hi,t=hj,t=h=0,1053605 annehmen. Sollen die Zeittransformationen den Risikohorizont nicht 

verlassen, muss gem. (3.32) eine einheitliche Ausfallschranke Ki=Kj=K=(-1,6449) gewählt 

werden. Die Zeittransformationen ergeben sich – wie zuvor auch – gem. (3.26). Wie im 

obigen Beispiel soll erneut eine Zielausfallkorrelation von ρIi,Ij=7,995844%, respektive 
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eine gemeinsame, paarweise Ausfallwahrscheinlichkeit von pi,j=1,719626% erzeugt wer-

den. Nach OVERBECK & SCHMIDT ist dazu die Korrelation der BROWNschen Bewegungen 

mit 0<ρ=ρWi,Wj<1 und der modifizierten BESSELfunktion Ik über folgende Beziehung zu 

bestimmen:659 
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Man erhält eine Prozesskorrelation von 20,75038 %. Zu berücksichtigen sind jedoch die 

Approximationen der hier eingeführten Semi-Analytik, wodurch eine leicht höhere Korre-

lation von 22,64188 % benötigt wird.660 Das semi-analytische Modell besetzt den verblie-

benen Freiheitsgrad im Kontingenzwürfel und man erhält eine gemeinsame Überlebens-

wahrscheinlichkeit für alle drei Kredite i. H. v. π000=74,7418 %. Im Vergleich zum einfa-

chen Unternehmenswertansatz ist dieser Wert lediglich in der vierten Kommastelle ver-

schieden. Damit sind beide Modelle (im Falle homogener Kreditportfolios) im multivaria-

ten Abbhängigkeitsverhalten sehr ähnlich (vgl. auch Abb. 3-22). Der Wertunterschied ist 

auf den Einfluss der vorzeitigen Ausfallmöglichkeit zurückzuführen. 

 

                                                           
659  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 13. Die hier abgebildete 

Formel ist ein Spezialfall (Homogenität) der von OVERBECK & SCHMIDT angegebenen Gleichung. Zu 
Berücksichtigen ist zudem, dass hier die Ausfallschranken so kalibriert wurden, dass der verwendete Ri-
sikohorizont von einem Jahr von den Zeittransformationen unberühert bleibt. 

660  Der Wert wurde iterativ bestimmt. 
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4 Transaktionsbezogene Modellanwendung zur semi-analytischen und simulativen 
Kreditrisikomessung von heterogenen CDO-Referenzportfolios 

Das im vorhergehenden Kapitel vorgestellte Kreditrisikomodell soll im Folgenden bei-

spielhaft Anwendung auf ein real existierendes Referenzportfolio einer aktuellen Verbrie-

fungstransaktion finden. Die Verbriefungstransaktion sollte dabei auf einem hinreichend 

heterogenen Referenzportfolio basieren, um die Fähigkeiten des Kreditrisikomodells hin-

sichtlich der Erfassung der heterogenen Struktur überprüfen zu können. Die Heterogenität 

soll sich dabei auf die Nominalwerte, die Ratings sowie die Laufzeiten erstrecken. Ziel ist, 

neben der Entwicklung von Vorstellungen über die Größenordnungen potentieller Verluste 

bei realen Transaktionen, die Analyse der Einflüsse der Heterogenität des Referenzportfo-

lios auf dessen Risikostruktur. Die einzelnen Ausprägungen der Heterogenität sollen dies-

bezüglich weitgehend in ceteris paribus Umgebungen analysiert werden. Die Untersuchun-

gen sollen auch die Auswirkungen von Kredittilgungen, Portfolioreplenishments und 

Replenishment-Triggern erfassen. In Einzelfällen wird es sich anbieten, ausgewählte Er-

gebnisse mit denen von anderen, in der Literatur diskutierten Kreditrisikomodellen zu ver-

gleichen. 

 

Abb. 4-1:  Vorgehensweise zur Ermittlung der Ereignis- und Verlustverteilungen 

Die folgenden Untersuchungen stützen sich dabei beispielhaft auf das Referenzportfolio 

der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion der KfW. Das Referenzportfolio erfüllt die oben 

angesprochenen Merkmale hinsichtlich der Heterogenität und ist darüber hinaus mit seinen 

Krediten an 2.916 verschiedene Schuldner661 hinreichend umfangreich, um zu demonstrie-

ren, dass mit der obigen Modellformulierung auch große Referenzportfolios mit angemes-

senem Zeitaufwand einer risikoanalytischen Betrachtung unterzogen werden können. Das 

Referenzportfolio wird jedoch zunächst anhand von (öffentlich bekannten) Portfoliocha-

                                                           
661  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 67-70. 

Modellansatz

Ohne Portfolioreplenishments Mit Portfolioreplenishments 

Semi-analytische Modellierung Pfadsimulationen 

Bonds Loans Bonds Loans Bonds Loans Bonds Loans 

Ereignisverteilung Ereignisverteilung Verlustverteilung Verlustverteilung 
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rakteristika zu rekonstruieren sein.662 Nachgebildet werden insbesondere die Nominal-

wert-, Laufzeit-, Rating- und Recoveryverteilungen. Bei internen Analysen wird dieser 

zusätzliche Modellierungsschritt üblicherweise entfallen können.  

Die anschließende Kreditrisikomessung stellt sowohl auf die Ereignis- als auch auf die 

Verlustverteilung des Referenzportfolios ab.663 Dabei sind neben der Form und Lage der 

Ereignis- und Verlustverteilung risikotechnische Kennzahlen von besonderer Aussagekraft. 

Zusätzlich werden im Rahmen von Szenarioanalysen die Auswirkungen von Änderungen 

des makroökonomischen Umfeldes betrachtet. Die Änderungen des makroökonomischen 

Umfeldes werden durch Lageveränderungen der Credit Curves simuliert.664 Im Mittelpunkt 

des Interesses wird hierbei die Sensitivität der Risikomessung auf die Lageveränderungen 

der Credit Curves stehen. 

Die Vorgehensweise zur Ermittlung der Ereignis- und Verlustverteilungen (vgl. Abb. 4-1) 

richtet sich danach, inwieweit Portfolioreplenishments und/oder Kredittilgungen Berück-

sichtigung finden. Endfällige Kredite werden kurz als „Bonds“ und Abzahlungsdarlehen 

als „Loans“ bezeichnet. Zunächst wenden wir uns der Modellierung ohne Portfolioreple-

nishments zu. Da im Falle der Ereignisverteilung sowohl für Bonds als auch für Loans die 

zeitliche Struktur der Ausfallereignisse bis zum Risikohorizont unbedeutend ist, kann dazu 

problemlos auf die semi-analytische Modellformulierung zurückgegriffen werden.665 Das 

gleiche gilt für die Verlustverteilung für Bonds. Werden jedoch Tilgungszahlungen be-

rücksichtigt, sind die Exposures at Default (EAD) und folglich die eintretenden Verluste 

insofern von den genauen Zeitpunkten der Credit Events abhängig, das mit zunehmender 

Überlebensdauer die EADs durch die regelmäßigen Tilgungszahlungen verringert werden. 

Da variierende EADs durch die semi-analytische Modellformulierung nicht erfasst werden, 

ist in diesem Fall auf die Pfadsimulation zurückzugreifen. Im Anschluss daran werden die 

Auswirkungen der Replenishments sowie der Replenishment-Trigger untersucht. Da die 

Replenishments stets von der zeitlichen Struktur der Ausfallereignisse abhängen und so-

wohl die Ereignis- als auch die Verlustverteilung beeinflussen, wird zur Modellierung aus-

schließlich auf die Pfadsimulation zurückgegriffen.666 

                                                           
662  Vgl. Abschnitt 41. 
663  Vgl. Abschnitt 36 für die Ereignisverteilung und Abschnitt 37 für die Verlustverteilung eines Referenz-

portfolios. Gemessen werden die Auswirkungen von Kreditausfällen. Bonitätsänderungen bleiben unbe-
rücksichtigt, da sie üblicherweise nicht durch CDO-Strukturen erfasst werden. 

664  Vgl. zur Definition der Credit Curves Abschnitt 321. Zur Modellierung von Credit Curves siehe Ab-
schnitt 322. 

665  Vgl. zur Methodik die Abschnitte 36 und 37. 
666  Vgl. zur Methodik den Abschnitt 38. 



201 

41 Kennzahlenorientierte Modellierung heterogener Referenzportfolios 
Die möglichst genaue modelltheoretische Abbildung des Referenzportfolios ist notwendig, 

um eine realitätsnahe Vorstellung von den Ereignis- und Verlustverteilungen zu erhalten. 

Speziell die Modellierung der Replenishments und der begrenzten Zinsunterbeteiligung 

bedarf einer realistischen Gestaltung der Ausfallzeiten, der monatlichen Forderungen aus 

der begrenzten Zinsunterbeteiligung sowie das dafür vorhandene Zinseinkommen. Dazu 

sind neben den Nominalwerten und Ratings, die Restlaufzeiten, die Zahlungstermine sowie 

die Zins- und Tilgungszahlungen aller Schuldtitel des Referenzportfolios zu erfassen. 

411 Nominalwerte 
Auf Basis der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion setzte sich das Referenzportfolio am 

Abschlusstag des Krediteinkaufszeitraums667 (Ramp Up Period) entsprechend dem INFOR-

MATION MEMORANDUM668 sowie den NEW ISSUE REPORTS von FITCH669 und MOODY’s670 

aus Krediten an 2.916 verschiedene Schuldner zusammen.671 Alle Kredite wiesen zusam-

men ein Nominalvolumen (NV) i. H. v. 1 Mrd. EUR auf. Die Ausstattungsmerkmale der 

einzelnen Kredite sind weder dem INFORMATION MEMORANDUM noch den NEW ISSUE RE-

PORTS zu entnehmen. Deswegen muss in diesem Kapitel ein Modellportfolio konstruiert 

werden, das möglichst genau dem verfügbaren, stark komprimierten Informationsstand 

entspricht. Für die Nominalwerte im Referenzportfolio ist bekannt, dass diese zu den nach-

stehend angegebenen Nominalwertanteilen vier verschiedenen Größenklassen entstammen: 

In EUR 0 bis 1 Mio. 1 Mio. bis 3 Mio. 3 Mio. bis 5 Mio. 5 Mio. bis 10 Mio. 
Anteil am NV 48,78 % 29,61 % 13,68 % 7,92 % 

Tab. 4-1:  Nominalwertanteile am Referenzportfolio672 

Wird nun angenommen, dass die Nominalwerte der einzelnen Kredite gleichmäßig über 

die jeweiligen Größenklassen verteilt sind, ließe ein zufälliges Ziehen von Nominalwerten 

mit Hilfe der Gleichverteilung unter Berücksichtigung des Portfoliovolumens jedoch ledig-

lich eine Zahl von 1.168 Krediten erwarten: 

487,8 296,1 136,8 79,2 1.168
0.5 2 4 7,5

Mio Mio Mio Mio
Mio Mio Mio Mio

+ + + ≈ .673  

                                                           
667  Cut-Off Date: 30.3.2001. Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 8. 

Siehe auch die Auszüge aus dem INFORMATION MEMORANDUM in Anlage 21. 
668  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 67-70. 
669  Vgl. S. Bund et al. (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 4 f. (FITCH Report). 
670  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 3 (MOODY’S Report). 
671  Die Anzahl der Kredite ist bei einigen KfW-Transaktionen erheblich höher als die Anzahl der Schuldner. 

Die Kreditzahl eines einzelnen Schuldners wird zur Vermeidung von Klumpenrisiken durch die Rege-
lungen zur Schuldnerkonzentration (sog. „Debtor concentration thresholds“) nach oben begrenzt. Vgl. 
Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 61, Abschnitt 5, Abs. vii, Ziff. A-L. 

672  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 67. 
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Daraus ist zu schließen, dass eine verstärkte Präsenz von kleinen Nominalwerten in den 

einzelnen Größenklassen vorliegt. Nur so ist die hohe Kreditzahl von mind. 2.916 zu erklä-

ren. Die Gleichverteilung ist daher zur Ziehung von Nominalwerten geeignet zu ersetzen. 

Als sinnvolle Wahl erweist sich die Beta-Verteilung mit den beiden Parametern α und β. 

Sie ist ebenso wie die Gleichverteilung auf dem Intervall [0,1] definiert und enthält dar-

über hinaus für α=1 und β=1 die Gleichverteilung als Spezialfall.674 Eine Verringerung des 

Parameters α führt zu einer verstärkten Konzentration von Wahrscheinlichkeitsmasse im 

unteren Intervallbereich. Die Wahrscheinlichkeit für kleine Nominalwerte wächst. Eine 

gleichzeitige Erhöhung des Parameters β führt zu einem verstärkten Abzug von Wahr-

scheinlichkeitsmasse aus dem oberen Intervallbereich. Die Wahrscheinlichkeit für große 

Nominalwerte sinkt: 
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Abb. 4-2:  Gleichverteilung vs. Beta-Verteilung 

Mit Hilfe des Erwartungswertes einer Beta-verteilten Zufallsvariablen X, 

( )E X α
α β

=
+

, (4.1) 

wird für alle Größenklassen einheitlich eine Beta-Verteilung genau so angepasst, dass der 

Erwartungswert der Kreditanzahl dem Zielwert von 2.916 entspricht. Dazu wird ausgehend 

von α=1 und β=1 der Parameter α gleichmäßig verringert und der Parameter β gleichmä-

ßig erhöht bis gilt: 

( ) ( )
487,8 . 79,2 . 2.916

1 . 0,0003 . 0,0003 . 10 . 5 . 5 .

Mio Mio

Mio Mio Mio Mio Mio Mioα α
α β α β

+ + =
⋅ − + ⋅ − +

+ +

… .

  

                                                                                                                                                                                
673  Die Nenner enthalten die Erwartungswerte der Größenklassen unter der Gleichverteilungsannahme. 
674  Eine knappe Einführung zur Beta-Verteilung findet sich in G. Lehmann (2002), Statistik, S. 155-160. 
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Neben der gewünschten Kreditanzahl ist in der Berechnung zudem ein Mindestkreditbetrag 

von 300 EUR berücksichtigt.675 In Abb. 4-2 sind die resultierende Dichtefunktion der Beta-

Verteilung und die Dichtefunktion der Gleichverteilung gegenüberstellend abgetragen. Die 

ermittelten Parameter der Beta-Verteilung betragen α=0,4750 und β=2,1036. 

Mit Hilfe der Beta-Verteilung lassen sich Nominalwerte aus den einzelnen Größenklassen 

ziehen, was zu einem Modellportfolio mit folgender Nominalwertverteilung führt: 
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Abb. 4-3:  Nominalwerthäufigkeiten im Modellportfolio 

Die Tendenz zu kleinen Kreditbeträgen ist insbesondere in den beiden ersten Größenklas-

sen gut sichtbar. Zur besseren Übersicht sei zusätzlich die Anzahl der Kredite in den jewei-

ligen Größenklassen tabellarisch angegeben: 

In EUR 0 bis 1 Mio. 1 Mio. bis 3 Mio. 3 Mio. bis 5 Mio. 5 Mio. bis 10 Mio. 
Anzahl 2.643 220 40 13 

Tab. 4-2:  Anzahl der Kredite in den einzelnen Größenklassen im Modellportfolio 

Ein aussagekräftiges Charakteristikum der Nominalwertverteilung des Modellportfolios ist 

der durchschnittliche Kreditbetrag, welcher 342.901,20 EUR beträgt und folglich, ohne 

dass dieser als Zielgröße bei der Anpassung der Beta-Verteilung berücksichtigt wurde, 

beinahe genau dem im INFORMATION MEMORANDUM angegebenen durchschnittlichen Kre-

ditbetrag des Referenzportfolios in Höhe von 342.935,53 EUR entspricht.676 

                                                           
675  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 67. 
676  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 67. 
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412 Ratings 
Zur Qualität der Kredite im Referenzportfolio der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion 

finden sich im INFORMATION MEMORANDUM Angaben zur Verteilung des Nominalvolu-

mens auf einzelne Ratingklassen auf der Basis des DRESDNER Firmenkunden-Ratings (FK-

Rating).677 Das DRESDNER FK-Rating reicht von Stufe „1“ bis Stufe „8“, wobei die Stufe 

„1“ die höchste Kreditqualität repräsentiert. Das FK-Rating bringt eine quantitative und 

qualitative Einschätzung der Finanzlage, der Marktpositionierung, des Geschäftsumfeldes 

sowie der Qualität des Managements des Emittenten durch die DRESDNER BANK zum Aus-

druck. Nicht berücksichtigt werden Recovery Rates. Damit ist das DRESDNER FK-Rating 

von der Struktur her vergleichbar mit einem ausfallratenbasierten Rating.678 

Problematisch ist, dass keine Informationen bezüglich der historischen Ausfallraten für die 

DRESDNER FK-Ratingklassen verfügbar sind. Da im Rahmen des PROMISE-Programms der 

KfW Kredite an den deutschen Mittelstand verbrieft werden679, wird im Folgenden unter-

stellt, dass das Referenzportfolio der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion die Struktur ei-

nes typischen Mittelstandsportfolios aufweist. Auf der Basis ihrer Förderaktivitäten hat die 

KfW die folgende Bonitätsstruktur eines typischen Mittelstandsportfolios ermittelt:680 

Rating AAA AA A BBB BB B CCC 
Anteil 0,3 % 4,2 % 7,5 % 25,0 % 55,2 % 7,9 % 0,0 % 

Tab. 4-3:  Bonitätsstruktur eines typischen Mittelstandsportfolios 
Die Bonitätsstruktur eines Mittelstandsportfolios, basierend auf Analysen von ca. 3.000 Krediten mit internen 
Ratings unter Berücksichtigung von Kreditbesicherungen durch die KfW im Rahmen ihrer Fördertätigkeiten. 
Die Werte der Verteilung für die Ratingmodifikatoren wurden aggregiert. 

Die Untersuchung der KfW basiert auf einem breit diversifizierten Musterportfolio mit 

über 3.000 Krediten.681 Ebenso wie die Kredite der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion682 

trug keiner der Kredite ein externes Rating. Die Bonitätseinschätzungen basieren auf inter-

nen Ratings. Anders als beim DRESDNER FK-Rating wurden jedoch Kreditbesicherungen 

berücksichtigt. Damit sind die Ratings mit denen von MOODY’S und STANDARD & POOR’S 

vergleichbar.683 Approximativ wird daher die Bonitätsstruktur aus Tab. 4-3 mit dem histo-

                                                           
677  Vgl. hierzu und zum Folgenden Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 61, 

Abschnitt 5, Abs. iv u. S. 67. 
678  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 3 (MOODY’S Report). 
679  Vgl. Abschnitt 231. 
680  Die Bonitätsstruktur erschien in graphischer Form in G. Taistra, C. Tiskens und M. Schmidtchen (2001), 

Basel II vs. Mittelstandsportfolien, S. 515, Abb. 1. Für die Bereitstellung des dahinterliegenden Zahlen-
materials gilt Dr. G. TAISTRA besonderer Dank. 

681  Vgl. hierzu und zum Folgenden G. Taistra, C. Tiskens und M. Schmidtchen (2001), Basel II vs. Mit-
telstandsportfolien, S. 514. 

682  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 4 (MOODY’S Report). 
683  Vgl. J. Berblinger (1996), Moody’s Rating, S. 31 f., 52-56 u. 84 f.; Standard & Poor’s (2003), Corporate 

ratings criteria, S. 4, 7-10 u. 57 f. 
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rischen Datenmaterial der Ratingagenturen für die Ausfallraten und Ratingmigrationen 

verbunden.684 

Zur Modellierung der Kreditratings wird angenommen, dass die DRESDNER BANK die Kre-

dite zufällig aus ihrem Bestand ausgewählt hat. Diese Annahme erscheint insofern plausi-

bel, als nach derzeitig geltendem Aufsichtsrecht die Verbriefung von Krediten nur dann zu 

einer Eigenmittelentlastung führt, wenn u. a. die zu verbriefenden Forderungen innerhalb 

der vertraglich vereinbarten Auswahlkriterien nach dem Zufallsprinzip (Verbot des Cher-

ry-Picking) ausgewählt werden.685  

Auf der Basis der Kreditratings geben die Ratingagenturen ein in geeigneter Weise ge-

wichtetes Portfoliorating an. MOODY’S wies dem Referenzportfolio das Rating „Ba1/Ba2“ 

zu.686 FITCH erteilte die Note „BBB-/BB+“.687 

Die Methodik der Agenturen ist sehr ähnlich. Alle Ratings werden zunächst in Ratingfak-

toren (vgl. Tab. 4-4) transformiert und anschließend mit den Anteilen der Kredite am Ge-

samtexposure gewichtet. Die Summe ergibt das gewichtete Portfoliorating. Die Verwen-

dung von Ratingfaktoren ist zweierlei motiviert.688 Zum einen bedarf die Durchschnittsbe-

rechnung einer Überführung der Ratingsymbole in reelle Zahlen. Zum anderen kann im 

Rahmen der Überführung berücksichtigt werden, dass die mit den einzelnen Ratings ver-

bundenen historischen Verlustraten sich nicht proportional zueinander verhalten.689 

FITCH AAA AA A BBB BBB- BB+ BB B CCC 
Faktoren 1,3 2,3 5,0 14,0 20,0 37,0 43,5 52,2 100,0 
MPR                          ↑ (32,5) 
MOODY’S Aaa Aa A Baa2 Baa3 Ba1 Ba2 B C 
Faktoren 1 20 120 360 610 940 1.350 2.720 10.000 
MPR                                                           ↑ (1074) 

Tab. 4-4:  Ratingfaktoren von MOODY'S und FITCH sowie das Modellportfoliorating 690 

                                                           
684  Vgl. Tab. 3-2 sowie Anlage 16, Tab. A - 1 und Tab. A - 2. 
685  Die geltenden Regeln basieren auf einem Rundschreiben des BaFin (BaKred) vom April 1997. Vgl. 

BaKred: Behandlung von ABS, Rundschreiben 04/97, S. 1-3. Darin wird den Kreditinstituten die Mög-
lichkeit gegeben, durch die Verbriefung von Krediten im Rahmen von ABS-Transaktionen ihre Eigen-
mittel zu entlasten. Für die bankenaufsichtsrechtliche Anerkennung müssen folgende Voraussetzungen 
erfüllt sein: (1) Vollständiger Transfer des Adressenausfallrisikos, (2) Kein Cherry-Picking und (3) Kei-
ne Beeinträchtigung des Vertrauensverhältnisses zwischen dem Kreditinstitut und dem Kunden. Vgl. 
ausführlicher S. Jortzik und B. Müller (2002), Kreditrisikominderungstechniken und Kreditderivate, 
S. 17. Für die zukünftigen Reglungen nach Basel II siehe ebenda, S. 50-53. 

686  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 1 (MOODY’S Report). 
687  Vgl. S. Bund et al. (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 1 u. 4 (FITCH Report). 
688  Vgl. M. Schmidtchen und H. Krämer-Eis (2002), CDO-Ratings der Agenturen, S. 2. 
689  Vgl. Anlage 16. 
690  Vgl. P. Cogan et al. (2000), Rating criteria for CDOs, S. 6 (FITCH Report). 
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Die Ratingfaktoren von FITCH sind historisch motiviert und repräsentieren die Ausfallraten 

zur Zeit der Weltwirtschaftskrise im Jahr 1929.691 Durch die Multiplikation der Ratingfak-

toren mit den Einzelexposures erhält man die erwarteten Verluste der einzelnen Kredite 

unter dem Stressszenario von 1929. Wiedergewinnungsraten werden nicht angesetzt. Die 

Summation führt zum erwarteten Verlust des Gesamtportfolios. Durch die anschließende 

Division durch das Gesamtexposure ergibt sich die gestresste Ausfallrate für das Gesamt-

portfolio. Die gestresste Ausfallrate kann abschließend auf ein Ratingsymbol zurück trans-

formiert werden. Durch die Wahl der Ratingfaktoren werden Kredite geringer Bonität stär-

ker gewichtet als Kredite guter Bonität. Damit beeinflussen Kredite geringerer Bonität das 

Portfoliorating im Verhältnis zu ihrem Portfolioanteil überproportional.692 

Das auf diese Weise ermittelte Rating des Modellportfolios (MPR in Tab. 4-4) beträgt auf 

der Basis der Ratingfaktoren nach FITCH auf der kardinalen Skala 32,5 und liegt damit – 

wie im entsprechenden NEW ISSUE REPORT von FITCH angegeben – zwischen den beiden 

Ratings „BBB-„ und „BB+“. Auf der Basis der Ratingfaktoren nach MOODY’S beträgt das 

Rating des Modellportfolios 1.074 und liegt – ebenfalls wie im entsprechenden NEW ISSUE 

REPORT von MOODY’S angegeben – zwischen den beiden Ratings „Ba1“ und „Ba2“. Infol-

gedessen soll davon ausgegangen werden, dass die Bonitätsstruktur des Modellportfolios 

der Bonitätsstruktur des Referenzportfolios weitgehend entspricht. 

413 Restlaufzeiten 
Auch zu den Restlaufzeiten der Kredite stehen relativ wenige Informationen zur Verfü-

gung. Die kürzeste Restlaufzeit beträgt weniger als einen Monat. Die längste Restlaufzeit 

beträgt 60 Monate und entspricht damit der Restlaufzeit des Master-CDS, der Restlaufzeit 

der durch die KfW emittierten Certificates of Indebtedness, der CDSs sowie der durch die 

PROMISE-K 2001-1 PLC emittierten CLNs.693 Laut INFORMATION MEMORANDUM verteilen 

sich die Kredite auf folgende Restlaufzeitklassen: 

Restlaufzeit bis 12 13-24 25-36 37-48 49-60 Monate 
Anteil 25,60 % 21,34 % 19,42 % 17,59 % 16,05 % 

Tab. 4-5:  Verteilung der Restlaufzeiten im Referenzportfolio694 

                                                           
691  Vgl. M. Schmidtchen und H. Krämer-Eis (2002), CDO-Ratings der Agenturen, S. 3, Fn. 11. 
692  Vgl. P. Cogan et al. (2000), Rating criteria for CDOs, S. 6 (FITCH Report). 
693  Die Referenzportfolien einiger Transaktionen enthalten, abweichend hiervon, Kredite mit Restlaufzeiten, 

die über die der ABS-Struktur hinausgehen. Im Falle eines Credit Events werden zur Ermittlung der Ver-
lusthöhe jedoch nur diejenigen Zahlungen herangezogen, die vor dem Laufzeitende der ABS-Transaktion 
fällig gewesen wären. Diese Struktur ist insbesondere für statische Referenzportfolios wie das der PRO-
MISE-XXS-2003-1 PLC-Transaktion interessant. Vgl. T. Klotz, J. Lindner und M. Erickson (2003), Pro-
mise-XXS-2003-1 plc, S. 2 u. 5 f. (MOODY’S Report). 

694  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 67. 
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Die durchschnittliche Restlaufzeit (Weighted Average Life, WAL), gebildet aus den For-

derungsbeträgen695 (Outstanding Nominal Value, ONV), gewichtet mit den Restlaufzeiten, 

1
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i i
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i
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⋅
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∑

∑
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betrug am Abschlusstag des Krediteinkaufszeitraums 2,4 Jahre.696 Zwar kann sich die Ver-

teilung der Restlaufzeiten im Portfolio während der Restlaufzeit der Transaktion durch 

vorgenommene Replenishments verändern, die gewichtete Restlaufzeit des Referenzport-

folios darf jedoch den Wert von 2,5 Jahren nicht überschreiten.697 

Den Krediten im Modellportfolio wurden entsprechend der Verteilung aus Tab. 4-5 zufäl-

lig Restlaufzeiten zwischen einem und 60 Monaten zugeordnet. Die minimale Restlaufzeit 

im Modellportfolio beträgt ein Monat. Die maximale Restlaufzeit ist 60 Monate. Die ge-

wichtete Restlaufzeit des Modellportfolios beträgt 2,34 Jahre. Die Verteilungen der Rest-

laufzeiten im Referenzportfolio (RP) und Modellportfolio (MP), gemessen anhand der 

Nominalvolumina, lesen sich in vergleichender Gegenüberstellung wie folgt: 

Restlaufzeit bis 12 13-24 25-36 37-48 49-60 Monate 
Anteil (RP) 256 Mio. 213 Mio. 194 Mio. 176 Mio. 160 Mio. 
Anteil (MP) 240 Mio. 207 Mio. 206 Mio. 154 Mio. 193 Mio. 

Tab. 4-6:  Verteilung der Restlaufzeiten im Referenzportfolio (RP) und Modellportfolio (MP) 
in Nominalvolumina 

414 Kapitaldienst 
Weder das INFORMATION MEMORANDUM noch die NEW ISSUE REPORTS von FITCH und 

MOODY’s enthalten Angaben bezüglich der Zins- und Tilgungszahlungen des Referenz-

portfolios. Überraschend ist dies insofern, da zumindest die Tilgungsmodalitäten einen 

wesentlichen Einfluss auf die Verlustrisiken der CDOs haben. Die Zinszahlungen dürften 

mit Blick auf die begrenzte Zinsunterbeteiligung vorrangig für Investoren des FLPs von 

Interesse sein.698 Typischerweise gewährt die KfW im Rahmen ihrer Fördertätigkeiten Ab-

                                                           
695  Die ausstehenden Kreditbeträge im Zeitpunkt t0 werden im Rahmen der Modellierung mit den Nominal-

werten gleichgesetzt. 
696  Vgl. S. Bund et al. (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 4 f. (FITCH Report). 
697  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 63, Abschnitt 5, Abs. xi. Für den 

Fall, dass die kumulierten Kreditsicherheiten den Wert von 30 % des ausstehenden Portfolioforderungs-
betrags unterschreiten, darf die gewichtete Restlaufzeit nur maximal 1,75 Jahre betragen. Vgl. ebenda, 
S. 63, Abschnitt 5, Abs. ix. 

698  Da das FLP bei der der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion nicht mit ABS verbrieft wurde und folglich 
die ISP nicht im direkten Zusammenhang mit den emittierten ABS steht, bedarf es nicht notwendiger-
weise der Angaben über die Zinszahlungen aus dem Referenzportfolio. 
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zahlungs- bzw. Tilgungsdarlehen699 mit halbjährlicher Tilgungsleistung und vierteljährli-

cher Zinszahlung.700 Annuitätendarlehen werden seltener und nur für bestimmte Zwecke 

gewährt.701 Daher werden für die Kredite des Modellportfolios ebenfalls halbjährliche Til-

gungsleistungen und vierteljährliche Zinszahlungen angenommen. Die Zinssätze seien 

konstant702 und richten sich nach der Kreditwürdigkeit des Kreditnehmers. Da die genauen 

Zinskonditionen der Kredite des Referenzportfolios nicht vorliegen, einzelne Kredite be-

reits einige Jahre vor der Zusammenstellung des Referenzportfolios unter anderen Markt-

bedingungen vergeben worden sein könnten und zudem im Rahmen der Replenishments 

neue Kredite zu dann veränderten Marktkonditionen hinzukommen werden, sollen durch-

schnittliche, ratingabhängige Zinssätze verwendet werden. Als Indikatoren für die Höhe 

sollen von MERRILL LYNCH für den Euroraum ermittelte Corporate Bond-Indizes dienen: 

Rating AAA AA A BBB BB B 
Index ER10 ER20 ER30 ER40 HE10 HE20 
Durchschnitt 4,55 % 4,76 % 5,13 % 5,72 % 9,87 % 11,81 % 

Tab. 4-7:  Portfoliozinssätze 
BLOOMBERG-Symbole und Durchschnittswerte der täglichen Daten des Zeitraums vom 04.01.1999 bis 
21.12.2003 (5 Jahre) der verwendeten MERRILL LYNCH Corporate Bond-Indizes für den Euroraum. 

Die Indizes zeigen die geeignet gewichteten Durchschnittsrenditen von börslich gehandel-

ten Corporate Bonds des Euroraums mit entsprechender Ratingeinstufung. Das indikative 

Heranziehen von Durchschnittswerten dieser Indizes impliziert, dass (a) der verwendete 

Durchschnittsbildungszeitraum indikativ für die Laufzeit der betrachteten CDO-

Transaktion ist und (b) die Konditionen des Kreditmarktes sich nicht wesentlich von den 

Konditionen des Corporate Bond Marktes unterscheiden. Prämien für zusätzliche Risiken, 

z. B. Liquiditäts- oder Informationsrisiken, werden vernachlässigt. 

415 Recovery Rates 
Orientierung für die Modellierung der Recovery Rates bieten empirische Untersuchungen 

von ALTMAN & KISHORE703, MOODY’S704 sowie STANDARD & POOR’S705. Die Studien zei-
                                                           
699  Für die einzelnen Darlehensformen nach dem Kriterium der Tilgung siehe bspw. R. Zantow (2004), 

Finanzierung, S. 128-131. 
700  Vgl. P. Viala (2000), KfW’s PROMISE, S. 7 f. Üblicherweise werden zwei tilgungsfreie Anlaufjahre 

gewährt. Da ABS-Transaktionen jedoch auf regelmäßige Cash Flows angewiesen sind, ist davon auszu-
gehen, dass ausschließlich Kredite verbrieft wurden, bei denen eine etwaige Anlaufzeit vorüber ist. 

701  Annuitätendarlehen werden bspw. im Rahmen des KfW-Wohneigentumprogramms, des KfW-CO2-
Gebäudesanierungsprogramms und des KfW-Wohnraum-Modernisierungsprogramms gewährt. 

702  Die Zinssätze werden i. d. R. für zehn Jahre fixiert. Die gegenwärtigen Konditionen sind der im WWW 
bereitgestellten KfW-Konditionentabelle zu entnehmen: 

 http://www.kfw-formularsammlung.de/Konditionen/Konditionentabelle3.pdf (geladen am 12.08.2004). 
703  Vgl. E. Altman und V. Kishore (1996), Recoveries on defaulted bonds, S. 58. 
704  Vgl. D. Hamilton et al. (2003), Default & recovery rates, S. 20 f. (MOODY’S Studie). 
705  Vgl. K. VandeCastle, D. Keisman und R. Yang (2001), Insights into recoveries, S. 81-86; R. Bos (2003), 

Initial trading price: Poor recovery indicator, S. 63-66 (STANDARD & POOR’S Studien). 
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gen, dass – erwartungsgemäß – Recovery Rates maßgeblich von der Seniorität der Finanz-

titel innerhalb der Schuldtitelrangfolge bestimmt werden. Den Ergebnissen von STANDARD 

& POOR’S folgend, lagen die Werte der letzten 15 Jahre – durchschnittlich betrachtet – zwi-

schen 18,7 % (Junior Subordinated) und 81,6 % (Bank Debt).706 In den letzten fünf Jahren 

waren jedoch geringere Quoten zu beobachten. Sie lagen zwischen 2,5 % (Junior Subordi-

nated) und 74,3 % (Bank Debt). Senior Notes wiesen Werte zwischen 16,1 % und 47,2 % 

bei hohen Standardabweichungen von ca. 30 % auf: 

Studie MOODY’S707 STANDARD & POOR’S708 
Größe Mittelwert Volatilität Mittelwert Volatilität 
Bank Debt --- --- 74,3 % 31,4 % 

Senior Secured 53,80 % 26,86 % 47,2 % 36,9 % 
Senior Unsecured 51,13 % 25,45 % 31,8 % 33,7 % 

Senior Subordinated 38,52 % 23,81 % 16,1 % 26,7 % 
Subordinated 32,74 % 20,18 % 15,0 % 24,7 % 

N 
o 
t 
e 
s 

Junior Subordinated 17,09 % 10,90 %   2,5 %   4,1 % 
Tab. 4-8:  Mittelwerte und Standardabweichungen von Recovery Rates 

Alle Kredite des Referenzportfolios werden von den Agenturen als „unsubordinated“ klas-

sifiziert.709 Die Recovery Rates dürften daher im oberen Viertel der Bandbreite in Tab. 4-8 

zu finden sein. Die durchschnittliche Portfoliobesicherung wird mit 54 % des ausstehenden 

Portfolioforderungsbetrags angegeben.710 Dennoch sind vorsichtige bzw. vorsichtigere 

Modellierungsansätze geboten. Die DRESDNER BANK ordnet bei mehreren Schuldtiteln 

gegenüber einem einzelnen Schuldner nicht immer den einzelnen Krediten spezifische 

Kreditbesicherungen zu. Vielmehr legt die Bank die Kreditbesicherungen des jeweiligen 

Schuldners auf die einzelnen Schuldtitel um. Die damit einhergehenden zusätzlichen Unsi-

cherheiten sollten sich in konservativen Modellierungsannahmen niederschlagen. FITCH 

nimmt eine Recovery Rate von 50 % an.711 MOODY’S modellierte mit 35 % - 40 % sogar 

noch deutlich vorsichtiger.712 

Zu berücksichtigen ist ebenfalls, dass im Rahmen der Portfolioreplenishments die Qualität 

des Kollaterals abnehmen kann. Der minimal erlaubte durchschnittliche Wert der Sicher-

                                                           
706  Vgl. R. Bos (2003), Initial trading price: Poor recovery indicator, S. 64. 
707  Vgl. JPMorgan (1997), CM™ Technical Document, S. 78. Vgl. auch die Werte in L. Carty und D. Lie-

berman (1997), Historical default rates, S. 11 f. u. S. 15. 
708  Vgl. R. Bos (2003), Initial trading price: Poor recovery indicator, S. 66 (STANDARD & POOR’S Studie). 
709  Vgl. S. Bund et al. (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 5 (FITCH Report). 
710  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 5 (MOODY’S Report). 
711  Vgl. S. Bund et al. (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 5 (FITCH Report). 
712  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 5 (MOODY’S Report). 
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heiten wird dabei mit 30 % des Nominalvolumens beziffert.713 Für gewichtete Portfolio-

restlaufzeiten von weniger als 1,75 Jahren darf dieser Wert jedoch beliebig unterschritten 

werden.714 Gestützt wird der Grenzwert von 30 % allerdings durch die Tatsache, dass die 

minimale Kreditbesicherung auf Einzelkreditbasis am Abschlusstag des Krediteinkaufs-

zeitraums nicht weniger als 30 % betrug.715 

Sofern in dieser Arbeit durchschnittliche Recovery Rates Verwendung finden, wird ein 

pessimistisches Szenario mit einer durchschnittlichen Recovery Rate von 30 % und ein 

optimistisches Szenario mit einer durchschnittlichen Recovery Rate i. H. d. ausgewiesenen 

durchschnittlichen Portfoliobesicherung von 54 % angenommen. Auf einen einzelnen Kre-

dit bezogen, werden die durchschnittlichen Recovery Rates als deterministisch angesehen. 
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Abb. 4-4:  Recoveryverteilungen von Bonds und Loans 
Theoretische Recoveryverteilungen basierend auf empirisch ermittelten Erwartungswerten und Standardab-
weichungen gem. Tab. 4-8. Den empirisch ermittelten Erwartungswerten und Standardabweichungen wurden 
Beta-Verteilungen angepasst. 

Sollen die Recovery Rates stochastisch gestaltet werden, stellt sich die Frage nach empi-

risch belegten Recoveryverteilungen. Empirische Studien – insbesondere diejenigen der 

Ratingagenturen – geben jedoch lediglich Auskunft über historische Mittelwerte und Stan-

dardabweichungen, nicht jedoch über die Art der Verteilung. Da Recovery Rates Werte 

innerhalb des Bereichs [0,1] annehmen, wurde in der Literatur die Beta-Verteilung vorge-

schlagen.716 Sie lässt sich mit Hilfe des Mittelwertes und der Standardabweichung voll-
                                                           
713  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 63, Abschnitt 5, Abs. ix. 
714  Vgl. Abschnitt 413. 
715  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 5 (MOODY’S Report). 
716  Vgl. JPMorgan (1997), CM™ Technical Document, S. 80. 
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ständig beschreiben. In Abb. 4-4 sind Dichtefunktionen von entsprechenden Recoveryver-

teilungen graphisch abgetragen. Die Verteilungsparameter α und β wurden dabei auf der 

Basis der Erwartungswerte und Standardabweichungen aus Tab. 4-8 kalibriert: 

,µα
θ

=  (4.3) 

1 ,µβ
θ
−

=  (4.4) 

( )
2

2

:

.
1

mit
σθ

µ µ σ
=

− −
  

Es wird deutlich, dass in Abhängigkeit der Eingangsparameter die Form der Beta-

Verteilung stark variieren kann. Während die Mittelwerte und Standardabweichungen gem. 

den Untersuchungen von MOODY’S zu Verteilungen führen, die relativ wenig Wahrschein-

lichkeitsmasse den Randbereichen des Definitionsbereichs zuordnen (links), wirken die 

Dichtefunktionen, basierend auf den Mittelwerten und Standardabweichungen aus den Un-

tersuchungen von STANDARD & POOR’S, beinahe bimodal (rechts). Es befindet sich relativ 

viel Wahrscheinlichkeitsmasse in den Randbereichen des Definitionsbereichs und relativ 

wenig Wahrscheinlichkeitsmasse im mittleren Bereich. Ursache dafür sind die kreditklas-

senübergreifend höheren Standardabweichungen. Der bimodale Verteilungscharakter wirkt 

zunächst unplausibel, scheint jedoch in empirischen Studien – zumindest für Bankkredite – 

Bestätigung zu finden. Untersuchungen von ASARNOW & EDWARDS717 zeigen jedoch, dass 

dabei bedeutend mehr Wahrscheinlichkeitsmasse im Bereich der oberen zweistelligen Re-

covery Rates, verglichen mit dem Bereich der unteren einstelligen Recovery Rates, zu fin-

den ist, als es die Dichtefunktionen in Abb. 4-4 vermuten lassen. Trifft diese Beobachtung 

generell für senioritätsmäßig nicht nachgeordnete Kredite (unsubordinated) zu, dann ist 

dies eher mit den Dichtefunktionen nach MOODY’S vereinbar. 

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden, trotz aller Kritik an der Beta-Verteilung, Recovery 

Rates – sofern diese von stochastischer Natur sein sollen – mit einer Beta-Verteilung mo-

delliert. Der Erwartungswert beträgt dabei 30 %. Dadurch werden die resultierenden Er-

gebnisse mit denen auf der Basis der durchschnittlichen Recovery Rate von 30 % ver-

gleichbar. Die Standardabweichung soll wahlweise 10 %, 20 %, 30 % und 40 % betragen. 

Insbesondere für 40 % weist die Recoveryverteilung bimodale Charakteristika auf. 

                                                           
717  Vgl. E. Asarnow und D. Edwards (1995), Loss on defaulted bank loans, S. 11-23. 
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416 Replenishments 
Beim Referenzportfolio der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion handelt es sich um einen 

revolvierenden Pool. Während der Laufzeit der Transaktion können insbesondere teilweise 

oder vollständig amortisierte Kredite durch neue Kredite ersetzt werden, um somit das 

Portfolio aufzufüllen (engl.: to replenish).718 Nicht ersatzfähig sind ausgefallene Kredite.719 

Die Replenishments haben unter Einhaltung der „Eligibility Criteria“720 und „Replenish-

ment Conditions“721 mit dem Zweck zu erfolgen, zum Schutze der Investoren, der Portfo-

liodiversifikation, der Portfoliobonität sowie der Portfoliorestlaufzeit Stabilität zu verlei-

hen. Im Rahmen der Modellbetrachtung wird dies gewährleistet, indem im Falle einer vor-

zunehmenden Portfolioauffüllung, die notwendigen Kredite zufällig (gleichverteilt) aus 

dem ursprünglichen Modellportfolio unter Anpassung der Restlaufzeit722 gezogen wer-

den.723 Dabei wird stets sichergestellt, dass der ursprüngliche Portfolionominalbetrag ab-

züglich der eingetretenen und kumulierten Verluste ex post der Sicherheitsverwertungen 

(Recoveries) nicht überschritten wird. Da die Restlaufzeit des am längsten laufenden Kre-

dites nicht die Restlaufzeit der ABS-Transaktion überschreiten darf, sinkt im Zuge der 

fortschreitenden Transaktionslebensdauer die durchschnittliche Restlaufzeit. 

Es ist zu erwarten, dass die zusätzlich aufgenommenen Kreditrisiken die Ereignis- und 

Verlustverteilung erheblich beeinflussen. Zum Schutze der Investoren und zur Feinsteue-

rung der Lage und Form der Verlustverteilung kommen daher Replenishment-Trigger zum 

Einsatz. Zumeist werden mehrere ineinander greifende Trigger zur Berücksichtigung der 

zeitlichen Struktur des technisch-organisatorischen Prozesses der Kreditabwicklung defi-

niert.724 Wesentlich für die Modellbildung bleibt, dass mit Überschreitung einer bestimm-

ten Verlustgrenze, die Replenishments ausgesetzt werden. Im Rahmen dieses Modells fin-

den Replenishments statt, solange die kumulierten realisierten Verluste, ex post der Si-

cherheitsverwertungen, 1.2 % des ursprünglichen Portfolionominalwertes von 1 Mrd. Euro 

(=12 Mio. EUR) nicht überschreiten. 

                                                           
718  Vgl. S. Bund et al. (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 4 (FITCH Report). 
719  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 60, Abschnitt 5, Abs. i. 
720  Vgl. zu den “Eligibility Criteria” Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, 

S. 59 f., Abschnitt 4, Ziff. (a)-(v). 
721  Vgl. zu den “Replenishment Conditions” Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 

plc, S. 60-64., Abschnitt 5, Abs. i-xiii. 
722  Die Kredite beginnen erneut zu laufen. Maximal kann jedoch die neue Restlaufzeit der verbleibenden 

Restlaufzeit der ABS-Transaktion entsprechen. 
723  Aufgrund des Zufallsmoments ist es denkbar, dass einzelne Bedingungen für kurze Zeit verletzt sind. 

Um jedoch den Simulationsaufwand vertretbar zu halten, soll das in Kauf genommen werden. 
724  Insbesondere können replenishmenthindernde Tatbestände durch sog. „Late Recoveries“ geheilt werden. 

Die Replenishment-Trigger werden daher als „Suspension Events“ bezeichnet. Vgl. Dresdner Kleinwort 
Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 60 f., Abschnitt 5, Abs. i-iii und S. 28, Abschnitt 8.2. 
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417 Komplexitätsreduktion durch Bänderbildung 
Ähnlich der Vorgehensweise von CSFB bei der Formulierung von CreditRisk+™ werden 

die Kredite in Exposure-Bänder unterteilt.725 Ziel der Bänderbildung ist die Reduktion des 

Rechenaufwandes zur Ermittlung der Verlustverteilungen mit Hilfe der (wahrscheinlich-

keits)erzeugenden Funktionen. 

Für ein Referenzportfolio, bestehend aus 2.916 Krediten mit einem Portfolionominalvolu-

men von EUR 1 Mrd., ermöglicht erst die Bänderbildung eine semi-analytische Ermittlung 

der Verlustverteilung mit Hilfe der erzeugenden Funktion. Der Grund liegt in der außeror-

dentlich großen Anzahl von Koeffizienten, die im Rahmen der Ermittlung der erzeugenden 

Funktion zu berechnen wäre. Sind alle Verlustausprägungen durch geeignete Kreditkombi-

nationen erzielbar, beträgt deren Anzahl 1 Mrd. plus eins.726 

Zur Bildung der Bänder werden sämtliche Exposures als ganzzahlige Vielfache einer Ba-

siseinheit L ausgedrückt. Dazu werden alle Exposures durch die Basiseinheit dividiert und 

auf die nächste natürliche Zahl gerundet.727 Da das Portfolio Kredite mit sehr kleinen Ex-

posures enthält, ist im Rahmen der Rundung sicherzustellen, dass die Rundung nicht zum 

Wert null führt und der betroffene Kredit aus der Portfoliobetrachtung herausfällt: 

, max i
i L

DD
L

 =  ,1 
 

. (4.5) 

Infolgedessen wird der Wertebereich des Portfolioverlustes in Klassen der Größe L einge-

teilt. Verluste durch Ausfallereignisse werden den einzelnen Klassen zugeordnet. Die 

Klassen werden durch die Klassengrenzen repräsentiert. Die Nominalwerte der einzelnen 

Kredite werden somit durch ein gerundetes Vielfaches der Basiseinheit L, d. h. Di,L*L, er-

setzt. Dadurch wird die Zahl möglicher Ausfallausprägungen durch diverse Kreditkombi-

nationen reduziert und die Zahl der Koeffizienten der erzeugenden Funktion sinkt erheb-

lich. Die Rechnungen können auf der Basis der gerundeten Vielfachen mit anschließender 

Volumenadjustierung erfolgen. Die Anzahl der Potenzen der komplexitätsreduzierten er-

zeugenden Funktion ergibt sich aus der Summe aller gerundeten Vielfachen:728 

,1
N

i L
i

k D= +∑ . (4.6) 

                                                           
725  Vgl. CSFB(1997), CR+™ Technical Document, S. 35-38 (Appendix A). 
726  Der zusätzliche Koeffizient berücksichtigt die gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeit, d. h. die 

Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Verlust null beträgt. 
727  Vgl. M. Gordy (2000), Anatomy of credit risk models, S. 123. 
728  Dabei wird davon ausgegangen, dass alle Klassen mit positiver, von null verschiedener Wahrscheinlich-

keit Verluste enthalten. Ist dies nicht der Fall, ist die Anzahl der Koeffizienten entsprechend geringer. 
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Die Bänder- bzw. Klassenbildung stellt eine Approximation dar.729 Unter der Vorausset-

zung, dass das Referenzportfolio groß und die Klassengröße bezüglich des maximal mögli-

chen Verlustes sowie der durchschnittlichen Kredithöhe klein ist, dürften die Auswirkun-

gen auf die Verlustverteilung des Portfolios nicht signifikant sein. Für das CREDITRISK+™ 

Modell konnten analytische Studien diese These bestätigen.730 Insbesondere hatte die ge-

naue Wahl der Basiseinheit kaum einen Einfluss. Das hier betrachtete Referenzportfolio 

enthält jedoch sehr viele Kleinstkredite. Daher soll der Einfluss der Approximation anhand 

bedingter Verlustverteilungen für die Basiseinheiten EUR 12.000, 25.000, 50.000 und 

100.000 im Vergleich zu einer Punktsimulation ohne Diskretisierung untersucht werden. 

L 12.000 25.000 50.000 100.000 
Bänderzahl 198 124 77 46 
Max(Di,L)  763 366 183 92 
Koeffizientenzahl 83.610 40.453 20.617 10.848 
∑Di,L*L-∑Di EUR   3.408.000 EUR 11.400.000 EUR 30.900.000 EUR  84.800.000 
∑|Di,L*L-Di| EUR 10.996.202 EUR 24.778.934 EUR 55.684.576 EUR 130.221.414

Tab. 4-9:  Bändercharakteristika für das Referenzportfolio 

Die Charakteristika der Diskretisierungen sind in Tabelle Tab. 4-9 eingetragen. Neben der 

Anzahl der Bänder sowie der Koeffizientenzahl der erzeugenden Funktion sind auch die 

Auswirkungen der Approximation auf den Portfolionominalbetrag (4. Zeile) sowie auf die 

Einzelkreditnominalbeträge (5. Zeile) aufgeführt. Erwartungsgemäß steigen die Abwei-

chungen mit wachsender Klassengröße an. Die Größenordnungen der Abweichungen sind 

jedoch insbesondere für die Basisgrößen EUR 12.000 und EUR 25.000 unter Berücksichti-

gung der Größe des Referenzportfolios vernachlässigbar bzw. vertretbar gering. Die Zahl 

der Koeffizienten der erzeugenden Funktion nimmt mit der Zunahme der Klassengröße ab. 

Eine Verdoppelung der Basiseinheit führt näherungsweise zu einer Halbierung der Zahl 

der Koeffizienten. 

Die Auswirkung der Klassenbildung auf die (bedingte) Verlustverteilung ist in der Abb. 

4-5 erkennbar. Dazu wurden die verstetigten Wahrscheinlichkeitsfunktionen (Dichtefunk-

tionen) auf der Basis der erzeugenden Funktionen dem Histogramm aus der Simulation 

gegenübergestellt. Da mit zunehmender Klassengröße die gerundeten Vielfachen abneh-

men und somit das Referenzportfolio auf der Basis der gerundeten Vielfachen an Volumen 

einbüßt, wurden die Dichtefunktionen ähnlich der Vorgehensweise zur Anpassung von 

                                                           
729  Vgl. auch CSFB(1997), CR+™ Technical Document, S. 35 (Appendix A). 
730  Vgl. M. Gordy (2000), Anatomy of credit risk models, S. 140. 
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Klassenbreiten eines Histogramms731 entlang der Abszisse mit einem größenadjustierenden 

Faktor FL „gestreckt“ und entlang der Ordinate mit demselben Faktor732 „gestaucht“: 

,

N

i
i

L N

i L
i

D
F L

D
= ≈
∑

∑
. (4.7) 

Der größenadjustierende Faktor FL entspricht ungefähr der Basiseinheit L. Anders als bei 

einer Korrektur mit der Basiseinheit wird jedoch der Fehler bezüglich des Portfolionomi-

nalvolumens berücksichtigt (vgl. Tab. 4-9). 
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Abb. 4-5:  Auswirkung der Bänderbildung auf die bedingte Verlustverteilung 
Graphische Gegenüberstellung der bedingten Verlustverteilungen des Referenzportfolios für den Risikohori-
zont von 5 Jahren, ermittelt (a) durch eine Punktsimulation mit 105 Szenarien (Histogramm) und (b) mit Hilfe 
der erzeugenden Funktionen (Linien) für die Basiseinheiten EUR 12.000, 25.000, 50.000 und 100.000. Die 
Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom 
Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Der systematische Faktor Ψ und die Recovery Rate betragen null. 

Man erkennt deutlich, dass sich die Dichtefunktionen mit zunehmender Klassenbreite vom 

Histogramm entfernen. Während die Approximationsfehler für die Basiseinheiten EUR 

12.000 und EUR 25.000 als vernachlässigbar anzusehen sind, zeichnet sich ab, dass mit 

darüber hinaus gehenden Klassenbreiten die Approximationsfehler nicht im akzeptablen 

Bereich liegen. Daher wird in dieser Arbeit mit einer Klassenbreite von EUR 12.000 (Abb. 

4-5, durchgezogene Linie) gearbeitet. 

                                                           
731  Für eine anschauliche Darstellung zur Verstetigung von Verteilungen siehe J. Völker (2000), VaR-

Modelle, S. 80-83. 
732  Die Fläche unterhalb der Dichtefunktion wird somit nach der horizontalen Verzerrung wieder auf den 

Wert eins normiert. 
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42 Kreditrisikomessung mit Ereignisverteilungen 
421 Ereignisverteilungen ohne Portfolioreplenishments 
Die Ereignisverteilungen werden im Folgenden aus den bedingten erzeugenden Funktionen 

GNRP,t(z)|Ψ gem. (3.135) bzw. den Koeffizienten cNRP,t,j|Ψ gem. (3.140) des semi-

analytischen Modells abgeleitet. Zur Ermittlung der unbedingten erzeugenden Funktionen 

GNRP,t(z) bzw. der unbedingten Koeffizienten cNRP,t,j sind die bedingten erzeugenden Funk-

tionen gem. (3.136) bzw. die bedingten Koeffizienten gem. (3.142) über alle möglichen 

Ausprägungen des systematischen Faktors Ψ, gewichtet mit den Werten seiner Dichtefunk-

tion, zu integrieren. Die Integration erfolgt numerisch und ist daher approximativ. Es ist zu 

klären, mit welcher Genauigkeit die numerische Integration durchzuführen ist. Dabei muss 

zwischen dem Rechenaufwand und dem Approximationsfehler abgewogen werden: 
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Abb. 4-6:  Ereignisverteilung des Referenzportfolios im Licht der numerischen Integration 
Graphische Gegenüberstellung der unbedingten Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für den Risiko-
horizont von 5 Jahren ermittelt (a) mit Hilfe von 20 bedingten Ereignisverteilungen und (b) mit Hilfe von 50 
bedingten Ereignisverteilungen. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-
Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

Zur Klärung dieser Frage wurde die Ereignisverteilung für den Risikohorizont tH=5 auf der 

Basis der historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom 

Typ B) nach STANDARD & POOR’S für mehrere Genauigkeitsgrade ermittelt. Dazu wurde 

der Bereich [-5,5]733 des systematischen Risikofaktors in (a) 20, (b) 50, (c) 100 und (d) 300 

Teilabschnitte aufgeteilt. Während für 20 Teilabschnitte die Form der unbedingten Ereig-

nisverteilung noch von den Spitzen der bedingten Ereignisverteilungen geprägt ist (vgl. 

Abb. 4-6), erhält man für 50 Teilschritte bereits eine glatte Graphenstruktur. 
                                                           
733  Auf diesen Teil des Definitionsbereichs entfallen beinahe 100 % der Wahrscheinlichkeitsmasse der 

Standardnormalverteilung. 



217 

Zur Entscheidungsfindung kann als Grad der Verbesserung der Approximation die Summe 

der absoluten Differenzen zwischen den Koeffizienten der jeweiligen, im Genauigkeitsgrad 

variierenden erzeugenden Funktionen herangezogen werden. Beim Übergang von 20 auf 

50 Teilabschnitte ergab dies einen Differenzwert von ca. 0,26. Beim Übergang von 50 auf 

100 Teilabschnitte sank dieser auf ca. 1,7*10-3 und betrug nur noch ca. 1*10-7 beim Über-

gang auf 300 Teilschritte. Daher wird im Weiteren mit 100 Teilabschnitten gearbeitet. 

Anhand von Abb. 4-6 wird deutlich, dass kaum mehr als 500 der 2.916 Kredite des Refe-

renzportfolios ausfallen werden. Zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeit für dieses unwahr-

scheinliche Ereignis, sind schlicht die Koeffizienten der erzeugenden Funktion beginnend 

mit dem 502. Koeffizienten aufzuaddieren. Obwohl es grafisch den Anschein hat, dass alle 

Koeffizienten jenseits des 501. Koeffizienten null sind, werden ihnen bei der semi-

analytischen Modellierung tatsächlich von null verschiedene Werte zugewiesen. Erst der 

1932. Koeffizient trägt keine Wahrscheinlichkeitsmasse mehr. Die Wahrscheinlichkeit 

dafür, dass mehr als 500 Kredite ausfallen, beträgt 0,22%. 

Verlegt man den Analysezeitpunkt von ursprünglich tA=tH=5 vor734, muss bedeutend mehr 

Wahrscheinlichkeitsmasse auf den kleineren Kreditausfallzahlen liegen.735 Das Ausmaß 

der Veränderung der Ereignisverteilung bei kürzeren Analysehorizonten zeigt Abb. 4-7: 
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Abb. 4-7:  Ereignisverteilung des Referenzportfolios für alternative Analysezeitpunkte 
Graphische Gegenüberstellung der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für die Analysezeitpunkte 
von 1, 2, 3 und 5 Jahren. Die Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B. 

                                                           
734  Der Risikohorizont ist mit der Laufzeit der gesamten CDO-Transaktion verknüpft. 
735  Die Ausfallschranken müssen bzw. sollten nicht neu kalibriert werden. Vgl. Abschnitt 343. 
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Die Ereignisverteilungen können sowohl auf der Basis der Credit Curves vom Typ A736 als 

auch auf der Basis der Credit Curves vom Typ B und C737 ermittelt werden.738 Fraglich ist, 

inwieweit die Wahl der Methodik zur Berechnung der Credit Curve einen Einfluss auf die 

Lage und Form der Ereignisverteilung hat. Unterschiede in den Verteilungen sollen insbe-

sondere anhand der Erwartungswerte und anhand ausgewählter Quantile erörtert werden. 

Die Analysen sollen für unterschiedliche Analysehorizonte vorgenommen werden. 

Für den Analysehorizont von einem Jahr sind kaum Unterschiede festzustellen. Die Erwar-

tungswerte der Ereignisverteilungen liegen für alle Credit Curve Typen einheitlich bei 37 

Krediten.739 Auch in den Quantilen lassen sich nur unwesentliche Unterschiede feststellen. 

Das 1 % (5 %)-Quantil liegt für die Credit Curves vom Typ A bei 193 (111) Krediten, 

während für die Credit Curves vom Typ B und C die Werte bei 195 (113) und 194 (112) 

Krediten liegen. Als Zwischenfazit bleibt festzuhalten, dass für kurze Analysehorizonte, 

bspw. für den in der Kreditrisikomessung üblichen Analysehorizont von einem Jahr, die 

Wahl der Methode zur Ermittlung der Credit Curve nur unwesentlich die Ergebnisse beein-

flusst. 
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Abb. 4-8:  Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für alternative Credit Curves 
Graphische Gegenüberstellung der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für die Credit Curves vom 
Typ A, B und C nach STANDARD & POOR’S. Der Analysehorizont beträgt 5 Jahre. Die Rechnungen basieren 
auf dem semi-analytischen Modellansatz. 

                                                           
736  Credit Curves, basierend auf den historischen, durchschnittlichen, kumulativen Ausfallraten nach STAN-

DARD & POORS’S. Vgl. Anlage 16, Tab. A - 1. 
737  Cedit Curves, basierend auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres- bzw. T-Jahres-Migrations-

raten nach STANDARD & POORS’S. Vgl. Tab. 3-2. 
738  Vgl. Abschnitt 322. 
739  Typ A: 36,13; Typ B: 36,71 und Typ C: 36,68. 
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Merkliche Unterschiede sind hingegen beim Analysehorizont von fünf Jahren erkennbar. 

Dabei sind die Unterschiede in den Ereignisverteilungen auf der Basis der Credit Curves 

vom Typ A und C mit Blick auf die Art und Weise ihrer Konstruktion erwartungsgemäß 

geringer als diese im Vergleich zur Ereignisverteilung auf der Basis der Credit Curve vom 

Typ B ausfallen (vgl. Abb. 4-8). Die Konstruktion der Credit Curves vom Typ A und C 

erfolgte gerade so, dass – abgesehen von den Auswirkungen der unterschiedlichen empiri-

schen Datenbasis740 – die resultierenden Ausfallwahrscheinlichkeiten für ganzjährige Risi-

kohorizonte identisch ausfielen. Lediglich im unterjährigen Bereich führten beide Credit 

Curves zu (geringfügig) verschiedenen Ausfallwahrscheinlichkeiten. Die Ähnlichkeit der 

Konstruktion spiegelt sich in den Ereignisverteilungen wider. Die Erwartungswerte für die 

Typen A und C betragen 142 und 145 ausgefallene Kredite womit beide Werte dicht bei-

einander liegen. Der Erwartungswert für den Typ B beträgt dagegen nur 123 Kredite. Ein 

ähnliches Bild ergibt sich bei der Betrachtung ausgewählter Quantile. Die Quantilswerte 

für die Typen A und C liegen bei 431 (311) und 431 (313) Krediten während der Quan-

tilswert für den Typ B bei 392 (277) Krediten zu suchen ist. Die Ursache der Abweichun-

gen ist in den bereits oben festgestellten, mit zunehmendem Zeithorizont wachsenden La-

geabweichungen der Credit Curve Typen A und C einerseits sowie B anderseits zu se-

hen.741 Die Heterogenität des Referenzportfolios erlaubt darüber hinaus jedoch kaum wei-

terführende Aussagen zur Natur der Abweichungen. Es kann jedoch festgehalten werden, 

dass die Ereignisverteilungen auf der Basis der Credit Curve Typen A und C ein deutlich 

pessimistischeres Bild der Risikostruktur des Kreditportfolios zeichnen. Die pessimisti-

scheren Ergebnisse erscheinen plausibel wenn man berücksichtigt, dass der überwiegende 

Teil der Kredite ein „BB“-Rating trägt742. Die kalibrierten Ausfallschranken der Typen A 

und C für „BB“-geratete Kredite liegen mit den Werten KBB,Typ A=(-3,2372) und KBB,Typ 

C=(-3,2198) deutlich näher am Wert null als die kalibrierte Ausfallschranke des Typs B mit 

dem Wert KBB,Typ B=(-3,4535).743 Die Wahrscheinlichkeiten, dass die entsprechenden Abili-

ty-to-Pay-Prozesse die Ausfallschranken KBB,Typ A und KBB,Typ C erreichen, sind somit höher, 

als die Wahrscheinlichkeit, dass die Ausfallschranke KBB,Typ B durchschlagen wird. Mit der 

Dominanz der „BB“-gerateten Kredite folgt somit das pessimistischere Bild der Risiko-

struktur im Falle der Verwendung der Credit Curve-Typen A und C. 

                                                           
740  STANDARD & POOR’S verwendet unterschiedliche Kreditportfolios zur Ermittlung von kumulativen Aus-

fallraten und T-Jahres-Migrationsraten. Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, 
S. 19 (STANDARD & POOR’S Studie). Siehe auch die Ausführungen in Abschnitt 322. 

741  Vgl. zu Lösungsmöglichkeiten Abschnitt 322. 
742  Vgl. Tab. 4-3. 
743  Die Ausfallschranken vom Typ A und C liegen für den Investment-Grade- und oberen Speculative-

Grade-Bereich näher am Wert null. Vgl. Tab. 3-5. 
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Ein Element des vorgestellten Modellrahmens war die Berücksichtigung unterschiedlicher 

Restlaufzeiten im Referenzportfolio durch die Betrachtung der Ability-to-Pay-Prozesse 

über entsprechend kurze bzw. lange Zeiträume hinweg.744 Die Bedeutung unterschiedlicher 

Restlaufzeiten, insbesondere dann, wenn eine Vielzahl von Krediten vor dem Analysezeit-

punkt zu tilgen ist, wird in Abb. 4-9 deutlich. Darin sind die gemeinsamen Ereignisvertei-

lungen (a) auf der Basis der oben modellierten Restlaufzeitverteilung745 und (b) auf der 

Basis (naiver) homogener Restlaufzeiten für die beiden Analysezeitpunkte von einem Jahr 

und fünf Jahren zu sehen.746 Bereits beim 1-jährigen Analysehorizont wird deutlich, dass in 

einem Modell mit homogenen Restlaufzeiten die Wahrscheinlichkeiten für hohe Ausfall-

zahlen überschätzt werden. Ursache hierfür ist die Möglichkeit, dass extrem kurzlaufende 

Kredite modelltechnisch nach ihrem Fälligkeitszeitpunkt ausfallen. Da jedoch die durch-

schnittliche Restlaufzeit des Portfolios bei 2,34 Jahren liegt, sind nur relativ wenige Kredi-

te vor dem Analysezeitpunkt von einem Jahr fällig und beide Ereignisverteilungen liegen 

noch sehr nahe beieinander. Ein verändertes Bild ergibt sich für den 5-jährigen Analyseho-

rizont. Da fast alle Kredite vorzeitig fällig sind, werden die Wahrscheinlichkeiten für hohe 

Kreditausfallzahlen im Modell mit homogenen Restlaufzeiten beträchtlich überschätzt: 
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Abb. 4-9:  Laufzeiteffekt auf die Ereignisverteilung 
Graphische Gegenüberstellung der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios der Analysezeitpunkte von 1 
Jahr und 5 Jahren für inhomogene und homogene Restlaufzeiten. Im Falle homogener Restlaufzeiten entspre-
chen diese mindestens dem Analysehorizont. Die Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B. 

                                                           
744  Vgl. Abschnitt 354. 
745  Vgl. Abschnitt 413. 
746  Im Falle des 5-jährigen Analysezeitpunkts wurden die homogenen Restlaufzeiten auf fünf Jahre gesetzt. 

Im Falle des 1-jährigen Analysezeitpunkts ist es letztlich unerheblich, ob die homogenen Restlaufzeiten 
den Wert eins oder fünf annehmen. 
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Der vorgestellte Modellrahmen ermöglicht die Einbeziehung unterschiedlicher Kreditra-

tings und ratingabhängiger Faktorsensitivitäten. Eine Reduktion der Modellkomplexität 

könnte durch eine Homogenisierung des Referenzportfolios versucht werden. Neben der 

bereits angesprochenen Restlaufzeitproblematik, stellt sich die Frage nach den zu verwen-

denden Kreditratings und den etwaigen Auswirkungen auf die Ereignisverteilungen. In 

Abb. 4-10 sind zum Vergleich die Ereignisverteilungen (a) auf der Basis der oben model-

lierten Ratingverteilung747 und (b) auf der Basis des durchschnittlichen Portfolioratings 

nach FITCH (BBB-/BB+) / MOODY’S (Ba1/Ba2)748 zu sehen. Da kein eindeutiges Rating 

und folglich keine einzelne Credit Curve zugeordnet werden kann, wird konservativ ver-

fahren und ein homogenes Rating von „BB“ mit der zugehörigen Faktorsensitivität von 

ρBB=17,75 %749 angenommen. 

Tatsächlich sind die Ereignisverteilungen einander sehr ähnlich. Die beobachtbaren Ver-

zerrungen zu Gunsten höherer Ausfallzahlen im Falle der homogenen Ratings sind begüns-

tigt durch die konservative Wahl des Portfolioratings, womit die Schwierigkeiten beim 

Prozess der Homogenisierung offenkundig werden. 
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Abb. 4-10:  Ratingeffekt auf die Ereignisverteilung 
Graphische Gegenüberstellung der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios der Analysezeitpunkte von 1 
Jahr und 5 Jahren für inhomogene und homogene Kreditratings. Im Falle homogener Kreditratings entspre-
chen diese dem durchschnittlichen Portfoliorating „BB“. Die zugehörige (uniforme) Faktorsensitivität beträgt 
ρBB=17,75 %. Die Rechnungen basieren auf den Credit Curves vom Typ B. 

                                                           
747  Vgl. Abschnitt 412. 
748  Vgl. Tab. 4-4. 
749  Vgl. Tab. 3-6. 
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Abschließend soll der vorgestellte (semi-)analytische Modellrahmen erneut750 – jedoch 

diesmal auf der Basis des hier betrachteten Referenzportfolios – mit dem ebenfalls analy-

tisch und faktorbezogenen Modellrahmen zur NEUEN BASLER EIGENKAPITALVERORDNUNG 

(Basel II) verglichen werden. Da der Modellrahmen nach Basel II von einem homogenen, 

unendlich granularen Portfolio ausgeht, sind homogene Ausfallwahrscheinlichkeiten 

pi=pj=p, homogene Restlaufzeiten Ti=Tj=T, homogene Kreditratings Ri=Rj=R und homo-

gene Faktorsensitivitäten ρi=ρj=ρR vorzugeben.751 

Erneut könnte einwendend vorgebracht werden, dass hier kein unendlich granulares Refe-

renzportfolio vorliege und ein solches auch nicht existiere. Da jedoch die (Ereignis-)Ver-

teilung in Form des Ausfallanteils Nt/N im Basler Modellrahmen bereits ab wenigen hun-

dert Krediten hinreichend genau durch die relativ einfache, analytische Modellformulie-

rung 

( ) ( ) ( )( )1 1
,

1 1 0, ,
tN N SN R SN SN R t t

R

F x F F x F p für N Nρ
ρ

− −
 

= − ⋅ − =  
 

… . (4.8) 

approximiert werden kann und das hier betrachtete Referenzportfolio 2.916 Kredite um-

fasst, soll das Basler Modell zur Approximation der Ereignisverteilung als hinreichend 

genau angesehen werden.752 

Fraglich bleibt die Behandlung der Heterogenität des Referenzportfolios. Die Heterogenität 

erstreckt sich dabei auf die Restlaufzeiten und die Kreditratings. Die Parametrisierung des 

Modells gem. (4.8) erfordert eine „Homogenisierung“ aller Kredite des Referenzportfolios. 

Als homogenes Kreditrating R soll das gewichtete Portfoliorating „BB“ herangezogen 

werden.753 Damit wird allen Krediten ein und dieselbe Credit Curve zur Ermittlung zeitab-

hängiger Ausfallwahrscheinlichkeiten zugeordnet. Da Ratings auf einer ordinalen Skala 

abgetragen werden, birgt dies die Gefahr, dass die gewählte Credit Curve mit Blick auf die 

Portfolioqualität zu pessimistisch oder zu optimistisch ist. Mit einem Portfolioratingfaktor 

                                                           
750  Vgl. die Ausführungen in Abschnitt 394 zum Modellvergleich bei homogenen Kreditportfolios. 
751  Vgl. grundlegend zur Methodik des Basler Modells H. Rau-Bredow (2001), Kreditrisikomodellierung im 

Neuen Basler Accord, S. 1004; T. Wilde (2001), IRB approach explained, S. 87-89; M. Wilkens, 
O. Entrop und H. Scholz (2002), Analyse des IRB-Ansatzes, S. 142 f. Aufgrund der mehrfachen Überar-
beitung der Basler Vorschläge im Rahmen des Konsultationsprozesses kann es vorkommen, dass einzel-
ne Details – insbesondere die Parametrisierungen – in den zitierten Aufsätzen nicht mehr den aktuellen 
Gegebenheiten entsprechen. Die Ergebnisse des Konsultationsprozesses können dem abschliessenden 
und zusammenfassenden Basler Papier entnommen werden. Vgl. BCBS (2004), Basel II, Abs. 270-386. 
Siehe auch H. Schulte-Mattler und T. Manns (2004), Kreditkosten des Mittelstandes, S. 376-378. 

752  Für die Herleitung siehe P. Schönbucher (2000), Factor models, S. 11 f. 
753  Vgl. Abschnitt 412. 
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von 32,5 (FITCH) bzw. von 1074 (MOODY’S) scheint die getroffene Wahl im vorliegenden 

Fall pessimistisch.754 Zur Ermittlung der homogenen Ausfallwahrscheinlichkeiten pR,t ist 

zu klären, mit welcher Restlaufzeit gearbeitet werden soll. Den jeweiligen Analysezeit-

punkt tA als Restlaufzeit zu verwenden, ist mit Blick auf den Restlaufzeiteffekt (vgl. Abb. 

4-9) zu hinterfragen. Sinnvoll erscheint vielmehr die Verwendung der durchschnittlichen, 

nominalwertgewichteten Portfoliorestlaufzeit von 2,34 Jahren. Allerdings ist es mehr als 

fraglich, bei Analysezeitpunkten tA mit tA<2,34 die Ausfallwahrscheinlichkeiten pR,t auf 

der Basis von t=2,34 zu kalibrieren. Die Ausfallwahrscheinlichkeiten würden signifikant 

zu hoch ausfallen. Ausschließlich in diesen Fällen soll auf den jeweiligen Analysezeitpunkt 

tA als durchschnittliche Restlaufzeit zurückgegriffen werden. Im Falle von tA=1 wird dem-

zufolge die uniforme Ausfallwahrscheinlichkeit pBB,1=1,50 % verwendet. Als Basis dienen 

dabei die historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten, respektive die boni-

tätsentsprechende Credit Curve vom Typ B, nach STANDARD & POOR’S. Soll hingegen der 

Risikohorizont betrachtet werden, d. h. tA=tH=5, dann findet der Wert pBB,2.34=4,57 % als 

uniforme Ausfallwahrscheinlichkeit Anwendung. Die ratingabhängige Faktorsensitivität 

wird auf der Basis der einjährigen Ausfallwahrscheinlichkeit pBB,1=1,50 % ermittelt und 

beträgt ρBB=17,75 %.755 
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Abb. 4-11:  Modellvergleich mit Basel II 
Graphischer Vergleich der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios mit dem Modellansatz nach Basel II 
für die Risikohorizonte von 1 Jahr und 5 Jahren. Für das Modell nach Basel II wurde das durchschnittliche 
Portfoliorating „BB“ zugrunde gelegt. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-
Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

                                                           
754  Vgl. Tab. 4-4. 
755  Vgl. Tab. 3-6. 
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In Abb. 4-11 sind zum Vergleich die Ereignisverteilungen (a) auf der Basis des vorgestell-

ten Modellrahmens und (b) auf der Basis von (4.8) zu sehen. Für den Analysezeitpunkt von 

einem Jahr liegen beide Ereignisverteilungen (durchgezogene und kurz-gestrichelte Linien) 

noch dicht beieinander. Ein Vergleich mit Abb. 4-9 und Abb. 4-10 i. V. m. der obigen Dis-

kussion legt nahe, dass die Differenz weniger auf die unterschiedliche Behandlung der 

Restlaufzeiten als vielmehr auf die Schwierigkeiten bei der Homogenisierung der Ratings 

zurückzuführen ist. Das Basler Modell liefert, begünstigt durch die konservative Wahl des 

gewichteten Portfolioratings, höhere Wahrscheinlichkeiten für extreme Ausfallszenarien. 

Damit verbunden fallen sowohl die Quantile als auch die Erwartungswerte höher aus. Für 

den Analysezeitpunkt von fünf Jahren verschärfen sich jedoch die Abweichungen in be-

achtlichem Umfang. Die Ereignisverteilung auf der Basis des vorgestellten Modells (ge-

punktete Linie) weicht erheblich von der des Modells gem. (4.8) (gemischt gepunktete und 

gestrichelte Linie) ab. Wiederum weist das Modell nach Basel II höhere Quantile und Er-

wartungswerte auf. Die Differenzen können erneut mit Blick auf Abb. 4-10 zu großen Tei-

len auf die Homogenisierung der Ratings zurückgeführt werden, wobei sich die Auswir-

kungen mit dem wachsenden Analysezeitpunkt verstärken. Die Wirkungsrichtung der Ho-

mogenisierung der Restlaufzeiten lässt sich nur schwer abschätzen. Insbesondere erman-

gelt es einer ökonomischen Interpretation des Durchschnittswertes.756 

Ein direkter Vergleich der beiden Modellansätze unter Ausschaltung der Einflüsse der un-

terschiedlichen Behandlung der Kreditportfolioinhomogenität kann erreicht werden, wenn 

das semi-analytische Modell auf das homogenisierte Kreditportfolio angewendet wird. 

Insbesondere wird dadurch eine u. U. konservative Wahl der Credit Curve auf den semi-

analytischen Modellansatz übertragen. Das Resultat (lang-gestrichelte Linie) zeigt, dass in 

diesem Fall beide Modellansätze einander weitgehend entsprechen. Die verbleibenden Un-

terschiede sind auf die verschiedenen, modellinhärenten, multidimensionalen Abhängig-

keitsstrukturen hinsichtlich der Ausfallereignisse zurückzuführen. 

Der Einfluss der Wahl der Credit Curve auf die Ereignisverteilung im Rahmen der Homo-

genisierung wird anhand der Abb. 4-12 deutlich. Darin wurden neben der Ereignisvertei-

lung des homogenisierten Portfolios auf der Basis der Credit Curve für „BB“-geratete Kre-

dite zusätzlich die Ereignisverteilungen für homogenisierte Portfolios unter Verwendung 

der jeweils nächst besseren und nächst schlechteren Credit Curve abgetragen.757 Die Zu-

                                                           
756  Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 394. 
757  Mit der Verwendung alternativer Credit Curves ändern sich sowohl die verwendeten Ausfallwahrschein-

lichkeiten als auch die verwendeten Faktorsensitivitäten. 
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ordnung einer alternativen Credit Curve zum Referenzportfolio hat demnach erhebliche 

Lage- und Formveränderungen der Ereignisverteilung zur Folge. Eine graduelle Änderung 

der Verteilung, ausgehend von derjenigen zugehörig zur Credit Curve „BBB“ über diejeni-

ge zugehörig zur Credit Curve „BB“ hin zu derjenigen zugehörig zur Credit Curve „B“, 

kann – sofern eine entsprechende Änderung der Ratingverteilung vorliegt – nur durch ein 

Modell nachvollzogen werden, welches heterogene Strukturen abbilden kann. Zum Ver-

gleich wurde in Analogie zur Abb. 4-11 die Ereignisverteilung unter Berücksichtigung der 

Heterogenität des Referenzportfolios, insbesondere der Heterogenität der Ratingstruktur, 

abgetragen (durchgezogene Linie). Dadurch lässt sich neben der Tatsache, dass die Ereig-

nisverteilung des heterogenen Referenzportfolios relativ nahe an der Ereignisverteilung des 

homogenisierten Referenzportfolios unter Verwendung der Credit Curve für „BB“-geratete 

Kredite liegt, das Ausmaß der Auswirkungen der Homogenisierungsmaßnahmen durch 

Vergleich der Lage und Form der verschiedenen Ereignisverteilungen erkennen. 
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Abb. 4-12:  Modellvergleich bei homogenisierten Portfolios 
Graphischer Vergleich der Ereignisverteilungen für heterogene und homogenisierte Referenzportfolios. Im 
Falle der homogenisierten Referenzportfolios wurden diesen verschiedene Credit Curves zugeordnet. Der 
Risikohorizont beträgt 5 Jahre. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-
Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

Als Fazit bleibt festzuhalten, dass einfache Modellansätze für homogene Portfolios die 

Modellierung von Ereignisverteilungen heterogener Portfolios insbesondere für längerfris-

tige Risikohorizonte unter Berücksichtigung von Homogenisierungsmaßnahmen unzurei-

chend sind. Als wesentliche Ursache ist im Gegensatz zum vorgestellten Modellrahmen die 

fehlende Möglichkeit, heterogene Strukturen innerhalb des Portfolios hinreichend genau zu 

erfassen. 
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422 Ereignisverteilungen mit Portfolioreplenishments 
Die Ermittlung der Ereignisverteilungen mit Portfolioreplenishments erfolgt, anders als im 

vorherigen Abschnitt, nicht auf der Basis des semi-analytischen Modellansatzes, sondern 

auf der Basis der Simulation der einzelnen Ability-to-Pay-Prozesse aufgrund der Bedeu-

tung der zeitlichen Struktur der Ausfälle für den Umfang der Replenishments.758 Während 

abgelaufene und teilamortisierte Kredite ersetzt werden, gilt dies grundsätzlich nicht für 

ausgefallene Kredite. Lediglich der wiedergewonnene Anteil wird aufgefüllt. 
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Abb. 4-13:  Effekt der Replenishments auf die Ereignisverteilung von Bonds 
Vergleich der Ereignisverteilung des Referenzportfolios mit und ohne Replenishments. Die Kredite sind 
endfällig (Bonds). Der Analysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die Recovery Rate 
beträgt 0 %. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B bei 250.000 Simulationsschritten und 
erfolgt ohne Replenishment-Trigger. 

Damit haben bei Berücksichtigung von Replenishments sowohl die Tilgungszahlungen als 

auch die Recovery Rates einen Einfluss auf die Ereignisverteilungen. Abb. 4-13 zeigt das 

Ausmaß des Einflusses der Replenishments im Falle endfälliger Kredite (Bonds). Dazu 

wurde die Ereignisverteilung auf der Basis des semi-analytischen Modells (gestrichelte 

Linie) der Ereignisverteilung mit Portfolioreplenishments für eine Recovery Rate von 0 % 

auf der Basis der Pfadsimulation (Histogramm) gegenübergestellt. Durch die im Rahmen 

der Replenishments zusätzlich aufgenommenen Kredite steigt die erwartete Ausfallzahl 

von ca. 123 auf ca. 170 Titel. Noch deutlicher spiegelt sich der Replenishmenteffekt in den 

(1 %-)Quantilen wider. Eine leichte Intensivierung erfährt der Replenishmenteffekt durch 

wachsende Recovery Rates. Da der wiedergewonnene Teil einer ausgefallenen Forderung 

                                                           
758  Vgl. zur Implementierung des Modellansatzes im Rahmen einer zeitraumbezogenen Monte Carlo Simu-

lation Abschnitt 382. 
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durch neue Kredite ersetzt wird, steigt mit wachsender Recovery Rate durchschnittlich die 

Anzahl der neu in das Portfolio aufgenommenen Titel und somit die erwartete Ausfallzahl. 

Während bei einer Recovery Rate von 0 % durchschnittlich 5.060 Kredite neu aufgenom-

men wurden, waren es bei einer Recovery Rate von 30 % bereits 5.154 Kredite und 5.230 

Kredite bei einer Recovery Rate von 54 %. Die erwarteten Kreditausfallzahlen steigen 

dementsprechend leicht von ca. 170 auf 171 bzw. 172 Titel an. 
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Abb. 4-14:  Effekt der Replenishments auf die Ereignisverteilung von Loans 
Vergleich der Ereignisverteilung des Referenzportfolios mit und ohne Replenishments. Die Kredite sind 
Abzahlungsdarlehen (Loans). Der Analysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die Reco-
very Rate beträgt 0 %. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B bei 250.000 Simulations-
schritten und erfolgt ohne Replenishment-Trigger. 

Abb. 4-14 zeigt das Ausmaß des Einflusses der Replenishments auf das Referenzportfolio 

im Falle von Abzahlungsdarlehen (Loans). Wurden im Falle der Bonds durch die Reple-

nishmentmaßnahmen bei einer Recovery Rate von 0 % durchschnittlich 5.060 Kredite neu 

aufgenommen, sind es im Falle der Loans durch den zusätzlichen Ersatz teilamortisierter 

Kredite durchschnittlich 8.500 Kredite. Die erwartete Anzahl ausgefallener Kredite steigt 

damit einhergehend von 170 Krediten auf 218 Kredite. Steigende Recovery Rates bedeuten 

ebenso wie bei den Bonds auch bei den Loans tendenziell steigende Kreditausfallzahlen. 

Der Recovery-Effekt erweist sich jedoch bei den Loans als schwächer, da die Recovery 

Rate sich lediglich auf den noch nicht amortisierten Teil des Kredits bezieht. Dieser Teil 

sinkt mit zunehmender Überlebensdauer.759 Das Replenishment der Wiedergewinnung von 

54 % führt durchschnittlich lediglich zu zwei zusätzlichen Kreditausfällen (vgl. Tab. 4-10). 

                                                           
759  Für die entsprechenden Auswirkungen auf die Verlustverteilungen siehe die Abschnitte 432 und 4322. 
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In Abb. 4-15 wird die Analyse um einen Replenishment-Trigger i. H. v. 12 Mio. EUR er-

weitert. Der Trigger bewirkt, dass die Replenishmentmaßnahmen beim Erreichen der Ver-

lustgrenze von 12 Mio. EUR sofort eingestellt werden. Dadurch sollen Investoren vor der 

Aufnahme neuer Kreditrisiken in das Portfolio geschützt werden. Tendenziell bewirkt die 

Einführung eines Replenishment-Triggers ceteris paribus niedrigere Kreditausfallzahlen: 
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Abb. 4-15:  Effekt des Replenishment-Triggers auf die Ereignisverteilung von Loans 
Vergleich der Ereignisverteilung des Referenzportfolios mit und ohne Replenishment-Trigger. Die Kredite 
sind Abzahlungsdarlehen (Loans). Der Analysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die 
Recovery Rate beträgt 0 %. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B bei 250.000 Simulati-
onsschritten. Der Replenishment-Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 

Die entsprechende Ereignisverteilung wurde im Vergleich zur graphischen Darstellung der 

Abb. 4-14 neu hinzugefügt (gepunktete Linie).760 Der Erwartungswert mit Replenishments 

sinkt durch den Trigger um fast 17 %. Das 1%-Quantil fällt sogar um ca. 20 % (vgl. auch 

Tab. 4-10). Die Replenishmentmaßnahmen werden folglich durch den Trigger in erhebli-

chem Maße berührt. Interessanterweise wird deutlich, dass trotz der geringen Höhe des 

Triggers im Vergleich zum Nominalvolumen des Referenzportfolios (1 Mrd. EUR) die 

resultierende Ereignisverteilung sich dennoch deutlich von der Ereignisverteilung ohne 

Replenishmentmaßnahmen unterscheidet (gestrichelte Linie). 

Die Betrachtung der Lage und Form der Ereignisverteilung mit Replenishment-Trigger 

zeigt, dass diese genau zwischen derjenigen ohne Replenishmentmaßnahmen und derjeni-

gen mit Replenishments, aber ohne Trigger eingezeichnet ist. Eine sinkende Höhe des 

Triggers muss zu einer zunehmend schmaleren Verteilung führen bis diese vollständig der 

                                                           
760  Die Histogramme in Abb. 4-15 wurden aus Gründen der Übersichtlichkeit lediglich angedeutet. 
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Verteilung ohne Replenishments entspricht. Replenishmentmaßnahmen wären in diesem 

Fall faktisch untersagt. Umgekehrt muss eine wachsende Höhe der kritischen Verlustgren-

ze zu einer zunehmend breiteren Verteilung führen bis diese vollständig der Verteilung 

ohne Trigger entspricht. Die Wirkung des Triggers verschwindet. Damit eignen sich 

Replenishment-Trigger zur risikotechnischen Feinsteuerung von CDO-Strukturen. 

Fraglich ist, bis zu welcher Höhe ein Trigger einen nennenswerten Einfluss auf die Ereig-

nisverteilung ausübt. Tatsächlich führt bereits eine Verdoppelung des Triggers auf 24 Mio. 

EUR dazu, dass dieser kaum noch eine nennenswerte Wirkung entfaltet.761 Die resultieren-

de Verteilung liegt dicht bei derjenigen ohne Trigger. Somit sind Replenishment-Trigger 

im Vergleich zur Höhe des Nominalvolumens des Referenzportfolios stets klein zu wählen. 

Recovery Rates 0 % 30 % 54 % 
Ohne Replenishments 123,44 392 123,44 392 123,44 392 
Mit Replenishments, Trigger = 12’’ 181,99 526 192,50 544 204,02 571 
Mit Replenishments, Trigger = 24’’ 201,41 562 209,49 584 216,56 621 
Mit Replenishments, Ohne Trigger 218,18 662 219,68 672 220,16 679 

Tab. 4-10:  Erwartungswerte und 1%-Quantile der Ereignisverteilung des Referenzportfoli-
os mit Replenishments und Replenishment-Trigger im Vergleich 

Vergleich der Erwartungswerte und 1%-Quantile für alternative Recovery Rates bei unterschiedlichen 
Replenishment-Triggern. Die Kredite stellen Abzahlungsdarlehen dar (Loans). Der Analysezeitpunkt ent-
spricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B bei 
250.000 Simulationsschritten. 

Anhand von Tab. 4-10 wird deutlich, dass die Höhe des Replenishment-Triggers den Ein-

fluss der Recovery Rate auf die Form und Lage der Verteilung bestimmt. Am Beispiel der 

erwarteten Kreditausfallzahlen verdeutlicht, sind diese ohne Replenishmentmaßnahmen 

unabhängig vom wiedergewonnenen Kreditanteil. Demgegenüber ist bei einem Trigger 

von 12 Mio. EUR ein Wachstum von ca. 12,1 % zu verzeichnen. Mit zunehmendem Trig-

ger sinkt die Wachstumsrate wieder. Bei 24 Mio. EUR beträgt sie noch 7,5 %. Steht den 

Replenishments kein Trigger entgegen, ist ein Anstieg der erwarteten Kreditausfallzahlen 

zwar beobachtbar, jedoch findet dieser auf einem äußerst geringen Niveau statt. 

Wie ist diese Abhängigkeit zu begründen? Sind keine Replenishments zugelassen, können 

keine zusätzlichen Kreditrisiken in das Referenzportfolio aufgenommen werden. Dadurch 

können keine zusätzlichen Kreditereignisse auftreten. Die Ereignisverteilung ist konstant. 

Mit positivem, jedoch kleinem Trigger können dem Referenzportfolio zusätzliche Kreditri-

siken hinzugefügt werden. Die Anzahl der Ausfallereignisse steigt tendenziell an (Bewe-
                                                           
761  Bei einem Trigger von 24 Mio. EUR liegt der Erwartungswert bereits wieder über 200 Kreditausfällen. 

Vergleiche auch die Kurvenverläufe in Abb. 4-16. 
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gung entlang der Graphen in Abb. 4-16). Allerdings sind die Möglichkeiten der Aufnahme 

neuer Kredite durch die niedrige Wahl des Triggers äußerst begrenzt. Umso bedeutender 

ist die Höhe der Recovery Rate. Mit zunehmender Recovery Rate können zusätzliche Kre-

ditrisiken durch Auffüllung wiedergewonnener Anteile ausgefallener Kredite mit neuen 

Krediten aufgenommen werden. Der Erwartungswert der Kreditausfallzahl steigt merklich 

(Bewegung horizontal zur Ordinate im linken und mittleren Abschnitt der Abb. 4-16). Ge-

ringe Trigger werden folglich durch hohe Recovery Rates ausgeglichen.762 Umgekehrt 

können bei niedrigen Recovery Rates hohe durchschnittliche Kreditausfallzahlen nur mit 

hohen Triggern einhergehen. Bestimmte gegebene durchschnittliche Kreditausfallzahlen 

sind in der Konsequenz mit verschiedenen Recovery Rate/Trigger-Kombinationen erziel-

bar. Da mit wachsendem Trigger die Notwendigkeit hoher Recovery Rates für hohe durch-

schnittliche Kreditausfallzahlen entfällt, sinkt auch ihr Einfluss. Zwar steigt das Potential 

für weitere Kreditausfälle innerhalb des Referenzportfolios durch die Möglichkeit zusätz-

lich wiedergewonnene Kreditanteile mit weiteren Krediten aufzufüllen. Jedoch ist die 

Wahrscheinlichkeit dafür, dass dieses zusätzliche Potential bei dem ohnehin hohen Trigger 

ausgenutzt wird, aufgrund der niedrigen Ausfallquoten gering. Die erwarteten Kreditaus-

fälle liegen bei hohen Triggern für unterschiedliche Recovery Rates dicht beieinander 

(Bewegung horizontal zur Ordinate im rechten Abschnitt der Abb. 4-16). 
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Abb. 4-16:  Replenishment-Trigger, Recovery Rate und erwartete Kreditausfallzahl 
Der Erwartungswert der Ereignisverteilung in Abhängigkeit der Höhe des Replenishment-Triggers für alter-
native Recovery Rates. Die Kredite stellen Abzahlungsdarlehen dar (Loans). Der Analysezeitpunkt entspricht 
dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B. 

                                                           
762  Im Extremfall beträgt die Recovery Rate 100 %, womit die Begrenzung der Replenishmentmaßnahmen 

sogar außer Kraft gesetzt wäre. 
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423 Ereignisverteilungen in der Sensitivitäts- und Szenarioanalyse 
Als wesentliche Parameter für das Aussehen der Ereignisverteilungen sind unbestreitbar 

die Form und vor allem die Lage der Credit Curves anzusehen. Eine Verschiebung, Dre-

hung763 oder Krümmungsänderung der Credit Curves nach oben führt ceteris paribus zu 

höheren Wahrscheinlichkeiten für einzelne und gemeinsame Kreditausfälle. Umgekehrt 

führt eine Verschiebung, Drehung oder Krümmungsänderung der Credit Curves nach un-

ten ceteris paribus zu weniger Ausfallereignissen. Fraglich bleibt das Ausmaß etwaiger 

Veränderungen auf die gemeinsamen Ereignisverteilungen. 

Zunächst ist jedoch zu klären, wie eine Veränderung der Credit Curves aussehen kann und 

welche Größenordnungen dabei realistisch sind. Da bereits die Ausfallwahrscheinlichkei-

ten zwischen den einzelnen Ratingklassen nicht linear ansteigen, ist nicht zu erwarten, dass 

sich Veränderungen der Credit Curves, insbesondere induziert durch Veränderungen des 

gesamtwirtschaftlichen Klimas, ratingübergreifend betragsmäßig gleich vollziehen. Orien-

tierung bieten die empirischen Untersuchungen der Ratingagenturen. Seit 1981 betrachtet 

STANDARD & POOR’S sog. statische Portfolien, d. h. bezüglich eines Jahres abgeschlossene 

Portfolien, welche sämtliche durch STANDARD & POOR’S gerateten Schuldner des jeweili-

gen Jahres umfassen.764 Die Ratingmigrationen innerhalb der statischen Portfolien werden 

regelmäßig dokumentiert und ausgewertet. Insbesondere sind die veröffentlichten 1-

jährigen Übergangsmatrizen für die weiteren Überlegungen von Interesse.765 Eine erste 

Analyse zeigt, dass die Übergangsmatrizen im Zeitraum nicht konstant sind.766 Vielmehr 

haben bereits empirische Studien auf mögliche Zusammenhänge zwischen makroökonomi-

schen Variablen und Migrationsmatrizen hingewiesen.767 Aus den 1-jährigen Übergangs-

matrizen seit 1981 sollen eine Worst-Case- und eine Best-Case-Matrix sowie damit ein-

hergehend Worst-Case und Best-Case Credit Curves ermittelt werden. Als Auswahlkriteri-

um könnten die Ausfallraten herangezogen werden. Problematisch ist, dass die Minima 

und Maxima der Ausfallraten einzelner Ratingklassen nicht immer zum selben Zeitpunkt 

erreicht werden. Zudem sind bei verändertem Risikohorizont die Migrationsraten hinzuzu-

ziehen. Ggf. führt die Gesamtstruktur der einzelnen Matrizen dazu, dass Lage und Form 

der resultierenden Credit Curves ähnlich sind, sich die Graphen für einzelne Ratings je-

                                                           
763  Gemeint ist eine Drehung der Credit Curves um den Ordinatenschnittpunkt. 
764  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 13-15 (STANDARD & POOR’S Studie). 
765  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 30-35 (STANDARD & POOR’S Studie). 
766  Diese Beobachtung spricht gegen die MARKOV-Eigenschaft der Migrationsmatrizen. Dabei ist jedoch zu 

berücksichtigen, dass die Migrationsmatrizen aus sich regelmäßig ändernden Portfolios (Stichproben) 
ermittelt werden. 

767  Vgl. A. Bangia et al. (2002), Rating migration and the business cycle, S. 463-468. Die Autoren schätzen 
durchschnittliche Migrationsmatrizen für Expansions- und Rezessionsphasen. 
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doch schneiden. U. U. ist weiterhin die Ratingverteilung des Referenzportfolios hinzuzu-

ziehen. Hier soll ein pragmatischer Ansatz verfolgt werden, indem zusätzlich zu den Aus-

fallraten die Credit Spreads an den Bondmärkten herangezogen werden.  

Credit Spreads können als relative Finanzierungskosten eines Schuldners interpretiert wer-

den, da sie als Renditeaufschläge gegenüber der Verzinsung eines (kredit)risikofreien 

Benchmarktitels anzeigen, welche zusätzlichen Risikokompensationen Gläubiger für (kre-

dit)risikobehaftete Engagements im Vergleich zu einer (kredit)risikofreien Anlage for-

dern.768 Unter Vernachlässigung des Einflusses etwaiger Änderungen des Marktpreises für 

eine „Einheit“ Kreditrisiko können Credit Spreads als Marktbarometer769 für den Kreditri-

sikogehalt der Schuldtitel herangezogen werden.770 
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Abb. 4-17:  Investment-Grade Credit Spreads im Zeitablauf 
20-Tage-Durchschnitte der täglichen Spreadausprägungen für den Zeitraum vom 03.01.1989 bis zum 
30.06.2003 (3739 Datensätze) zwischen dem US-Treasury-Index und den US Corporate Investment-Grade 
Bond-Indizes für das Laufzeit-Cluster von 7 bis 10 Jahren. 

                                                           
768  Vgl. S. Jortzik und S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und Ratings, S. 7. Credit Spreads stellen 

lediglich einen Teil des gesamten Spreads dar. Vgl. A. Estrella et al. (2000), Credit ratings, S. 119 f. Da 
aber der Credit Spread die bedeutendste Komponente darstellt, soll im Folgenden keine Unterscheidung 
erfolgen. Vgl. P. Collin-Dufresne, R. Goldstein und J. Martin (2001), Credit spread changes, S. 2178. 

769  Theoretisch liegt der obigen Betrachtung die Annahme zugrunde, dass die (Anleihe-)Märkte jederzeit 
alle relevanten Informationen in die Preise der Schuldtitel einfließen lassen. Dies sollte in effizienten 
Märkten stets der Fall sein. Vgl. R. Brealey und S. Myers (2003), Corporate finance, S. 347-356. Die 
Annahme effizienter Bondmärkte scheint zumindest in der halb-strengen Form begründet zu sein. Vgl. 
bspw. M. Weinstein (1977), Effects on rating change announcements, S. 345; G. Pinches und J. Single-
ton (1978), Bond rating changes, S. 29; R. Ingram, L. Brooks und R. Copeland (1983), Information con-
tent, S. 1002. Bei internationalen Märkten gilt die Annahme der Effizienz nicht uneingeschränkt, da u. U. 
nicht die gesamte öffentliche Information eines nationalen Bondmarktes auch den Marktteilnehmern aus 
anderen Märkten zeitnah zugänglich ist. Vgl. M. Steiner und V. Heinke (2001), Event study, S. 140. 

770  Zum empirischen Zusammenhang zwischen Ausfallraten und Credit Spreads siehe S. Jortzik und 
S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und Ratings, S. 21 f. 
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Die betrachteten Spreads sind im Zeitablauf deutlichen Schwankungen unterworfen (Abb. 

4-17).771 Ende Mai 1991 stiegen die Spreads signifikant an. Nachdem die Spreads ihre 

Höchststände überschritten hatten, folgte eine anhaltende Phase sinkender Spreads. Die 

Tiefstände wurden Ende Oktober 1997 erreicht. In den folgenden Jahren verdoppelten sich 

die Spreads und erreichten 2001 bzw. 2002 neue Höchststände.772 Die Spreadentwicklung 

geht einher mit der Entwicklung der 1-jährigen Ausfallraten. Den Ausfallraten folgend, 

kommen als Worst-Case sowohl die Übergangsmatrix für 1991 als auch die für 2001 und 

2002 in Betracht. Aufgrund der höheren Spitzen der Credit Spreads im Jahr 2002, insbe-

sondere im mittleren Bonitätsbereich, wird jedoch die letzte Matrix herangezogen. Als 

Best-Case wird die Übergangsmatrix für das Jahr 1996 verwendet. Aus den Übergangsmat-

rizen lassen sich die folgenden, fett eingezeichneten Best- und Worst-Case Credit Curves 
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Abb. 4-18:  Best-Case Credit Curves vom Typ B im Vergleich 
Die durchschnittlichen Credit Curves (1981-2002) im Vergleich mit den Credit Curves, basierend auf der 
historischen 1-jährigen Migrationsmatrix für das Jahr 1996 (fett eingezeichnet) nach STANDARD & POOR’S. 

                                                           
771  Die Analyse der Credit Spreads basiert auf durchschnittlichen Spreads U.S.-amerikanischer Unterneh-

mensanleihen. Für aus Unternehmensanleihen zusammengesetzte Indizes liefert BLOOMBERG die his-
torischen Yields to Maturity für jeden Börsentag aufgeteilt nach Ratingklassen und Restlaufzeitklassen. 
Außerdem stellt BLOOMBERG die Treasury Yields für U.S.-amerikanische Staatsanleihen zur Verfü-
gung. Für das Restlaufzeitcluster von 7 bis 10 Jahren wurden für jede Ratingklasse börsentäglich vom 
03.01.1989 bis 30.06.2003 (3739 Datensätze) die Spreads als Differenz zwischen der Rendite des ausfall-
risikobehafteten Anleiheindex und der restlaufzeitidentischen Treasury Yield ermittelt. Vgl. ausführli-
cher zur Methodik und Datenbasis S. Jortzik und S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und Ratings, 
S. 15 u. 19 f. sowie S. 60, Anlage 2, Tab. A-6. 

772  Für detailliertere Analysen siehe S. Jortzik und S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und Ratings, 
S. 19-29. 
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Abb. 4-19:  Worst-Case Credit Curves von Typ B im Vergleich 
Die durchschnittlichen Credit Curves (1981-2002) im Vergleich mit den Credit Curves, basierend auf der 
historischen 1-jährigen Migrationsmatrix für das Jahr 2002 (fett eingezeichnet) nach STANDARD & POOR’S. 

Aus Abb. 4-18 und Abb. 4-19 ist ersichtlich, dass die Änderungen der Credit Curves in 

Abhängigkeit von der Bonität unterschiedlich stark ausgeprägt sind. Tendenziell nimmt 

das Ausmaß der Änderungen – absolut betrachtet – mit sinkender Bonität zu. Relativ be-

trachtet, fallen die Änderungen im Investment-Grade-Bereich hingegen deutlich stärker als 

im Speculative-Grade-Bereich aus.773 

Die Best- und Worst-Case Credit Curves gehen einher mit entsprechend geänderten Aus-

fallschranken KR gem. (3.32). Dabei wurden die Schranken erneut so gewählt, dass die 

Zeittransformation (3.26) den Risikohorizont tH=5 stets unberührt lässt: 

Rating AAA AA A BBB BB B CCC 
1996 -10,7667 -9,8012 -8,5297 -6,9291 -4,6093 -3,3881 -3,1277 
Ø 1981-2002 -7,7582 -6,6994 -5,9218 -4,6947 -3,4535 -2,1648 -0,7949 
2002 -6,5033 -5,6391 -5,0140 -3,6628 -2,8307 -1,5721 -0,3964 

Tab. 4-11:  Ratingabhängige Ausfallschranken in der Szenarioanalyse 
Ratingabhängige Ausfallschranken für zeittransformierte BROWNsche Bewegungen auf der Basis der histori-
schen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 
(Best-Case) und 2002 (Worst-Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für den Risiko-
horizont tH=5. 

Da sich mit den geänderten Credit Curves die Ausfallwahrscheinlichkeiten geändert haben, 

sind die Faktorsensitivitäten gem. (3.41) anzupassen. Zur Berechnung werden wie zuvor 

die 1-jährigen, ratingabhängigen Ausfallwahrscheinlichkeiten herangezogen: 
                                                           
773  Zu vergleichbaren Ergebnissen gelangen S. Jortzik und S. Mergner (2003), Bond Credit Spreads und 

Ratings, S. 30-36 bei der empirischen Analyse von Credit Spreads. 
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Rating AAA AA A BBB BB B CCC 
1996 24,00 % 24,00 % 24,00 % 23,95 % 20,53 % 14,45 % 13,37 %
Ø 1981-2002 24,00 % 23,94 % 23,69 % 21,87 % 17,65 % 12,38 % 12,00 %
2002 23,96 % 23,84 % 23,49 % 18,60 % 14,67 % 12,15 % 12,00 %

Tab. 4-12:  Ratingabhängige Faktorsensitivitäten in der Szenarioanalyse 
Ratingabhängige Faktorsensitivitäten für Unternehmenskredite in Anlehnung an das dritte Konsultationspa-
pier des BCBS zur neuen Eigenkapitalvereinbarung. Die zugehörigen Ausfallwahrscheinlichkeiten entspre-
chen den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie den 1-Jahres-Migrationsraten der 
Jahre 1996 und 2002 nach STANDARD & POOR’S. 

Zunächst seien die Ereignisverteilungen ohne Replenishments betrachtet. Sie sind für 

Bonds und Loans identisch und mit Hilfe des semi-analytischen Modellansatzes ermittel-

bar. Abb. 4-20 zeigt die resultierenden verstetigten Wahrscheinlichkeitsfunktionen: 
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Abb. 4-20:  Ereignisverteilung für Loans und Bonds in der Szenarioanalyse 
Graphischer Vergleich der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für die Credit Curves auf der Basis 
der historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die 
Jahre 1996 (Best-Case) und 2002 (Worst-Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für 
die Analysezeitpunkte tA=1 und tA=5. 

Es wird ersichtlich, dass bereits bei einem Analysehorizont von nur einem Jahr erhebliche 

Lageabweichungen auftreten. Die Verteilungen des Best-Case (durchgezogene Linien) 

sind erwartungsgemäß schmaler und konzentrieren einen erheblichen Teil der Wahrschein-

lichkeitsmasse auf deutlich geringere Ausfallzahlen. Die Verteilungen des Worst-Case 

(gepunktete Linien) fallen beträchtlich breiter aus und lassen erahnen, dass bei einer Ver-

schlechterung des makroökonomischen Umfeldes trotz der Portfoliodiversifikation mit 

spürbar höheren Verlusten zu rechnen sein wird. Bei 2.916 Krediten besteht eine deutlich 

von null verschiedene Wahrscheinlichkeit dafür, dass mehr als 500 Kredite ausfallen. Zur 

Ermittlung dieser Wahrscheinlichkeit sind erneut die Koeffizienten der (wahrscheinlich-
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keits)erzeugenden Funktion beginnend mit dem 502. aufzuaddieren.774 Betrug ihr Wert im 

Ausgangsszenario gerade 0,22 %, liegt dieser im Worst-Case-Szenario bei 1,81 %. 

Das Ausmaß der Unterschiede wird insbesondere anhand der Entwicklung der Erwar-

tungswerte sowie der Quantile ersichtlich. Bereits für den Risikohorizont von einem Jahr 

liegt annähernd eine Verdreifachung des 1 %-Quantils beim Übergang vom Best-Case zum 

Worst-Case vor. Ähnlich stellt sich die Situation beim 5 %-Quantil dar. Auffallend ist die 

sich verstärkende Symmetrie der Verteilung. Sie geht einher mit überproportional variie-

renden Erwartungswerten. Am Beispiel des 5-jährigen Analysezeitpunkts beträgt der Er-

wartungswert des Worst-Case das Fünffache des Wertes des Best-Case: 

Horizont 1 Jahr 5 Jahre 
Szenario 1996 Ø 1981-2002 2002 1996 Ø 1981-2002 2002 
EW 15,80 36,71 66,35 42,23 123,44 217,55 
Q=5 % 56 113 184 120 277 419 
Q=1 % 106 195 293 194 392 546 

Tab. 4-13:  Erwartungswerte und Quantile der Ereignisverteilung ohne Replenishments in 
der Szenarioanalyse 

Erwartungswerte und Quantile der Ereignisverteilung auf der Basis der historischen, durchschnittlichen 1-
Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 (Best-Case) und 2002 (Worst-
Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für die Analysezeitpunkte tA=1 und tA=5. 

Ist bereits mit einer drastischen Erhöhung der Kreditausfallzahlen im Falle des Worst-Case 

gegenüber dem Ursprungsszenario für das Referenzportfolio ohne Replenishmentmaß-

nahmen zu rechnen, verstärkt sich diese Tendenz noch einmal spürbar, sollten Replenish-

mentmaßnahmen zulässig und in die Modellierung einzubeziehen sein. Die erhöhten Kre-

ditausfallwahrscheinlichkeiten wirken sich dann auch auf die dem Referenzportfolio neu 

hinzugefügten Kredite aus. Der Tendenz entgegen wirkt, dass ausgefallene Kredite nicht 

ersetzt werden können. Somit werden bei höheren Ausfallwahrscheinlichkeiten aufgrund 

der höheren Ausfallzahlen im Ursprungsportfolio durchschnittlich weniger Kredite im Zu-

ge der Replenishmentmaßnahmen dem Ursprungsportfolio hinzugefügt. Die Beschränkung 

der Replenishments auf nicht ausgefallene Kredite fungiert somit als „Notbremse“. 

Sollte das Referenzportfolio zudem sich amortisierende Kredite (Loans) enthalten, können 

ferner die bereits amortisierten Kreditanteile durch Replenishmentmaßnahmen aufgefüllt 

werden. Das wird die Kreditausfallzahlen tendenziell weiter erhöhen. Allerdings könnte 

ein starkes Wachstum der Ausfallquote durch einen Replenishment-Trigger wirksam be-

grenzt werden. Die dadurch eingeführte kritische Verlustgrenze dürfte zeitlich betrachtet 

                                                           
774  Vgl. auch die Ausführungen im Abschnitt 421. 
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im Durchschnitt früher erreicht werden. Die Replenishmentmaßnahmen wären einzustel-

len. Mit Blick auf die Diskussion der Wirksamkeit eines Triggers bezüglich der Wahl sei-

ner Höhe sollte dieser auch im Falle eines hohen Wertansatzes seine Wirkung nicht verlie-

ren. Damit könnte der Trigger genau so gewählt werden, dass dieser unter „normalen“ öko-

nomischen Bedingungen kaum einen Einfluss auf die Ereignisverteilung ausübt (Bewe-

gung entlang der Graphen im rechten Abschnitt der Abb. 4-16), jedoch bei Verschlechte-

rung der Rahmenbedingungen die Kreditausfallzahlen wirksam begrenzt. 

0 200 400 6000.
00

0
0.

00
2

0.
00

4
0.

00
6

f N
R

P,
t H
=5
(n
)

n

1996

Ø 1981-2002

2002

Erwartungswerte:

1996 Ø 1981-2002

47.82 181.99

2002

310.57

1%-Quantile:
1996 Ø 1981-2002

236 526

2002

741

 

Abb. 4-21:  Ereignisverteilung für Loans mit Replenishmentmaßnahmen und Replenish-
ment-Trigger in der Szenarioanalyse 

Vergleich der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für die Credit Curves auf der Basis der histori-
schen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 
(Best-Case) und 2002 (Worst-Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Der Analyse-
zeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Der Replenishment-Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 

In Abb. 4-21 sind für eine Recovery Rate von 0 % die relativen Häufigkeitsverteilungen 

(Histogramme) der Kreditausfallzahlen im Falle von Abzahlungsdarlehen unter Berück-

sichtigung von Replenishmentmaßnahmen und einem Replenishment-Trigger i. H. v. 12 

Mio. EUR, basierend auf einer Monte-Carlo-Simulation mit 250.000 Simulationsschritten, 

abgetragen. Ein Vergleich mit Abb. 4-20 (rechts) zeigt, dass – wie vermutet – die Wirkung 

der Rahmenbedingungen des Worst-Case auf die Ereignisverteilung durch die Replenish-

ments multipliziert wird. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass mehr als 500 Kredite ausfal-

len beträgt nun 9,47 %. Die Erwartungswerte des Best- und Worst-Case unterscheiden sich 

voneinander um den Faktor 6,5. Das 1 %-Quantil liegt im Worst-Case bei 741 Krediten 

und entspricht damit ca. 25 % der Kreditanzahl des ursprünglichen Referenzportfolios. 



238 

Horizont 5 Jahre 
Szenario 1996 Ø 1981-2002 2002 
 δ=0% δ=30% δ=54% δ=0% δ=30% δ=54% δ=0% δ=30% δ=54%
EW 47,82 48,07 48,13 181,99 192,50 204,02 310,57 336,80 373,64 
Q=5 % 141 143 143 378 394 418 571 605 651 
Q=1 % 236 236 241 526 544 571 741 777 824 

Tab. 4-14:  Erwartungswerte und Quantile der Ereignisverteilung von Loans mit Reple-
nishments und Replenishment-Trigger in der Szenarioanalyse 

Erwartungswerte und Quantile der Ereignisverteilung auf der Basis der historischen, durchschnittlichen 1-
Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 (Best-Case) und 2002 (Worst-
Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für unterschiedliche Recovery Rates. Der Ana-
lysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Der Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 

Abschließend seien alternative Recovery Rates in die Diskussion einbezogen. Tab. 4-14 

zeigt die Erwartungswerte und ausgewählte Quantile des Best- und Worst-Case für alterna-

tive Recovery Rates. Insbesondere im Worst-Case (vgl. Abb. 4-22) führen hohe Recovery 

Rates durch die Auffüllung wiedergewonnener Kreditanteile im Falle von Kreditausfällen 

zur Aufnahme zusätzlicher Kreditrisiken in das Referenzportfolio und zu tendenziell höhe-

ren Ausfallzahlen. Bei einer Recovery Rate von 54 % beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass 

mehr als 500 Kredite ausfallen 17,56 %. Die Erwartungswerte des Best- und Worst-Case 

unterscheiden sich voneinander um den Faktor 7,8. Das 1 %-Quantil liegt bei 824 Krediten 

und entspricht fast 30 % der Kreditanzahl des ursprünglichen Referenzportfolios. 
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Abb. 4-22:  Worst-Case-Ereignisverteilungen für Loans mit Replenishments und 
Replenishment-Trigger 

Vergleich der Ereignisverteilungen des Referenzportfolios für die Credit Curves auf der Basis der histori-
schen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 
(Best-Case) und 2002 (Worst-Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Der Analyse-
zeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Der Replenishment-Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 
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43 Kreditrisikomessung mit Verlustverteilungen 
431 Verlustverteilungen ohne Portfolioreplenishments 
4311 Heterogene Portfolios mit endfälligen Krediten 
Die Verlustverteilungen werden im Folgenden aus den bedingten erzeugenden Funktionen 

GLRP,t(z)|Ψ gem. (3.169) bzw. den Koeffizienten cLRP,t,j|Ψ gem. (3.171) des semi-

analytischen Modells abgeleitet.775 Zur Ermittlung der unbedingten erzeugenden Funktion 

GLRP,t(z) bzw. der unbedingten Koeffizienten cLRP,t,j sind die bedingten erzeugenden Funk-

tionen in Analogie zu (3.136) bzw. die bedingten Koeffizienten in Analogie zu (3.142) 

über alle möglichen Ausprägungen des systematischen Faktors Ψ, gewichtet mit den Wer-

ten seiner Dichtefunktion, zu integrieren. Die Integration erfolgt numerisch und ist daher 

approximativ. Den Analysen zur Integrationsgüte im Rahmen der Ereignisverteilung fol-

gend, wird dazu der Abschnitt [-5,5] des Defintionsbereichs des systematischen Risikofak-

tors in 100 Teilabschnitte aufgeteilt.776 

Wie zuvor die Ereignisverteilungen sind ebenso die Verlustverteilungen auf der Basis der 

Credit Curves vom Typ A777, B und C778 ermittelbar.779 Erneut auf die Diskussion zur Er-

eignisverteilung verweisend, soll im weiteren Verlauf lediglich auf die Credit Curves vom 

Typ B zurückgegriffen werden.780 Verzichtet wird ebenso auf die abermalige Erörterung 

portfolioinhomogener Restlaufzeiten781 und Kreditratings782. 

Zu betrachten sind dagegen die spezifischen verlustverteilungseigenen Einflussfaktoren. 

Eine herausragende Stellung nehmen dabei die Nominalwerte der einzelnen Kredite ein 

und verdienen daher besondere Aufmerksamkeit. Zunächst sei dabei von endfälligen Kre-

diten (Bonds) ausgegangen. Die Recovery Rate betrage 0 %. In Abb. 4-23 sind die Ver-

lustverteilungen des Referenzportfolios für die Analysezeitpunkte tA=1 (durchgezogene 

Linie) und tA=5 (gestrichelte Linie) abgetragen. Dabei wird deutlich, dass hohe Verluste 

trotzt des hohen Portfoliovolumens lediglich mit geringen Wahrscheinlichkeiten einherge-

hen. Über die Laufzeit der CDO-Transaktion von 5 Jahren hinweg sind Ausfälle von mehr 

als 150 Mio. EUR des ursprünglichen Portfolionominalwertvolumens von 1 Mrd. EUR 

äußerst unwahrscheinlich. Das 1 %-Quantil liegt bei 172,07 Mio. EUR (vgl. Tab. 4-15). 

                                                           
775  Die Verwendung der erzeugenden Funktion ist auf Grund der angenommenen Konstanz der Recovery 

Rate möglich. Bei stochastischen Recovery Rates müsste auf die charakteristischen Funktionen zurück-
gegriffen werden. Vgl. Abschnitt 373.  

776  Vgl. Abschnitt 421. 
777  Vgl. Fn. 736. 
778  Vgl. Fn. 737.  
779  Vgl. Abschnitt 322. 
780  Vgl. Abschnitt 421, Abb. 4-8. 
781  Vgl. Abschnitt 421, Abb. 4-9. 
782  Vgl. Abschnitt 421, Abb. 4-10. 
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Abb. 4-23:  Verlustverteilung des Referenzportfolios für alternative Analysezeitpunkte 
Graphische Gegenüberstellung der Verlustverteilungen des Referenzportfolios in Mio. EUR auf der Basis der 
Credit Curves von Typ B für die Analysezeitpunkte tA=1 (durchgezogen) und tA=5 (gestrichelt). Die Kredite 
sind endfällig (Bonds). Die Recovery Rate beträgt 0 %.  

Fraglich ist, inwiefern für große Portfolios die Berücksichtigung heterogener Nominalwer-

te überhaupt von Bedeutung ist. Die Modellierung könnte erheblich vereinfacht werden, 

wenn man die heterogenen Nominalwerte durch den durchschnittlichen Nominalwert des 

Referenzportfolios substituierte. Zur isolierten Betrachtung des Nominalwerteffekts könnte 

die Verlustverteilung auf der Basis des durchschnittlichen Kreditbetrags von 342.901,20 

EUR mit dem semi-analytischen Modell erneut berechnet werden. Die Rechnung kann 

jedoch erheblich beschleunigt werden, wenn man berücksichtigt, dass die gesuchte Vertei-

lung mit jedem konstanten Nominalwert und anschließender Größenadjustierung ermittel-

bar ist. Da gem. (4.6) die Anzahl der Koeffizienten der erzeugenden Funktion – natürliche 

Zahlen für die Nominalwerte vorausgesetzt – von der Summe der Nominalwerte abhängt, 

ist es sinnvoll und entspricht dem Ziel der Reduktion des Rechenaufwands783, den konstan-

ten kreditübergreifenden Nominalwert möglichst klein zu wählen. Zielführend und inter-

pretatorisch zugänglich ist die Wahl der Zahl Eins. Damit erhält man die Ereignisvertei-

lung gem. (3.130) als Spezialfall der Verlustverteilung gem. (3.166). Die heterogenen 

Restlaufzeiten und Ratings werden nach wie vor in dieser Rechnung berücksichtigt. Die 

Ereignisverteilung ist im Anschluss mit dem durchschnittlichen Kreditbetrag von 

342.901,20 EUR zu reskalieren. Die Reskalierung muss sich sowohl auf den Definitionsbe-

reich als auch auf den Wertebereich erstrecken. 

                                                           
783  Vgl. Fn. 786. 
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Zeitpunkt 1 Jahr 5 Jahre
Basis Verlustverteilung Verlustverteilung Reskalierte Ereignisverteilung 
EW 13,17 Mio. EUR   45,28 Mio. EUR   42,32 Mio. EUR 
Q=5 % 47,39 Mio. EUR 115,73 Mio. EUR   94,98 Mio. EUR 
Q=1 % 71,31 Mio. EUR 172,07 Mio. EUR 134,42 Mio. EUR 

Tab. 4-15:  Quantile der Verlustverteilung 
Quantile der Verlustverteilung des Referenzportfolios in Mio. EUR auf der Basis der historischen, durch-
schnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten nach STANDARD & POOR’S für die Analysezeitpunkte tA=5 und tA=1. 
Die Recovery Rate beträgt 0 %. 

Graphisch betrachtet, ist die erzeugende Funktion der Ereignisverteilung GNRP,t(z) mit dem 

durchschnittlichen Kreditbetrag von 342.901,20 EUR entlang der Abszisse zu „strecken“ 

und entlang der Ordinate zum Zwecke der Normierung784 zu „stauchen“.785 Man erhält die 

Verlustverteilung eines bzgl. der Nominalwerte homogenisierten Portfolios unter Berück-

sichtigung der heterogenen Restlaufzeiten und Kreditratings. In Abb. 4-24 ist neben der 

Verlustverteilung (verstetigte Wahrscheinlichkeitsfunktion) mit heterogenen Nominalwer-

ten für den Analysezeitpunkt von tA=tH=5 die so reskalierte Ereignisverteilung abgetragen: 
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Abb. 4-24:  Nominalwerteffekt auf die Verlustverteilung 
Graphische Gegenüberstellung der Verlustverteilungen des Referenzportfolios mit heterogenen Nominalwer-
ten (durchgezogen) und der reskalierten Ereignisverteilung (gestrichelt) auf der Basis der Credit Curves vom 
Typ B in Mio. EUR. Der Analysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. 

Ein Vergleich der beiden Verteilungen offenbart, dass die reskalierte Ereignisverteilung 

zwar einen guten Schätzer für die Verlustverteilung darstellt, diese die Wahrscheinlichkei-

                                                           
784  Die Fläche unterhalb einer Dichtefunktion muss stets den Wert eins aufweisen. 
785  Beispiel: Der 100. Koeffizient der erzeugenden Funktion gibt die Wahrscheinlichkeit für 99 Kreditaus-

fälle an. Ausgehend von einem durchschnittlichen Kreditbetrag von 342.901,20 EUR kann der Wert die-
ses Koeffizienten gleichzeitig als Wahrscheinlichkeit für einen Portfolioverlust von 99·342.901,20 EUR 
= 33,95 Mio. EUR im Rahmen eines entsprechend homogenisierten Portfolios interpretiert werden. 
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ten hoher Portfolioverluste jedoch systematisch unterschätzt. Während das 1% (5%)-

Quantil der Verlustverteilung 172,07 (115,73) Mio. EUR beträgt, wird der Wert mit 134,42 

(94,98) Mio. EUR auf der Basis der reskalierte Ereignisverteilung deutlich unterschätzt 

(vgl. Tab. 4-15). Der erheblich geringere Rechenaufwand der Approximation786 legt jedoch 

den Einsatz als Analyseinstrument im Zuge der Portfoliobildung im Vorfeld einer ABS-

Transaktion nahe. Die abschließende Portfolioanalyse sollte hingegen immer auf einer de-

taillierten Berechnung unter Einbeziehung der Heterogenität der Nominalwerte basieren. 
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Abb. 4-25:  Verlustverteilungen des Referenzportfolios für alternative Recovery Rates 
Graphische Gegenüberstellung der Verlustverteilungen des Referenzportfolio in Mio. EUR auf der Basis der 
Credit Curves vom Typ B für die Recovery Rates δ=0, 30 und 54 %. Die Analysezeitpunkte betragen tA=1 
(links) und tA=5 (rechts). 

Der Einfluss der Recovery Rates auf die Verlustverteilung wird mit Abb. 4-25 ersichtlich. 

Mit zunehmender Recovery Rate wird in wachsendem Ausmaß Wahrscheinlichkeitsmasse 

nach links verschoben. Die Erwartungswerte und Quantile der Verlustverteilung erfahren 

eine entsprechende Verringerung. Es ist jedoch zu vermuten, dass die Annahme der Kon-

stanz der Recovery Rate die Wahrscheinlichkeiten für hohe Verluste systematisch unter-

schätzt. Deutlich wird dies wenn man bedenkt, dass bei einer konstanten Recovery Rate 

von 30 % oder 54 % der vollständige Verlust des Portfolionominalvolumens von 1 Mrd. 

EUR ein unmögliches Ereignis darstellt, während die Modellierung von stochastischen Re-

covery Rates auf dem Bereich [0,1] mit entsprechenden Erwartungswerten diesem Ereig-

nis eine positive (wenn auch verschwindend geringe) Wahrscheinlichkeit zuordnet. 

                                                           
786  Die erzeugende Funktion der Ereignisverteilung des Referenzportfolios (2.916 Kredite) besitzt gerade 

2.917 Koeffizienten, während die erzeugende Funktion der Verlustverteilung bei einem Verlustband von 
12.000 EUR (vgl. Abschnitt 417) 83.619 Koeffizienten aufweist. 
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Abschließend soll die Verlustverteilung auf der Basis des vorgestellten Modellrahmens 

unter Berücksichtigung heterogener Kreditratings, heterogener Restlaufzeiten und hetero-

gener Nominalwerte mit der Verlustverteilung für ein vollständig homogenisiertes Portfo-

lio auf der Basis des Modellrahmens zur NEUEN BASLER EIGENKAPITALVERORDNUNG (Ba-

sel II) gem. (4.8) für den Risikohorizont von tH=5 verglichen werden. In Analogie zur ent-

sprechenden Untersuchung der Ereignisverteilung787 werden alle Kredite mit einem homo-

genen Kreditrating Ri=Rj=R, einer homogenen Restlaufzeit Ti=Tj=T und einer homogenen 

Faktorsensitivität ρi=ρj=ρ versehen. Als homogenes Kreditrating R wird das gewichtete 

Portfoliorating „BB“ verwendet. Damit wird allen Krediten ein und dieselbe Credit Curve 

zugeordnet, wodurch die Gefahr einer zu pessimistischen bzw. zu optimistischen Credit 

Curve-Wahl besteht. Für die homogene Restlaufzeit T wird die durchschnittliche nominal-

wertgewichtete Portfoliorestlaufzeit von 2,34 Jahren verwendet. Um den Einfluss der Wahl 

der Höhe der homogenen Restlaufzeit zu verdeutlichen, sollen alternativ dazu sowohl kür-

zere als auch längere Laufzeiten einer Betrachtung unterzogen werden. Auf der Basis der 

historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten, respektive der bonitätskonfor-

men Credit Curve des Typs B nach STANDARD & POOR’S, ergibt sich im Falle der homo-

genen Restlaufzeit t=2,34 Jahre eine homogene Ausfallwahrscheinlichkeit pi,t=pj,t=pBB,2.34 

in Höhe von 4,57 %. Die ratingabhängige Faktorsensitivität wird auf der Basis der einjäh-

rigen Ausfallwahrscheinlichkeit pBB,1=1,50 % ermittelt und beträgt ρBB=17,75%. Zusätz-

lich zur Vorgehensweise im Rahmen der Betrachtung der Ereignisverteilung wird ein ho-

mogener Nominalwert Di=Dj=D in Höhe des durchschnittlichen Nominalwertes von 

342.901,20 EUR modelliert. 

Bei der graphischen Darstellung der Dichten bzw. der verstetigten Wahrscheinlichkeits-

funktionen ist zu beachten, dass das Basler Modell gem. (4.8) auf dem Intervall [0,1] defi-

niert ist und sich folglich nicht auf absolute Portfolioverluste, sondern auf ausgefallene 

Portfolioanteile bezieht. Daher ist ähnlich der Vorgehensweise zur Ermittlung der reska-

lierten Ereignisverteilung788 eine entsprechende Adjustierung vorzunehmen. Im vorliegen-

den Fall soll das Modell von Basel auf absolute Verlusthöhen bezogen werden. Die Adjus-

tierung bezieht sich sowohl auf die Abszisse als auch auf die Ordinate, um sicherzustellen, 

dass die Fläche unter der dargestellten Dichte stets eins ergibt. Die Werte des Intervalls 

[0,1] sind dazu mit dem Portfolionominalbetrag zu multiplizieren. Die zugehörigen Funk-

tionswerte gem. (4.8) sind demgegenüber durch den Portfolionominalbetrag zu dividieren. 

                                                           
787  Vgl. Abschnitt 421, Abb. 4-11. 
788  Vgl. Abb. 4-24. 
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Abb. 4-26:  Modellvergleich mit Basel II bei heterogener Portfoliostruktur 
Vergleich der Verlustverteilung mit dem Modellansatz nach Basel II. Die Rechnung nach Basel II basiert auf 
dem durchschnittlichen Portfoliorating „BB“. Der Nominalwert beträgt einheitlich 342.901,20 EUR. Die 
Restlaufzeiten betragen 5, 4, 3 und 2,34 (durchschnittliche, nominalwertgewichtete Portfoliorestlaufzeit). Die 
Recovery Rate beträgt 0 %. 

In Abb. 4-26 sind vergleichsweise die Verlustverteilungen für das heterogene Referenz-

portfolio (durchgezogene Linie) und das homogenisierte Referenzportfolio nach Basel II 

unter Verwendung der durchschnittlichen nominalwertgewichteten Restlaufzeit T=2,34 

Jahre (lang-gestrichelte Linie) abgetragen. Die Verlustverteilungen weichen erheblich von-

einander ab. Um den Einfluss der Wahl der Höhe der homogenen Restlaufzeit zu untersu-

chen, wurden zusätzlich die Verlustverteilungen unter Verwendung alternativer Wertansät-

ze (kurz-gestrichelte, gepunktete und gemischt gepunktete und gestrichelte Linie) einge-

zeichnet. Es wird deutlich, dass veränderte Wertansätze keine Lösung bieten. Die Vertei-

lung auf der Grundlage der durchschnittlichen nominalwertgewichteten Restlaufzeit 

T=2,34 ist derjenigen, basierend auf dem semi-analytischen Modelansatz, am ähnlichsten. 

Der Rating- und der Laufzeiteffekt auf die Ereignisverteilung789 sowie der Effekt der No-

minalwertapproximation auf die Verlustverteilung790 legen nahe, dass Verteilungsappro-

ximationen durch Portfoliohomogenisierungen wenig Erfolg versprechend und insbesonde-

re mit Blick auf die fehlende ökonomische Interpretation einer durchschnittlichen Portfo-

liorestlaufzeit willkürlich sind. Leichte Modifikationen der Parameter können zu geringfü-

gigen Anpassungsverbesserungen führen. Insbesondere kann die verwendete Faktorsensiti-

vität variiert werden. Allerdings muss dafür die Zielverteilung bereits bekannt sein, was 

eine derartige Kalibrierung ad absurdum führt. 
                                                           
789  Vgl. Abschnitt 421, Abb. 4-9 und Abb. 4-10. 
790  Vgl. Abb. 4-23. 
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Ein direkter Modellvergleich unter Ausschaltung der Einflüsse der unterschiedlichen Be-

handlung der Kreditportfolioinhomogenität kann erreicht werden, wenn das semi-

analytische Modell auf das homogenisierte Kreditportfolio angewendet wird. Insbesondere 

wird dadurch eine u. U. konservative Wahl der Credit Curve auf den semi-analytischen 

Modellansatz übertragen. Eine weitgehende Übereinstimmung würde die Hypothese stüt-

zen, dass die beobachteten Verteilungsunterschiede in Abb. 4-26 weitgehend auf das Prob-

lem der Portfoliohomogenisierung zurückzuführen ist. Verbleibende Unterschiede hätten 

modellspezifischen Charakter. 

Die resultierende Verlustverteilung ist in Abb. 4-27 (durchgezogene Linie) abgetragen. Zu 

sehen sind dabei sowohl die verstetigte Wahrscheinlichkeitsfunktion auf der Basis der Se-

mi-Analytik als auch das Histogramm auf der Basis einer entsprechenden Pfadsimulation. 

Die Übertragung der homogenisierten Portfolioparameter auf den semi-analytischen Mo-

dellansatz führt zu einer Verlustverteilung, die weitgehend derjenigen nach dem Basler 

Modellansatz entspricht. Die verbleibenden Unterschiede sind auf die verschiedenen, mo-

dellinhärenten, multidimensionalen Abhängigkeitsstrukturen hinsichtlich der Ausfallereig-

nisse zurückzuführen. Damit wird deutlich, dass die Ursache der beobachtbaren Unter-

schiede in Abb. 4-26 überwiegend durch die Portfoliohomogenisierungsmaßnahmen be-

gründet ist. Damit sind einfache Modellansätze für homogene Portfolios für die Modellie-

rung von Verlustverteilungen heterogener Portfolios unzureichend. 
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Abb. 4-27:  Modellvergleich mit Basel II bei homogener Portfoliostruktur 
Vergleich der Verlustverteilung mit dem Modellansatz nach Basel II. Beide Rechnungen basieren auf dem 
durchschnittlichen Portfoliorating „BB“. Der Nominalwert beträgt einheitlich 342.901,20 EUR. Die Rest-
laufzeiten entsprechen der gewichteten Portfoliorestlaufzeit. Die Recovery Rate beträgt 0 %. 
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4312 Heterogene Portfolios mit Abzahlungsdarlehen 
In den nachfolgenden Abschnitten sollen die Auswirkungen von regelmäßigen Kredittil-

gungszahlungen und Portfolioreplenishments auf die Verlustverteilung des Referenzportfo-

lios untersucht werden. Da in beiden Fällen die Kenntnis der genauen Zeitpunkte eintre-

tender Kreditereignisse zur Formulierung der Verlustverteilung notwendig ist, basieren die 

Untersuchungen nicht auf dem semi-analytischen Modell, sondern auf der Simulation der 

einzelnen Ability-to-Pay-Prozesse.791 
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Abb. 4-28:  Effekt der Tilgung auf die Verlustverteilung des Referenzportfolios 
Vergleich der Verlustverteilungen des Referenzportfolios (links) auf der Basis von endfälligen Krediten 
(Bonds) und Abzahlungsdarlehen (Loans) sowie Veranschaulichung der Auswirkung unterschiedlicher Re-
covery Rates auf die Verlustverteilung der Abzahlungsdarlehen (rechts). Der Risikohorizont beträgt 5 Jahre. 
Die Simulation basiert auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten nach STANDARD & 
POOR’S bei 250.000 Simulationsschritten. 

Anhand von Abb. 4-28 lassen sich die Auswirkungen regelmäßiger Tilgungszahlungen 

erkennen. Dabei wurde links für eine Recovery Rate von 0 % die Verlustverteilung von 

endfälligen Krediten (Bonds) auf der Basis des semi-analytischen Modells (gestrichelte 

Linie) der Verlustverteilung von Abzahlungsdarlehen (Loans) auf der Basis der Pfadsimu-

lation (Histogramm) gegenübergestellt. Durch die regelmäßigen Tilgungen der Schuld im 

Vorfeld eines Kreditausfalls ist trotz identischer erwarteter Kreditausfallzahl792 der erwar-

tete Portfolioverlust erheblich geringer. Noch deutlicher wird dies anhand der (1 %-)Quan-

tile. Das Diagramm rechts zeigt die Auswirkungen steigender Recovery Rates. Hervorge-

hoben sei, dass die Erwartungswerte in linearer Beziehung zu den Recovery Rates stehen. 
                                                           
791  Vgl. zur Implementierung des Modellrahmens im Rahmen einer pfadbezogenen Monte Carlo Simulation 

Abschnitt 382. Anstelle der Histogramme zeigen die folgenden Abbildungen zur besseren Übersicht häu-
fig nicht-parametrisch angepasste Dichtefunktionen. 

792  Vgl. die Ereignisverteilungen ohne Replenishments in Abschnitt 421. 
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432 Verlustverteilungen mit Portfolioreplenishments 
4321 Heterogene Portfolios mit endfälligen Krediten 
Nach den regelmäßigen Tilgungszahlungen sollen nun die Portfolioreplenishments im 

Zentrum des Interesses stehen. Zur Gewährleistung einer ceteris paribus Analyse wird zu-

nächst ausschließlich auf endfällige Kredite (Bonds) abgestellt. In Abb. 4-29 wurde links 

für eine Recovery Rate von 0 % die Verlustverteilung des Referenzportfolios auf der Basis 

des semi-analytischen Modells (gestrichelte Linie) der Verlustverteilung mit Replenish-

ments auf der Basis der Pfadsimulationen (Histogramm) gegenübergestellt: 
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Abb. 4-29:  Effekt der Replenishments auf die Verlustverteilung des Referenzportfolios 
Vergleich der Verlustverteilungen des Referenzportfolios mit und ohne Replenishments (links) sowie Veran-
schaulichung der Auswirkung unterschiedlicher Recovery Rates auf die Verlustverteilung mit Replenish-
ments (rechts). Die Kredite sind endfällig (Bonds). Der Risikohorizont beträgt 5 Jahre. Die Simulation basiert 
auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten nach STANDARD & POOR’S bei 250.000 
Simulationsschritten und erfolgt ohne Replenishment-Trigger. 

Durch den Ersatz abgelaufener Kredite verschiebt sich die Verlustverteilung nach rechts. 

Jedoch erweist sich dieser Replenishmenteffekt im vorliegenden Fall gegenüber dem Til-

gungseffekt, gemessen an der absoluten Entwicklung der Erwartungswerte, als deutlich 

schwächer. Mit kürzer werdender gewichteter Restlaufzeit des Referenzportfolios dürfte 

jedoch Ersterer an Stärke zunehmen. Das Diagramm rechts zeigt die Auswirkungen stei-

gender Recovery Rates. Im Unterschied zu den Verteilungen ohne Replenishments entwi-

ckeln sich die Erwartungswerte nicht linear. Ursache ist das Auffüllen des Portfolios um 

den wiedergewonnenen Kreditanteil eines ausgefallenen Kredits. Damit werden wachsende 

Recovery Rates durch die dadurch zusätzlich aufgenommenen Kreditrisiken zum Teil kon-

terkariert. Die erwarteten Verluste sinken unterproportional. Aufgrund der im Mittel gerin-

gen Anzahl an Kreditausfällen, ist dieser gegenläufige Effekt allerdings sehr gering. 
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4322 Heterogene Portfolios mit Abzahlungsdarlehen 
Nachdem regelmäßige Tilgungszahlungen und Portfolioreplenishments separat betrachtet 

wurden, sollen Tilgungs- und Replenishmenteffekt in Kombination untersucht werden. 

Vorangestellt werden soll jedoch eine ceteris paribus Analyse des Replenishmenteffekts im 

Falle von Abzahlungsdarlehen (Loans).793 In Abb. 4-30 wurde links für eine Recovery Ra-

te von 0 % die Verlustverteilung des Referenzportfolios ohne Replenishments (gestrichelte 

Linie) der Verlustverteilung mit Replenishments (Histogramm) gegenübergestellt:794 
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Abb. 4-30:  Verlustverteilung des Referenzportfolios mit Tilgungen und Replenishments 
Vergleich der Verlustverteilungen des Referenzportfolios mit und ohne Replenishments (links) sowie Veran-
schaulichung der Auswirkung unterschiedlicher Recovery Rates auf die Verlustverteilung mit Replenish-
ments (rechts). Die Kredite stellen Abzahlungsdarlehen dar (Loans). Der Analysezeitpunkt entspricht dem 
Risikohorizont von 5 Jahren. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B. Die Simulation er-
folgt mit 250.000 Simulationsläufen ohne Replenishment-Trigger. 

Wie bereits im Falle der endfälligen Kredite verschiebt sich die Verlustverteilung durch 

den Ersatz abgelaufener Kredite nach rechts. Da jedoch zusätzlich auch der bereits amorti-

sierte Teil der jeweiligen Kredite mit neuen Krediten aufgefüllt wird, wirkt sich der Reple-

nishmenteffekt, gemessen anhand der Entwicklung der Erwartungswerte, relativ betrachtet, 

deutlich stärker aus.795 Das Diagramm rechts zeigt die Auswirkungen steigender Recovery 

Rates. Wie bei den Bonds entwickeln sich auch bei den Loans die Erwartungswerte mit 

wachsenden Recovery Rates lediglich unterproportional. Ursache ist erneut das Auffüllen 

des Portfolios um den wiedergewonnenen Kreditanteil im Falle eines Kreditausfalles, wo-

                                                           
793  Vgl. zur ceteris paribus Analyse des Replenishmenteffekts im Falle von endfälligen Darlehen (Bonds) 

Abschnitt 432. 
794  Beide Verteilungen basieren auf der Pfadsimulation. Vgl. dazu Abschnitt 382. 
795  Vgl. dazu auch Abb. 4-29. Während der Erwartungswert im Falle der Bonds durch die Replenishments 

um ca. 35 % steigt, beträgt die die Wachstumsrate bei den Loans ca. 75 %. 
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durch wachsende Recovery Rates durch die damit einhergehend zusätzlich aufgenomme-

nen Kreditrisiken zum Teil konterkariert werden. Obwohl dieser gegenläufige Effekt auf-

grund der im Mittel niedrigen Anzahl an Kreditausfällen ohnehin schon sehr gering aus-

fällt, wird er im Unterschied zu den Bonds im Falle der Loans durch die Tilgungszahlun-

gen insofern weiter abgeschwächt, dass sich die Recovery Rates mit zunehmender Trans-

aktionszeit auf regelmäßig abnehmende ausstehende Kreditvolumina beziehen. 

Ein Vergleich der erwarteten Verluste im Falle von Abzahlungsdarlehen mit Portfolio-

replenishments (vgl. Abb. 4-30, rechts) mit den erwarteten Verlusten im Falle von endfäl-

ligen Krediten ohne Portfolioreplenishments (vgl. Abb. 4-25, rechts) zeigt, dass die letzte-

ren unterhalb der ersteren liegen. Die Erklärung ist in den entgegengesetzt gerichteten Til-

gungs- und Replenishmenteffekten zu suchen. Während der Tilgungseffekt den erwarteten 

Verlust senkt (vgl. Abb. 4-28, rechts), erhöht der Replenishmenteffekt diesen wieder. Da 

die regelmäßigen Tilgungen jedoch einen größeren Einfluss als die Replenishments aus-

üben, folgt das genannte Ergebnis. Mit kürzer werdender gewichteter Restlaufzeit des Re-

ferenzportfolios dürfte jedoch der Replenishmenteffekt an Stärke zunehmen.796 

4323 Berücksichtigung von Replenishment-Triggern 
Aus Investorensicht begrenzen Replenishment-Trigger tendenziell die Höhe schlagend 

werdender Verluste aus Investitionen in einzelne ABS-Tranchen durch den Stopp der 

Replenishmentmaßnahmen beim Überschreiten bestimmter kritischer Verlustgrenzen. Aus 

der Sicht der Originatoren im Rahmen der Portfoliozusammenstellung eignen sich die 

Trigger zur Feinsteuerung der Portfolioverlustverteilung. 

In Abb. 4-31 ist für eine Recovery Rate von 0 % die Verlustverteilung des Referenzportfo-

lios ohne Replenishments (durchgezogene Linie) zwei Verlustverteilungen mit Replenish-

ments gegenübergestellt. Die Erste weist keinen Replenishment-Trigger auf (gepunktete 

Linie) wohingegen die Zweite mit einem Replenishment-Trigger i. H. v. 12 Mio. EUR 

(gestrichelte Linie) modelliert wurde. Es wird deutlich, dass die im Vergleich zum Nomi-

nalvolumen des Referenzportfolios von 1 Mrd. EUR relativ geringe Höhe des Triggers 

bereits einen erheblichen Einfluss auf die Lage und Form der Verlustverteilung aufweist. 

Der Erwartungswert mit Replenishments sinkt durch den Trigger um fast 20 % (vgl. Tab. 

4-16). Eine wachsende Höhe der kritischen Verlustgrenze führt zu einer zunehmend breite-

ren Verteilung bis diese vollständig der Verteilung ohne Trigger entspricht. Die Wirkung 

                                                           
796  Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 432. 



250 

des Triggers verschwindet. Mit sinkender Höhe des Triggers gewinnt dieser hingegen an 

Einfluss. Die Verlustverteilung nähert sich derjenigen ohne Replenishments an.797 
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Abb. 4-31:  Verlustverteilung des Referenzportfolios mit Replenishments und Replenish-
ment-Trigger im Vergleich 

Verlustverteilungen des Referenzportfolios mit und ohne Replenishments im Vergleich zur Verlustverteilung 
mit Replenishments sowie einem zusätzlichen Replenishment-Trigger. Die Kredite stellen Abzahlungsdarle-
hen dar (Loans). Der Risikohorizont beträgt 5 Jahre. Die Recovery Rate beträgt 0 %. Die Simulation basiert 
auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten nach STANDARD & POOR’S bei 250.000 
Simulationsschritten. 

Anhand von Tab. 4-16 wird deutlich, dass, relativ betrachtet, die Wirkung des Replenish-

ment-Triggers mit zunehmender Recovery Rate abnimmt. Fällt der Erwartungswert der 

Verluste bei einem Recovery-Szenario von 0 % durch die Einführung eines Triggers 

i. H. v. EUR 12 Mio. um ca. 20 %, ist bei einer durchschnittlichen Recovery Rate von 

54 % lediglich ein Rückgang um ca. 8 % zu beobachten. 

Recovery Rates 0 % 30 % 54 % 
Ohne Replenishments 23,24   99,37 16,27 69,56 10,69 45,71 
Mit Replenishments, Trigger = 12“ 32,87 103,68 24,56 74,57 17,26 49,93 
Mit Replenishments, Trigger = 24“ 36,89 107,75 27,06 77,59 18,48 54,04 
Mit Replenishments, Ohne Trigger 40,70 128,64 28,67 90,96 18,82 59,68 

Tab. 4-16:  Erwartungswerte und 1 %-Quantile der Verlustverteilung des Referenzportfoli-
os mit Replenishments und Replenishment-Trigger im Vergleich 

Vergleich der Erwartungswerte und 1 %-Quantile der Verlustverteilungen des Referenzportfolios für alterna-
tive Recovery Rates bei unterschiedlichen Replenishment-Triggern. Die Kredite stellen Abzahlungsdarlehen 
dar (Loans). Analysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die Simulation basiert auf den 
Credit Curves vom Typ B bei 250.000 Simulationsschritten. 

                                                           
797  Die Wirkung von Triggeränderungen könnte durch ein Delta gemessen werden, welches die Änderung 

einer Bezugsgröße bezogen auf die Änderung der Höhe des Triggers um eine Währungseinheit aufzeigt. 
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Sind Replenishments ohne Begrenzung zugelassen, können dem Referenzportfolio stets 

zusätzliche Kreditrisiken sowohl im Rahmen der Kreditamortisation als auch im Rahmen 

der Kreditwiedergewinnung bei Kreditausfällen hinzugefügt werden. Die resultierende 

Verlustverteilung wird dabei sowohl vom Recovery- als auch vom Replenishmenteffekt 

geprägt. Beide Effekte wirken einander entgegen. Da die Verstärkung des Replenishment-

effekts durch wachsende Recovery Rates verhältnismäßig gering ausfällt, kann sich die 

folgende Argumentation vorrangig an den Recovery Rates orientieren.798 Je höher die Re-

covery Rates ausfallen, desto unwahrscheinlicher ist es, dass die Portfolioverluste eine 

gegebene Grenze überschreiten. Wird ein im Verhältnis zum Nominalvolumen des Refe-

renzportfolios hoher Trigger eingeführt, ist es bei hohen Recovery Rates unwahrscheinlich, 

dass dieser Trigger erreicht wird. Der Einfluss des Triggers auf die Verlustverteilung ist 

marginal. Der Verlauf der Graphen in Abb. 4-32 fällt daher umso flacher aus, je höher die 

Recovery Rates sind. Erst ein hinreichend kleiner Trigger führt zu einer spürbaren Beein-

flussung der Verlustverteilung. Die erwarteten Portfolioverluste fallen merklich. Dabei ist 

der „kritische Trigger“ umso niedriger, je höher die Recovery Rate ist. Die Wahl des Trig-

gers kann demzufolge so erfolgen, dass dieser unter dem angenommenen Recovery-

Szenario kaum Einfluss auf die Verlustverteilung ausübt, aber bei einer durchschnittlichen 

Verschlechterung der Recovery Rates stark ansteigende Verluste weitgehend verhindert. 
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Abb. 4-32:  Replenishment-Trigger, Recovery Rate und erwarteter Portfolioverlust 
Der Erwartungswert der Verlustverteilung in Abhängigkeit der Höhe des Replenishment-Triggers für alterna-
tive Recovery Rates. Die Kredite stellen Abzahlungsdarlehen dar (Loans). Der Analysezeitpunkt entspricht 
dem Risikohorizont von 5 Jahren. Die Simulation basiert auf den Credit Curves vom Typ B. 

                                                           
798  Vgl. zur Wirkung der Recovery Rates auf die Replenishmentmaßnahmen auch die Ausführungen in den 

Abschnitten 422, 432 und 4322. 
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4324 Berücksichtigung stochastischer Recovery Rates 
Bisherige Analysen fanden ausnahmslos unter der Prämisse einer durchschnittlichen Reco-

very Rate statt. Aus diesem Grund konnte die Verlustverteilung eines einzelnen Kredits – 

zwischenzeitliche Tilgungszahlungen seien nicht betrachtet – lediglich bimodaler Natur 

sein. Entweder fiel der Kredit aus mit einem Verlust in Höhe des Kreditbetrags multipli-

ziert mit dem konstant angenommenen Verlustanteil oder er wurde termingerecht getilgt. 

Wird dagegen die Recovery Rate stochastisch gestaltet, sind beliebige Verlusthöhen bis hin 

zum Totalverlust denkbar. Es kommt zu einer Vergrößerung des Definitionsbereichs der 

Verlustverteilung des einzelnen Kredits. Auf Portfolioebene ist daher zu vermuten, dass 

die Annahme der Konstanz der Recovery Rate die Wahrscheinlichkeiten für hohe Verluste 

systematisch unterschätzt. Bei einer konstanten Recovery Rate von 30 % oder 54 % stellt 

der vollständige Verlust des Portfolionominalvolumens von 1 Mrd. EUR ein unmögliches 

Ereignis dar. Die Modellierung von stochastischen Recovery Rates auf dem Wertebereich 

[0,1] mit entsprechenden Erwartungswerten ordnet diesem Ereignis eine positive (wenn 

auch verschwindend geringe) Wahrscheinlichkeit zu. 

Für das modellierte Referenzportfolio führen stochastische Recovery Rates auf der Basis 

der Beta-Verteilung799 jedoch zu keinen wesentlichen Veränderungen der Verlustvertei-

lung. Insbesondere bleibt die Höhe der Standardabweichung der Recovery Rates weitge-

hend bedeutungslos. Als Ursache könnte die hohe Anzahl der Kredite im Referenzportfolio 

gesehen werden. Während die Recovery Rate des einen Kredites zufällig einen hohen Wert 

annimmt, wird der eintretende, verlusterhöhende Effekt regelmäßig durch die niedrige 

Ausprägung der Recovery Rate eines anderen Kredites konterkariert. 

Ein verändertes Bild könnte sich für positiv korrelierte Recovery Rates ergeben. Im einfa-

chen Unternehmenswertmodell kann dazu auf die stochastische Entwicklung des Wertes 

der kreditbesichernden Vermögensgegenstände abgestellt werden.800 Im vorliegenden Mo-

dell wäre – eine einfache Kapitalstruktur vorausgesetzt – vom Wert der Ausfallschranke im 

First-Passage-Zeitpunkt ausgehend, über den Prozess der Vermögensgegenstände, auf die 

Recovery Rate zu schließen. Um korrelierte, stochastische Recovery Rates zu gewährleis-

ten, wäre die Ausfallschranke selbst stochastisch zu gestalten.801 

                                                           
799  Vgl. Abschnitt 415. 
800  Vgl. A. Arvantis und J. Gregory (2004), Credit, S. 59-61. 
801  Ein Beispiel für die Verwendung stochastischer Ausfallschranken stellt das Modell CREDITGRADES™ 

der Institutionen DEUTSCHE BANK, GOLDMAN SACHS, J. P. MORGAN und RISKMETRICS GROUP dar. Vgl. 
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433 Verlustverteilungen in der Sensitivitäts- und Szenarioanalyse 
Als wesentliche Parameter für das Aussehen der Verlustverteilung des Referenzportfolios 

sind in Analogie zur Ereignisverteilung802 insbesondere die Lage und Form der Credit 

Curves anzusehen. Eine Verschiebung, Drehung oder Krümmungsänderung der Credit 

Curves nach oben führt ceteris paribus zu höheren Wahrscheinlichkeiten für einzelne und 

gemeinsame Kreditausfälle und demzufolge zu höheren Verlusten. Umgekehrt führt eine 

Verschiebung, Drehung oder Krümmungsänderung der Credit Curves nach unten ceteris 

paribus zu geringen Verlusten. Fraglich bleibt das Ausmaß etwaiger Veränderungen auf 

die Verlustverteilung des Referenzportfolios. 

In Analogie zur Vorgehensweise im Rahmen der Sensitivitäts- und Szenarioanalysen zur 

Ereignisverteilung soll dazu auf Worst-Case und Best-Case Credit Curves zurückgegriffen 

werden. Die Worst-Case und Best-Case Credit Curves basieren auf einer empirischen Da-

tenbasis, wodurch sichergestellt ist, dass sowohl die Größenordnungen der Änderungen 

über alle Ratingklassen hinweg als auch – mit Blick auf die Form der einzelnen Credit 

Curves – die Änderungsstrukturen der Realität entsprechen. Zur Kalkulation der Credit 

Curves dienen erneut 1-jährige Übergangsmatrizen. Die 1-jährigen Übergangsmatrizen 

basieren auf empirischen Beobachtungen von STANDARD & POOR’S auf der Grundlage sog. 

statischer Portfolien.803 Für den Best-Case wird erneut die Übergangsmatrix des Jahres 

1996 herangezogen. Für den Worst-Case wird wie zuvor auf die Übergangsmatrix des Jah-

res 2002 zurückgegriffen. Die konstruierten Credit Curves sind notwendigerweise vom 

Typ B, da lediglich einzelne Übergangsmatrizen in den Kalibrierungprozess eingeflossen 

sind.804 Ihre grafischen Darstellungen können der Abb. 4-18 (Best-Case) und der Abb. 

4-19 (Worst-Case) entnommen werden. 

Die Best- und Worst-Case Credit Curves gehen einher mit entsprechend geänderten Aus-

fallschranken KR gem. (3.32). Dabei wurden die Schranken erneut so gewählt, dass die 

Zeittransformation (3.26) den Risikohorizont tH=5 stets unberührt lässt (vgl. Tab. 4-11). 

Da sich mit den geänderten Credit Curves die Ausfallwahrscheinlichkeiten geändert haben, 

sind auch die Faktorsensitivitäten gem. (3.41) anzupassen. Zur Berechnung werden wie 

zuvor die 1-jährigen, ratingabhängigen Ausfallwahrscheinlichkeiten herangezogen (vgl. 

Tab. 4-12). 
                                                                                                                                                                                

dazu den entsprechenden Abschnitt des Technical Documents: C. Finger (2002), CG™ Technical Do-
cument, S. 6-9. 

802  Vgl. Abschnitt 423. 
803  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 13-15 (STANDARD & POOR’S Studie). 
804  Vgl. Abschnitt 322. 
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Abb. 4-33:  Verlustverteilung für Loans mit Replenishmentmaßnahmen und Replenishment-
Trigger in der Szenarioanalyse 

Vergleich der Verlustverteilungen des Referenzportfolios für die Credit Curves auf der Basis der histori-
schen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 
(Best-Case) und 2002 (Worst-Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Der Analyse-
zeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Der Replenishment-Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 

Die Sensitivitäts- und Szenarioanalyse soll an dieser Stelle auf Verlustverteilungen für 

Kredite mit Amortisationszahlungen (Loans) unter Berücksichtigung von Replenishment-

maßnahmen und einem Replenishment-Trigger begrenzt werden. Der verwendete Reple-

nishment-Trigger beträgt 12 Mio. EUR.805 Die Abb. 4-33 zeigt die resultierenden Häufig-

keitsverteilungen (angedeutete Histogramme) im Vergleich zu derjenigen unter Verwen-

dung der historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (gestrichelte Linie) 

basierend auf Simulationen mit 250.000 Simulationsläufen. Recoveries wurden zunächst 

nicht zugelassen.806 

Die Verteilung des Best-Case (durchgezogene Linie) ist erwartungsgemäß schmaler und 

konzentriert einen erheblichen Teil der Wahrscheinlichkeitsmasse auf geringe Verlusthö-

hen. Die Verteilung des Worst-Case (gepunktete Linie) fällt deutlich breiter aus. Trotz der 

Diversifikationseffekte aus der Portfoliobildung, ist bei einer Verschlechterung der kon-

junkturellen Lage mit erheblich höheren Verlusten zu rechnen. Insbesondere die Reple-

nishmentmaßnahmen verstärken die Auswirkungen überdurchschnittlich hoher Ausfall-

wahrscheinlichkeiten, da die gestiegenen Ausfallwahrscheinlichkeiten sich nicht nur auf 

das ursprüngliche Kreditportfolio, sondern auch auf die im Rahmen der Replenishment-

                                                           
805  Zum Einfluss des Replenishment-Triggers auf die Verlustverteilung siehe Abschnitt 4323. 
806  Abb. 4-21 zeigt die entsprechenden Ereignisverteilungen. 



255 

maßnahmen neu hinzugefügten Kredite auswirken. Der Replenishment-Trigger wirkt hin-

gegen verlustbegrenzend. Die dadurch eingeführte kritische Verlustgrenze wird im Falle 

einer gesamtwirtschaftlich bedingten, allgemeinen Erhöhung der Ausfallwahrscheinlich-

keiten, zeitlich betrachtet, tendenziell früher erreicht. Die Replenishmentmaßnahmen wä-

ren damit einzustellen, wodurch die Aufnahme neuer Kreditrisiken in das Referenzportfo-

lio unterbleibt. 

Horizont 5 Jahre 
Szenario 1996 Ø 1981-2002 2002 
 δ=0% δ=30% δ=54% δ=0% δ=30% δ=54% δ=0% δ=30% δ=54%
EW 9,29 6,54 4,30 32,89 24,52 17,23 56,68 43,33 32,08 
Q=5 % 29,69 21,03 13,87 70,14 50,85 35,33 108,58 79,44 55,52 
Q=1 % 52,35 36,44 24,26 104,18 74,03 50,25 149,56 107,44 72,88 

Tab. 4-17:  Erwartungswerte und Quantile der Verlustverteilung von Loans mit Replenish-
ments und Replenishment-Trigger in der Szenarioanalyse 

Erwartungswerte und Quantile der Verlustverteilung auf der Basis der historischen, durchschnittlichen 1-
Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 (Best-Case) und 2002 (Worst-
Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S für unterschiedliche Recovery Rates. Der Ana-
lysezeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Der Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 

Das Ausmaß der Unterschiede in den einzelnen Verlustverteilungen wird anhand der Ent-

wicklung der Erwartungswerte sowie der Quantile ersichtlich (Tab. 4-17). Vom „Normal-

fall“ ausgehend, kommt es beim Übergang zum Worst-Case über alle Recovery Rates hin-

weg zu einer annähernden Verdoppelung des erwarteten Portfolioverlusts. Dabei steigt der 

Erwartungswert relativ betrachtet umso stärker, je höher der Wert der Recovery Rate ist. 

Anhand des Referenzportfolios steigt der Erwartungswert im Falle von δ=0 % um den 

Faktor 1,72, während im Falle von δ=30 % ein Anstieg um den Faktor 1,77 zu verzeichnen 

ist. Für eine Recovery Rate von δ=54 % nimmt der Faktor sogar einen Wert von 1,86 an. 

Die Ursache besteht in der Auffüllung wiedergewonnener Kreditanteile im Falle von Kre-

ditausfällen durch zusätzliche Kreditrisiken. Je höher der wiedergewonnene Kreditanteil 

ist, je mehr Kreditrisiken können dem Portfolio neu hinzugefügt werden. In der Konse-

quenz steigt tendenziell die Anzahl der ausgefallenen Kredite mit wachsender Recovery 

Rate.807 Dieser, der positiven Wirkung von wachsenden Recovery Rates entgegengesetzt 

gerichtete Effekt, führt zur Erhöhung des Erwartungswertwachstumsfaktors. Dennoch führt 

insgesamt eine Erhöhung der Recovery Rate – auch, aber nicht nur, im Falle des Worst-

Case – zu einer tendenziellen Verringerung der Verluste. In Abb. 4-34 sind die Worst-

Case-Verlustverteilungen für verschiedene Recovery Rates abgetragen. Ein Vergleich mit 

Abb. 4-22 (Worst-Case-Ereignisverteilungen für verschiedene Recovery Rates) zeigt, dass 

                                                           
807  Vgl. auch Tab. 4-14 und Abb. 4-22. 
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eine Erhöhung der Recovery Rate zwar zu einer Veränderung der Ereignisverteilung mit 

tendenziell höheren Kreditausfallzahlen führt, die Verlustverteilung jedoch deutlich eine 

Verlagerung der Wahrscheinlichkeitsmasse hin zu geringeren Portfolioverlusten anzeigt. 
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Abb. 4-34:  Worst-Case-Verlustverteilungen für Loans mit Replenishments und Replenish-
ment-Trigger 

Vergleich der Verlustverteilungen des Referenzportfolios für die Credit Curves auf der Basis der histori-
schen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten sowie der 1-Jahres-Migrationsraten für die Jahre 1996 
(Best-Case) und 2002 (Worst-Case) (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. Der Analyse-
zeitpunkt entspricht dem Risikohorizont von 5 Jahren. Der Replenishment-Trigger beträgt 12 Mio. EUR. 

Die vergleichende Betrachtung der Erwartungswerte des Best-Case zeigt, dass die Werte 

ca. um den Faktor drei bis vier sinken. Auch hier gilt, dass die relative Änderung umso 

stärker ausfällt, je höher die Recovery Rate ist.808  

Die Informationen über die Sensitivität der Quantilswerte bezüglich der Lage- und Form-

änderung der Credit Curves sind hilfreich, wenn eine Entscheidung hinsichtlich der Tran-

chierung des Referenzportfolios im Rahmen einer CDO-Transaktion erfolgen soll. Insbe-

sondere für die Wahl der Wertuntergrenze einer Super-Senior-Tranche unter Berücksichti-

gung von Stress-Szenarios sind derartige Sensitivitätsüberlegungen von Interesse. Die Er-

gebnisse legen zwar nahe, dass, relativ betrachtet, die Quantile gegenüber den Erwar-

tungswerten einen höheren Grad an Wertstabilität aufweisen. Dennoch wird deutlich, dass 

bei einer gegebenen Zielausfallwahrscheinlichkeit der Super-Senior-Tranche ihre Wertun-

tergrenze gegenüber der des gesamtwirtschaftlichen „Normalfalles“ um ca. 25 bis 30 % 

nach oben verschoben werden muss, soll die Tranche gestressten Szenarios standhalten. 

                                                           
808  Für δ=0 %, δ=30 % und δ=54 % betragen die Faktoren 3.54, 3.75 und 4.00. 
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5 Transaktionsbezogene Modellanwendung zur Kreditrisikomessung und Bewer-
tung von synthetischen CDOs 

In diesem Abschnitt soll das Kreditrisiko von CDO-Tranchen auf der Basis der Verlustver-

teilungen des Referenzportfolios der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion der KfW be-

trachtet werden. Zugrunde gelegt werden dazu die Tranchengrenzen gemäß dem INFORMA-

TION MEMORANDUM der DRESDNER BANK.809 Ausgewertet werden die Verlustverteilungen 

der Tranchen sowie die zugehörigen Kennzahlen PD (Probability of Default), EL (Expec-

ted Loss) und LGD (Loss Given Default). Da die Verlustverteilungen der Tranchen auf der 

Basis des semi-analytisch rechenbaren Modellansatzes frei von Simulationsfehlern ermit-

telt werden können, sollen die Analysen zunächst vorwiegend und exemplarisch unter 

Verwendung der Verlustverteilung des Referenzportfolios aus Abschnitt 431 vorgenom-

men werden. Annahmegemäß besteht das Referenzportfolio dabei aus endfälligen Kredi-

ten, wobei keinerlei Portfolioreplenishments Berücksichtigung finden: 

 

Abb. 5-1:  Vorgehensweise zur Ermittlung des Kreditrisikos von CDO-Tranchen 

Gegenüberstellend erfolgt im Anschluss eine knappe Darstellung der Verlustverteilungen 

der Tranchen zusammen mit den zugehörigen Kennzahlen PD und EL unter Berücksichti-

gung von Tilgungszahlungen sowie Portfolioreplenishments. Dazu wird auf die simulativ 

ermittelte Verlustverteilung des Referenzportfolios aus Abschnitt 4323 zurückgegriffen. 

Da die Simulation die Auswertung der zeitlichen Struktur der Ausfallereignisse erlaubt, 

soll in ausführlicherer Form das Instrument der begrenzten Zinsunterbeteiligung quantita-

tiv analysiert werden. Der verbleibende Teil des Abschnitts befasst sich eingehend mit 

Fragen der Duplikation und der arbitragefreien Bewertung von CDOs. 

                                                           
809  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 21, Abschnitt 1.1. Siehe auch 

Tab. 5-1. 

Verlustverteilung 

Auf der Basis des semi-analytisch rechen-
baren Modellansatzes  

Auf der Basis der zeitraumbezogenen 
(pfadabhängigen) Monte Carlo Simulation

Tranchenverlustverteilungen 

• endfällige Kredite 
• keine Portfolioreplenishments 

• Abzahlungsdarlehen 
• mit Portfolioreplenishments 
• mit Replenishment-Trigger 

PD, EL, LGD 

Recoveryverteilungen 

Tranchenverlustverteilungen 

PD, EL 

FLP und Zinsunterbeteiligung 
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51 Kreditrisikomessung einzelner Tranchen synthetischer CDO-Strukturen 
511 Tranchenverlustverteilungen und tranchenverlustverteilungsbasierte Kenn-

zahlen auf der Basis des semi-analytischen Modells 
5111 Tranchenausfallwahrscheinlichkeiten 
Das Referenzportfolio, bestehend aus N Krediten mit den Nominalwerten Di für i=1,…,N, 

wird in J Tranchen mit den Schwellenwerten 0=υ1<υ2<…<υJ+1=∑Di aufgeteilt:810 

( 1 1 2 1
1

, 1, , ;0
N

j j j J i
i

Tr mit j J Dυ υ υ υ υ+ +
=

= = = < < < = ∑… … . (5.1) 

Der untere Schwellenwert wird gelegentlich als Credit Enhancement Level und die Diffe-

renz zum oberen Schwellenwert als Tranchenstärke bezeichnet.811 Ggf. können das Credit 

Enhancement Level und die Tranchenstärke auf das Intervall [0,1] normiert werden.812 

Dem Prinzip der Subordination folgend, können die Verluste der einzelnen Tranchen LTr,j 

als Funktion der Portfolioverluste LRP formuliert werden:813 

( )( ), 1min max 0, , 1, ,Tr j RP j j jL L j Jυ υ υ+= − − ∀ = … .814 (5.2) 

Das Maximum in (5.2) stellt sicher, dass ausschließlich Verluste zugeordnet werden, die 

oberhalb des Schwellenwertes υj liegen. Das Minimum bewirkt, dass die allokierten Ver-

luste maximal der Tranchenstärke (υj+1-υj) entsprechen. 

Im Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC Transaktion wurde das Referenzportfolio in J=7 

Tranchen mit den Schwellenwerten 

Schwelle υ1 υ2 υ3 υ4 υ5 υ6 υ7 υ8 
Wert 0 47,50 57,50 84,00 95,00 105,00 105,25 1.000,00 

Tab. 5-1:  Schwellenwerte der PROMISE-K 2001-1 Plc-Transaktion in Mio. EUR 

eingeteilt. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass einer Tranche j ein Verlust LTr,j>0 zuzuord-

nen ist, wird als Tranchenausfallwahrscheinlichkeit bezeichnet und beträgt: 

, ,1 Pr 1, ,TR j RP j TR jp L PD j Jυ = − ≤ = ∀ =  … . (5.3) 

Auf der Basis der (wahrscheinlichkeits)erzeugenden Funktion GLRP(z) lässt sich die Wahr-

scheinlichkeit Pr[LRP≤υj] durch Addition der entsprechenden Koeffizienten ermitteln: 

                                                           
810  Vgl. J. Gregory und J.-P. Laurent (2004), Beste Überlebenschancen, S. 35 f. 
811  Vgl. BCBS (2002), 2nd Working paper on securitisation, S. 4, Abs. 12. 
812  Vgl. hierzu und zum Folgenden C. Bluhm (2003), CDO modeling, S. 25. 
813  Zur Vereinfachung der Notation wird zunächst auf einen Zeitindex verzichtet. 
814  Einer alternativen Formulierung unter Berücksichtigung von Indikatoren bedienen sich J. Gregory und 

J.-P. Laurent (2004), Beste Überlebenschancen, S. 36. 
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Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die gesamte Tranche j ausfällt, d. h. LTr,j=υj+1-υj, sei als 

totale Ausfallwahrscheinlichkeit bezeichnet: 

( )1 1

1 1

1 , 1
1Pr

0!

J J
RP

RP

j j

l
L

RP j L ll
l l

d G z
L c

zl dz

υ υ

υ υ

υ
+ +

+ +

+ +
= =

 ≥ = =  =∑ ∑ . (5.5) 

 Tranche 47,50 10,00 26,50 11,00 10,00 0,25 895,75 
δ  Risikohorizont: 1 Jahr 

PD 99,61 % 3,49 % 2,02 % 0,55 % 0,33 % 0,22 % 0,21 % 
EL 26,28 % 2,68 % 1,11 % 0,43 % 0,27 % 0,21 % 0,01 % 0 % 

LGD 26,38 % 76,80 % 55,05 % 78,79 % 81,04 % 99,47 % 2,79 % 
PD 99,61 % 1,18 % 0,60 % 0,12 % 0,06 % 0,04 % 0,04 % 
EL 19,03 % 0,85 % 0,29 % 0,09 % 0,05 % 0,04 % 0 % 30 % 

LGD 19,10 % 72,05 % 48,29 % 74,08 % 76,70 % 99,19 % 2,14 % 
PD 99,61 % 0,23 % 0,09 % 0,01 % 0 % 0 % 0 % 
EL 12,70 % 0,15 % 0,04 % 0,01 % 0 % 0 % 0 % 54 % 

LGD 12,75 % 65,58 % 39,88 % 66,90 % 69,20 % 96,44 % 1,42 % 
  Risikohorizont: 5 Jahre 

PD 99,99 % 36,11 % 25,42 % 9,54 % 6,28 % 4,29 % 4,25 % 
EL 72,55 % 30,50 % 16,27 % 7,80 % 5,23 % 4,27 % 0,12 % 0 % 

LGD 72,55 % 84,47 % 64,02 % 81,80 % 83,16 % 99,54 % 2,89 % 
PD 99,99% 17,44 % 10,23 % 2,41 % 1,31 % 0,75 % 0,74 % 
EL 58,52 % 13,52 % 5,43 % 1,81 % 1,01 % 0, 75 % 0,01 % 30 % 

LGD 58,52 % 77,60 % 53,03 % 74,98 % 76,78 % 99,33 % 1,99 % 
PD 99,99 % 4,58 % 1,99 % 0,21 % 0,08 % 0,03 % 0,03 % 
EL 41,77 % 3,11 % 0,79 % 0,14 % 0,05 % 0,03 % 0 % 54 % 

LGD 41,77 % 67,84 % 39,97 % 64,72 % 66,78 % 98,77 % 1,24 % 
Tab. 5-2:  Ausfallwahrscheinlichkeiten (PD), Erwartete Verluste (EL) und Erwartete Ver-

luste im Falle eines Ausfalles (LGD) der PROMISE-K 2001-1 PLC-Tranchen ohne 
Replenishments auf der Basis des semi-analytischen Modells 

Ausfallwahrscheinlichkeiten und erwartete Verluste der einzelnen Tranchen der PROMISE-K 2001-1 Plc-
Transaktion für die Risikohorizonte von 1 und 5 Jahren sowie die Recovery Rates von 0 %, 30 % und 54 %. 
Die Kredite sind endfällig (Bonds). Die Rechnungen basieren auf den semi-analytisch ermittelten Verlustver-
teilungen des Referenzportfolios. 

Die Ausfallwahrscheinlichkeiten der Tranchen sind für die Risikohorizonte tH=1 und tH=5 

sowie für die Recovery Rates δ=0 %, 30 % und 54 % in Tab. 5-2 eingetragen. Da 

1 1 1Pr 1 Pr 1 Pr 1, , 1RP j RP j RP jL L L j Jυ υ υ+ + +     ≥ = − < ≈ − ≤ ∀ = −      … , (5.6) 

                                                           
815  Annahmegemäß sei υjєN. 
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sind die totalen Ausfallwahrscheinlichkeiten nicht separat erfasst, sondern können durch 

die Ausfallwahrscheinlichkeiten der jeweils nachfolgenden Tranche approximiert werden. 

5112 Erwartete Tranchenverluste 
Für die Zufallsvariablen LTr,j lassen sich eine Wahrscheinlichkeitsfunktion und eine Vertei-

lungsfunktion angeben. Bei der Ermittlung der Wahrscheinlichkeitsfunktion ist zu beach-

ten, dass – insbesondere bei den Mezzanine-Tranchen – eine erhebliche Wahrscheinlich-

keitsmasse auf den Rändern LTr,j=0 und LTr, j=υj+1-υj (100 %) liegt: 

1
,

1 1

Pr 0,

Pr 1, , 1,
Pr

Pr ,

0 .

RP j

RP j j j
Tr j

RP j j j

L für l

L l für l
L l

L für l

sonst

υ

υ υ υ

υ υ υ

+

+ +

  ≤ = 
  = + = − −   = =  
  ≥ = − 


…
 (5.7) 
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Abb. 5-2:  Verlustverteilungen einzelner Tranchen ohne Replenishments 
Verlustverteilungen des First Loss Piece (0;47,5 Mio. EUR] und der dritten Tranche (57,5;84 Mio. EUR]. 
Die Recovery Rate beträgt 0 %. Die Rechnungen basieren auf der semi-analytisch ermittelten Verlustvertei-
lung des Referenzportfolios für den Risikohorizont von tH=5. 

Abb. 5-2 zeigt die relativen Verlusthäufigkeiten für das First Loss Piece (FLP) und der 

dritten Tranche auf der Basis einer Punktsimulation mit 10.000 Versuchen sowie die ent-

sprechenden Wahrscheinlichkeitsfunktionen816 auf der Basis der erzeugenden Funktion 

zusammen mit den erwarteten Verlusten (EL) und den auf das Ausfallereignis bedingten 

erwarteten Verlusten (LGD). Auffällig sind die Wahrscheinlichkeitskonzentrationen an 

                                                           
816  Obwohl die Verlustverteilung diskret ist und eine Wahrscheinlichkeitsfunktion besitzt, wurde im Dia-

gramm wegen der hohen Kreditanzahl die Wahrscheinlichkeitsfunktion graphisch durch eine Dichte-
funktion approximiert. Alternativ wäre von einer verstetigten Wahrscheinlichkeitsfunktion zu sprechen. 
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den Tranchenschwellen. Sie beeinflussen maßgeblich die Lage des EL. Zur Ermittlung des 

erwarteten Verlustes kann auf das Verlustprofil (5.2) zurückgegriffen werden. In Abb. 5-3 

sind zur Veranschaulichung die Verlustverteilung des Referenzportfolios zusammen mit 

dem Verlustprofil der interessierenden Tranche in ein Diagramm eingezeichnet. Man erhält 

den erwarteten Tranchenverlust durch die Summe der Verlustausprägungen, gewichtet mit 

den Werten der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Verlustverteilung respektive den Koeffi-

zienten der (wahrscheinlichkeits)erzeugenden Funktion des Referenzportfolios: 
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Abb. 5-3:  Verlustprofil und erwarteter Verlust einer Tranche817 
Verlustverteilungen des Referenzportfolios (verstetigt) für eine Recovery Rate von 0 % sowie das Verlust-
profil der dritten Tranche (57,5;84 Mio. EUR]. Die Rechnungen basieren auf der semi-analytisch ermittelten 
Verlustverteilung des Referenzportfolios für den Risikohorizont tH=5. 

Die erwarteten Verluste aller Tranchen für die Risikohorizonte tH=1 und tH=5 sowie den 

Recovery Rates δ=0, 30, 54 % enthält Tab. 5-2. Wenig überraschend ist, dass in der Er-

wartung große Teile des FLPs über den Zeitraum der Transaktion hinweg ausfallen. Selbst 

bei optimistischen Recovery-Annahmen von δ=54 % liegt der EL bei 41,77 %. Durch das 

Prinzip der Subordination fallen die erwarteten Verluste der Mezzanine-Tranchen deutlich 

geringer aus. Sie reagieren jedoch höchst sensitiv auf Änderungen der Recovery Rate. Bei 

Tranche 3 schwankt der erwartete Verlust für tH=5 zwischen 0,79 % (δ=54 %) und 16,27 

% (δ=0 %). Ursache ist die Verschiebung von Wahrscheinlichkeitsmasse auf das linke 

Verteilungsende (vgl. Abb. 5-4) mit zunehmenden Wiedergewinnungsraten: 
                                                           
817  Die Darstellung ist entworfen nach C. Bluhm (2003), CDO modeling, S. 26, Figure 10. 
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Abb. 5-4:  Verlustverteilungen einzelner Tranchen für verschiedene Recovery Rates ohne 
Replenishments 

Verlustverteilungen des FLPs (0;47,5 Mio. EUR] und der dritten Tranche (57,5;84 Mio. EUR]. Die Recovery 
Rates betragen 0 %, 30 % und 54 %. Die Kredite sind endfällig (Bonds). Die Rechnungen basieren auf der 
semi-analytisch ermittelten Verlustverteilung des Referenzportfolios für den Risikohorizont tH=5. 

Graphisches Abtragen der erwarteten Verlustraten gegen die Recovery Rate δ belegt, dass 

den Schätzungen der Wiedergewinnung eine hohe Bedeutung bei der Quantifizierung des 

Kreditrisikogehaltes der Mezzanine-Tranchen (gemessen per EL) zukommt: 
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Abb. 5-5:  Erwartete Verlustraten der Mezzanine-Tranchen in Abhängigkeit von der Re-
covery Rate 

Erwartete Verluste der Mezzanine-Tranchen für Recovery Rates zwischen 0 % und 60 %. Die Rechnungen 
basieren auf der semi-analytisch ermittelten Verlustverteilung des Referenzportfolios für den Risikohorizont 
tH=5. 
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5113 Erwartete Tranchenverluste im Falle eines Tranchenausfalls 
Bei Kenntnis des erwarteten Tranchenverlustes (5.8) und der Tranchenausfallwahrschein-

lichkeit (5.3) kann auf den Erwarteten Verlust, bedingt auf das Ausfallereignis, d. h. den 

Loss Given Default (LGD), geschlossen werden: 

( ),,
,

, ,

1, ,Tr jTr j
Tr j

Tr j TR j

E LEL
LGD j J

PD p
= = ∀ = … . (5.9) 

Für das FLP sind der EL und der LGD aufgrund des nahezu sicheren Ausfallereignisses 

näherungsweise identisch. Für die übrigen Tranchen fallen diese beiden Größen jedoch 

auseinander (Abb. 5-2). Insbesondere wird – wie Tab. 5-2 zeigt – deutlich, dass tendenziell 

der LGD (in %) mit abnehmender Tranchenstärke steigt. Im Extremfall wäre eine Tranche 

lediglich eine einzige Währungseinheit breit. Käme es zum Ausfallereignis, wäre sofort die 

gesamte Tranche betroffen. Der LGD betrüge 100 %.818 
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Abb. 5-6:  Abhängigkeit des EL und des LGD von der Tranchenstärke 
Abhängigkeit des erwarteten Verlustes (EL) und des auf das Ausfallereignis bedingten erwarteten Verlustes 
(LGD) von der Tranchenstärke am Beispiel der dritten Tranche (57,5;84 Mio. EUR]. Das Credit Enhance-
ment Level ist mit 57,5 Mio. EUR konstant. Die Tranchenstärke wird sukzessiv von 1 Mio. EUR auf 192 
Mio. EUR erhöht. Die Recovery Rate beträgt 0 %. Die Rechnungen basieren auf der semi-analytisch ermit-
telten Verlustverteilung des Referenzportfolios für den Risikohorizont tH=5. 

Wird ceteris paribus die Tranchenstärke erhöht, nimmt der LGD (in %) kontinuierlich ab. 

Dies wird deutlich, wenn man berücksichtigt, dass bei unverändertem Credit Enhancement 

Level und folglich unveränderter Tranchenausfallwahrscheinlichkeit mit zunehmender 

Tranchenstärke gem. (5.7) immer weniger Wahrscheinlichkeitsmasse auf der rechten Tran-

                                                           
818  Vgl. auch C. Bluhm (2003), CDO modeling, S. 27. 
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chenschwelle (resp. Totalverlust) liegt. Die abnehmende Wahrscheinlichkeitskonzentration 

auf der rechten Tranchenschwelle führt – relativ betrachtet (in %) – zu einer Verlagerung 

des ELs und somit des LGDs hin zur linken Tranchenschwelle (resp. Verlustfreiheit). 

In Abb. 5-6 ist dies anhand der dritten Tranche Tr3=(57,5; 84,0 Mio. EUR] für eine Reco-

very Rate von δ=0 % verdeutlicht. Das Credit Enhancement Level wird mit 57,5 Mio. EUR 

konstant gehalten. Die Tranchenstärke wird zwischen 1 und 192 Mio. EUR variiert. Bei 

geringen Tranchenstärken streben der EL und der LGD absolut betrachtet gegen null. Da 

im Falle des Ausfallereignisses die gesamte Tranche betroffen wäre, liegt der LGD relativ 

betrachtet jedoch bei 100 %. Der EL (in %) nimmt für diesen Fall den Wert der Ausfall-

wahrscheinlichkeit pTr,3=25,42 % an (vgl. Tab. 5-2). Absolut (in EUR) steigen mit zuneh-

mender Tranchenstärke sowohl der EL als auch der LGD kontinuierlich an. Da stets pTr≤1 

gilt, liegt der EL stets unterhalb des LGD. Für den maximalen rechten Schwellenwert von 

1 Mrd. EUR nehmen der EL bzw. der LGD die Maximalwerte von 6,8 Mio. EUR bzw. 26,8 

Mio. EUR an. Relativ betrachtet (in %) fallen jedoch EL und LGD. Für den maximalen 

Schwellenwert nehmen die beiden Größen schließlich die Werte 0,07 % und 2,8 % an. 

Die eingezeichneten Senkrechten markieren die Tranchengröße mit den zugehörigen (be-

dingten) erwarteten Verlusten im Rahmen der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion. 

Aus der Sicht eines Investors hängt folglich das Risiko der Investition in eine Tranche 

nicht nur vom Subordination Level, respektive dem Credit Enhancement Level, und somit 

der Ausfallwahrscheinlichkeit ab, sondern in wesentlichem Maße von der Tranchenstärke. 

Bei geringen Tranchenstärken verliert der Investor im Falle eines Ausfalls mit hoher Si-

cherheit einen Großteil seines investierten Kapitals. Würde der Investor in eine stärkere 

Tranche – ggf. mit näherungsweise identischer Ausfallwahrscheinlichkeit – investieren, 

könnte der Investor dagegen immer noch mit einer teilweisen Rückzahlung des eingesetz-

ten Kapitals rechnen. 

Die Aufsichtsbehörden haben die Problematik erkannt und werden im Rahmen der NEUEN 

BASLER EIGENKAPITALVERORDNUNG (Basel II) im Rahmen des sog. Supervisory Formula 

Approaches (SFA) die Unterlegung von kreditrisikobehafteten ABS-Investitionen in Ab-

hängigkeit von der Tranchenstärke gestalten.819 

                                                           
819  Vgl. allgemein zur Unterlegung von ABS-Investitionen S. Jortzik und B. Müller (2002), Kreditrisiko-

minderungstechniken und Kreditderivate, S. 41-43 u. 65. Für die Supervisory Formula siehe BCBS 
(2002), 2nd Working paper on securitisation, S. 7-9, Abs. 36-40 u. S. 34-36, Abs. 573-581. 
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5114 Tranchenrecovery Rates und Tranchenrecoveryverteilungen 
Der LGD der einzelnen Tranchen gem. (5.9) kann alternativ aus den zugehörigen Recove-

ryverteilungen ermittelt werden. Die Recoveryverteilungen vermitteln einem ABS-Investor 

ein aufschlussreiches und – gegenüber der komprimierten Kennzahl des LGD – detaillier-

teres Bild über seine finanzielle Position im unwahrscheinlichen Fall eines Tranchenaus-

falls. Dabei wird unter der Recovery Rate einer Tranche der Anteil des zurückgezahlten 

Nominalwertes im Falle eines Defaults verstanden: 
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Während bei Krediten die Recovery Rates i. d. R. vom Ausgang der Insolvenzverfahren 

abhängen, sind diese im Falle von ABS-Tranchen gem. (5.10) als Funktion in Abhängig-

keit der Tranchenverluste LTr,j und somit als Funktion der Verluste des Referenzportfolios 

LRP zu verstehen. Da die Tranchenverluste aus der Sicht des Modellierungszeitpunkts t0 

(diskrete) Zufallsvariablen darstellen, gilt dies auch für die Recovery Rates. Die Verteilung 

der Recovery Rate einer Tranche j sei als Recoveryverteilung dieser Tranche bezeichnet: 
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Die Recoveryverteilungen sind bedingte Verteilungen. Anders als bei Recoveryverteilun-

gen von Krediten (vgl. Abb. 5-7), liegt hier ein erheblicher Teil der Wahrscheinlichkeits-

masse auf der Recovery Rate von null. Die fragliche Wahrscheinlichkeitsmasse ergibt sich 

dabei aus dem Quotienten der totalen Tranchenausfallwahrscheinlichkeit820, d. h. der Flä-

che unterhalb der Verlustverteilung des Referenzportfolios und rechts von der rechten 

Tranchengrenze υj+1, und der Tranchenausfallwahrscheinlichkeit, d. h. der Fläche unterhalb 

der Verlustverteilung des Referenzportfolios und rechts von der linken Tranchengrenze υj. 

Lediglich wenn die Lage und/oder Stärke einer Tranche zu einer totalen Ausfallwahr-

scheinlichkeit von null führt, d. h. Pr[LRP≥υj+1]=0, verschwindet auch die Wahrscheinlich-

keit für eine Recovery Rate von null. Dadurch können Investments in ABS-Tranchen ge-

                                                           
820  Vgl. Abschnitt 5111, Gleichung (5.5). 
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genüber Investments in einzelne Kredite trotz identischer Ausfallwahrscheinlichkeit einen 

höheren Risikogehalt aufweisen. Selbst bei ähnlichen LGDs und folglich ähnlichen ELs 

sollte sich der Investor darüber bewusst sein, dass die Wahrscheinlichkeitsmasse in unter-

schiedlicher Weise auf den Definitionsbereich der Recovery Rates verteilt ist: 
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Abb. 5-7:  Recoveryverteilungen von ABS-Tranchen und Krediten im Vergleich 
Recoveryverteilung des FLPs und der dritten Tranche (57,5;84 Mio. EUR] sowie die Erwartungswerte 
(links). Die Rechnungen basieren auf der semi-analytisch ermittelten Verlustverteilung des Referenzportfoli-
os für den Risikohorizont tH=5. Die Recovery Rate der Kredite beträgt dabei 0 %. Die Recoveryverteilungen 
für Kredite (rechts) sind entworfen nach JPMorgan (1997), CM™ Technical Document, S. 78 u. 80. Dabei 
wurden Betaverteilungen an Erwartungswerte und Varianzen angepasst. 

In Abb. 5-7 links sind die Recoveryverteilungen für das First Loss Piece und die dritte 

Tranche (57,5;84 Mio. EUR] abgetragen. Während die Recoveryverteilung des FLPs eine 

Hügelform aufweist und wegen der Pufferfunktion für die Mezzanine- und Senior-

Tranchen dem Wert δTr,FLP=100 % keinerlei Wahrscheinlichkeitsmasse zuweist, zeigt die 

Recoveryverteilung der Mezzanine-Tranche einen leicht progressiv steigenden Verlauf. 

Diese Form ist typisch für alle Mezzanine-Tranchen. Ursache ist der leicht degressiv fal-

lende Verlauf der Verlustverteilung des Referenzportfolios in diesem Bereich (vgl. Abb. 

5-3). Rechts sind vergleichsweise Recoveryverteilungen von Krediten verschiedener Vor- 

und Nachrangigkeit zu sehen. Dazu wurden an empirisch ermittelte Erwartungswerte und 

Varianzen von Recovery Rates821 entsprechende Beta-Verteilungen822 angepasst. Anders 
                                                           
821  Vgl. JPMorgan (1997), CM™ Technical Document, S. 78. 
822  Ein großer Vorteil der Beta-Verteilung ist die flexible Form und vollständige Charakterisierung durch 

den Erwartungswert und die Varianz. Vgl. G. Lehmann (2002), Statistik, S. 155-160. Der Vorteil der 
Flexibilität der Beta-Verteilung erweist sich jedoch als nachteilig, wenn alternatives Datenmaterial ande-
rer empirischer Studien herangezogen wird. Geringfügige Änderungen des Erwartungswertes und der 
Varianz können für dieselben Kreditarten vollkommen verschiedene Dichteformen ergeben. Siehe bspw. 
die empirischen Untersuchungen von K. VandeCastle, D. Keisman und R. Yang (2001), Insights into re-
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als bei den Recoveryverteilungen der ABS-Tranchen befindet sich keine Wahrscheinlich-

keitsmasse auf der Stelle δi=0 %. Es ist vielmehr wahrscheinlich, dass im Rahmen der 

Kreditabwicklung zumindest ein Teil der ausgefallenen Schuld wiedergewonnen werden 

kann. Neben der fehlenden Punktmasse ist insbesondere die abweichende Form der Dich-

ten im Vergleich zu denen der Mezzanine-Tranchen auffallend. Die Dichtefunktionen 

wachsen nicht monoton in Abhängigkeit der Recovery Rate wie diejenigen der Mezzanine-

Tranchen. Vielmehr befindet sich ein Großteil der Wahrscheinlichkeitsmasse im mittleren 

Abschnitt des Definitionsbereichs [0,1]. Bei den Mezzanine-Tranchen liegt hingegen unter 

Berücksichtigung der Punktmasse eine Konzentration in den Randbereichen vor. 

In Abb. 5-7 links sind ebenfalls die Erwartungswerte der Recoveryverteilungen abgetra-

gen. Sie korrespondieren mit den LGDs in Tab. 5-2. Es gilt: 

( ), ,1Tr j Tr jLGD E δ= − . (5.12) 
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Abb. 5-8:  Einfluss des Credit Enhancement Levels auf die Recoveryverteilung 
Recoveryverteilung einer Tranche mit einer Stärke von 10 Mio. EUR für verschiedene Credit Enhancement 
Level. Die Rechnungen basieren auf den semi-analytisch ermittelten Verlustverteilungen des Referenzportfo-
lios für die Risikohorizonte von tH=1 (links) und tH=5 (rechts). Die Recovery Rate beträgt 0 %. Eingezeich-
net sind ebenfalls die Erwartungswerte für die Credit Enhancement Level von 47,5 und 107,5 Mio. EUR. 

Schließlich soll die Wirkung einzelner Einflussfaktoren auf die Form der Recoveryvertei-

lungen der CDO-Tranchen analysiert werden. Zu untersuchen sind insbesondere Auswir-

kungen bzgl. der Höhe des Credit Enhancement Levels sowie der Tranchenstärke. In Abb. 

5-8 sind die Recoveryverteilungen für eine Tranche mit einer Tranchestärke von 10 Mio. 
                                                                                                                                                                                

coveries, S. 81-86; R. Bos (2003), Initial trading price: Poor recovery indicator, S. 63-66 (STANDARD & 
POOR’S Studien). 
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EUR (1 %) für alternative Credit Enhancement Level zu sehen. Dabei wurde links die Ver-

lustverteilung des Referenzportfolios für den Risikohorizont von tH=1 und rechts diejenige 

für den Risikohorizont von tH=5 zugrunde gelegt. Während sich die Recoveryverteilung 

links für wachsende Credit Enhancement Level nach unten verschiebt und die Punktmasse 

auf δTr=0 % zunimmt, ist rechts das Gegenteil zu beobachten. Der Erwartungswert im lin-

ken Diagramm fällt, während derjenige im rechten Diagramm steigt.823 Der gegenläufige 

Effekt ist möglich, weil die Recoveryverteilung eine bedingte Verteilung ist. Ihre Wahr-

scheinlichkeitswerte ergeben sich gem. (5.11) stets als Quotient zweier Wahrscheinlichkei-

ten. Mit wachsendem Credit Enhancement Level sinken zwar sowohl der Nenner als auch 

der Zähler, der Bruch selbst kann jedoch in Abhängigkeit der relativen Entwicklung des 

Zählers und des Nenners zueinander fallen als auch steigen. 
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Abb. 5-9:  Einfluss der Tranchenstärke auf die Recoveryverteilung 
Recoveryverteilung einer Tranche mit einem Credit Enhancement Level von 47,5 Mio. EUR für verschiede-
ne Tranchenstärken. Die Rechnungen basieren auf der semi-analytisch ermittelten Verlustverteilung des 
Referenzportfolios für den Risikohorizont von tH=5. Die Recovery Rate beträgt 0 %. Eingezeichnet sind 
ebenfalls die Erwartungswerte für die Tranchenstärken 10, 20, 30 und 50 Mio. EUR. 

Ein eindeutiges Bild ergibt sich hingegen bei der Betrachtung alternativer Tranchenstär-

ken. In Abb. 5-9 sind die Recoveryverteilungen für eine Tranche mit einem Credit Enhan-

cement Level von 47,5 Mio. EUR für alternative Tranchenstärken für den Risikohorizont  

tH=5 zu sehen. Mit zunehmender Tranchestärke verringert sich kontinuierlich die Punkt-
                                                           
823  Entgegengesetzt verhalten sich die LGDs. Zu sehen ist dies anhand der LGDs der Tranchen 2 und 5 in 

Tab. 5-2. Beide Tranchen weisen eine Tranchenstärke von 10 Mio. EUR auf. Das Credit Enhancement 
Level der zweiten Tranche beträgt 47,5 Mio. EUR während das Credit Enhancement Level der fünften 
Tranche 96 Mio. EUR beträgt. Für den Risikohorizont von einem Jahr fällt der LGD der Tranche 5 in 
entgegengesetzter Richtung zur Entwicklung der Erwartungswerte der Recovery Rates höher aus als der-
jenige der Tranche 2. Für den Risikohorizont von fünf Jahren ergibt sich das umgekehrte Bild. 
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masse auf δTr=0 %. Gleichzeitig verschiebt sich die verstetigte Wahrscheinlichkeitsfunkti-

on (Dichtefunktion) für δTr>0 % zunächst nach oben. Mit weiter zunehmender Tranchen-

stärke gleicht die Veränderung zunehmend einer Drehung. Stieg der Ordinatenabschnitt 

anfangs, beginnt dieser nun zu fallen. Da die Ausfallwahrscheinlichkeit und somit der 

Nenner in (5.11) wegen des unveränderten Credit Enhancement Levels diesmal unverän-

dert bleibt, ist die Ursache alleine im Zähler zu suchen. Mit zunehmender Tranchenstärke 

fällt kontinuierlich die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die schlagend werdenden Verluste 

die betrachtete Tranche vollständig durchschlagen. Tendenziell sinken die Wahrschein-

lichkeiten für geringe Recovery Rates. Insbesondere sinkt jedoch die Punktmasse auf δTr=0 

% und verteilt sich auf den übrigen Wertebereich. Dadurch steigen zunächst alle Wahr-

scheinlichkeiten für δTr>0 % an. Die Kurve verschiebt sich nach oben. Mit zunehmender 

Tranchenstärke fällt jedoch die Abnahme der Punktmasse geringer aus. Eine Überkompen-

sation der Abnahme der Wahrscheinlichkeiten für geringe Recovery Rates findet nicht 

mehr statt. Die Kurve dreht sich. 

In Abb. 5-9 sind ebenfalls die Erwartungswerte der Recoveryverteilungen eingezeichnet. 

Mit zunehmender Tranchenstärke steigen die Erwartungswerte an. Diametral dazu sinken 

die LGDs (siehe auch Abb. 5-6 rechts). 

Eine Besonderheit stellt die Recoveryverteilung der vorletzten Tranche dar, sofern ein spe-

zifisches Element der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion Berücksichtigung findet. Da die 

Tranche mit einer Tranchenstärke von gerade 250.000 EUR (0,025 %) ausgesprochen 

schmal ausfällt, fällt der LGD zunächst entsprechend hoch aus (vgl. Tab. 5-2). Das INFOR-

MATION MEMORANDUM sieht jedoch eine pari passu Verteilung der realisierten Verluste 

zwischen der vorletzten und der letzten Tranche vor.824 Wenn die Verluste des Referenz-

portfolios die vorletzte Tranche erreichen, werden die Verluste auf beide Tranchen im 

Verhältnis ihrer Tranchenstärken aufgeteilt.825 Damit wird effektiv die rechte Schranke der 

vorletzten Tranche aufgehoben und die linke Schranke der letzten Tranche auf diejenige 

der vorletzten Tranche vorverlegt. Beide Tranchen weisen damit eine identische Ausfall-

wahrscheinlichkeit im Sinne von (5.3) auf. Die totale Ausfallwahrscheinlichkeit ist in bei-

den Fällen null. Die Recoveryverteilung weist nun analog zur letzten Tranche auch im Fal-

le der vorletzten Tranche dem Punkt δTr=0 % keinerlei Wahrscheinlichkeitsmasse zu. 

Vielmehr wird der Erwartungswert in die Nähe von δTr=100 % verschoben. Respektive 

fällt der LGD von zuvor 99,54 % (Recovery Rate von 0 %) auf annähernd null. 
                                                           
824  Vgl. R. Schoder und M.-J. Kerschkamp (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 2 f. (MOODY’S Report). 
825  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 26, Abschnitt 8.1. 
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512 Tranchenverlustverteilungen und tranchenverlustverteilungsbasierte Kenn-
zahlen auf der Basis der Simulation 

Der Modellierung durch das semi-analytische Modell entziehen sich insbesondere die re-

gelmäßigen Tilgungszahlungen, die Replenishments sowie die Replenishment-Trigger. 

Ihre Erfassung bedarf der Pfadsimulation.826 Da bereits im Rahmen der Analysen zur Ver-

lustverteilung des Referenzportfolios ausführlich die Einflüsse dieser drei Elemente ein-

zeln voneinander untersucht wurden, soll hier ausschließlich ihre Kombination betrachtet 

werden.827 

 Tranche 47,50 10,00 26,50 11,00 10,00 0,25 895,75 
δ  Risikohorizont: 5 Jahre 

PD 99,99 % 16,90 % 9,80 % 2,51 % 1,50 % 0,94 % 0,92 % 
0 % 

EL 62,36 % 13,01 % 5,30 % 1,97 % 1,20 % 0,93 % 0,02 % 
PD 99,99 % 6,50 % 3,15 % 0,54 % 0,30 % 0,17 % 0,17 % 

30 % 
EL 49,71 % 4,59 % 1,54 % 0,41 % 0,23 % 0,17 % 0,00 % 
PD 99,99 % 1,32 % 0,50 % 0,05 % 0,03 % 0,01 % 0,01 % 

54 % 
EL 36,03 % 0,83 % 0,19 % 0,04 % 0,02 % 0,01 % 0,00 % 

Tab. 5-3:  Ausfallwahrscheinlichkeiten (PD) und Erwartete Verluste (EL) der PROMISE-K 
2001-1 PLC-Tranchen mit Replenishments und Replenishment-Trigger 

Ausfallwahrscheinlichkeiten und erwartete Verluste der einzelnen Tranchen der PROMISE-K 2001-1 PLC-
Transaktion für den Risikohorizont von 5 Jahren sowie die Recovery Rates von 0 %, 30 % und 54 %. Die 
Kredite stellen Abzahlungsdarlehen (Loans) dar. Die Rechnungen basieren auf den historischen, durch-
schnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

Die Tab. 5-3 zeigt die Ausfallwahrscheinlichkeiten sowie die erwarteten Verluste v. H. der 

CDO-Tranchen der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion für den Risikohorizont von tH=5 

Jahren sowie für alternative Recovery Rates unter Berücksichtigung der regelmäßigen Til-

gungszahlungen, der Replenishmentmaßnahmen sowie eines Replenishment-Triggers 

i. H. v. 12 Mio. EUR. Ein Vergleich mit Tab. 5-2 macht deutlich, dass die PDs und ELs 

der Tranchen unter Berücksichtigung der Tilgungszahlungen und Replenishments niedriger 

ausfallen. Ursache ist die kreditrisikomindernde Wirkung der Tilgungszahlungen (Til-

gungseffekt in Abb. 4-28).828 Zwar wird der Tilgungseffekt durch das Auffüllen des Port-

folios um den amortisierten Kreditanteil abgeschwächt (Replenishmenteffekt in Abb. 

4-30), jedoch nicht vollständig konterkariert.829 Zudem werden die Replenishmentmaß-

nahmen durch den Replenishment-Trigger i. H. v. 12 Mio. EUR begrenzt.830 

                                                           
826  Vgl. Abb. 4-1. 
827  Siehe zum Replenishment-, Recovery- und Trigger-Effekt die Abschnitte 432 bis 4323. 
828  Die Ausfallwahrscheinlichkeiten und erwarteten Verluste im Rahmen der Simulation erhält man wie bei 

der historischen Value-at-Risk-Simulation durch Auszählen und Auswerten der Simulationsergebnisse. 
829  Vgl. dazu Abschnitt 4322. 
830  Vgl. Abschnitt 4323. 
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Die Abb. 5-10 zeigt die relativen Verlusthäufigkeiten (Histogramme) für das First Loss 

Piece (FLP) und für die dritte Tranche auf der Basis der Pfadsimulationen mit 250.000 

Versuchen. Für verschiedene Recovery Rates wurden zudem die erwarteten Verluste abge-

tragen. Ein Vergleich mit Abb. 5-4 zeigt, dass durch die kreditrisikomindernde Wirkung 

der Tilgungszahlungen für alle Recovery Rates im Falle der Loans trotz der Replenish-

ments deutlich mehr Wahrscheinlichkeitsmasse im linken Verteilungsbereich bzw. im Fal-

le der dritten Tranche auf dem linken Verteilungsende zu finden ist als im Falle der Bonds. 

Die Wahrscheinlichkeitsmasse auf dem linken Verteilungsende führt dazu, dass die erwar-

teten Verluste für die dritte Tranche, insbesondere für die Recovery-Werte von 30 % und 

54 %, verhältnismäßig niedrig sind. 
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Abb. 5-10:  Verlustverteilungen einzelner Tranchen für verschiedene Recovery Rates mit 
Replenishments und Replenishment-Trigger 

Verlustverteilungen des First Loss Piece (0;47,5 Mio. EUR] und der dritten Tranche (57,5;84 Mio. EUR] für 
den Risikohorizont von 5 Jahren. Die Recovery Rates betragen 0 %, 30 %, 54 %. Die Kredite stellen Abzah-
lungsdarlehen dar (Loans). Die Rechnungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-
Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S. 

Ebenfalls deutlich wird der oben bereits angesprochene Simulationsfehler, der sich trotz 

der hohen Versuchszahl in den Histogrammen durch die unebenen Histogrammkonturen 

bemerkbar macht. 

513 Berücksichtigung begrenzter Zinsunterbeteiligungen bei der Kreditrisikomes-
sung des First Loss Piece 

Obgleich die Monte Carlo Simulation einen erheblichen Rechenaufwand bedeutet und trotz 

einer Vielzahl von Simulationsszenarien Simulationsfehler birgt, ist sie doch die einzige 

Möglichkeit, um ausgewählte Spezifika von CDOs zu erfassen. Verdeutlicht wird das an-
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hand der begrenzten Zinsunterbeteiligung der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion. Zinsun-

terbeteiligungen (Interest Sub-Participation, ISP)831 sind Instrumente, mit der die ansonsten 

nur teuer zu veräußernden First Loss Tranchen mit einer geringen Prämie verkauft werden 

können.832 Sie sichern den Investoren eine Beteiligung an Zinseinnahmen aus dem Refe-

renzportfolio im Falle schlagend werdender Kreditrisiken zu.833 Die Beschränkung auf 

zukünftige, d. h. nach dem Zeitpunkt des Kreditausfalls anfallende Zinseinnahmen ist we-

sensbestimmendes Merkmal einer begrenzten Zinsunterbeteiligung. 
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Abb. 5-11:  Zahlungen und übrige Ansprüche aus der begrenzten Zinsunterbeteiligung 
Getätigte Zahlungen und verbleibende Ansprüche aus der begrenzten Zinsunterbeteiligung (Interest Sub-
Participation, ISP) des First Loss Piece (0;47,5 Mio. EUR] für den Risikohorizont von 5 Jahren. Die Recove-
ry Rate beträgt 0 %. Die Kredite des Referenzportfolios stellen Abzahlungsdarlehen dar (Loans). Die Rech-
nungen basieren auf den historischen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ 
B) nach STANDARD & POOR’S und beinhalten Replenishments mit Replenishment-Trigger. 

Durch den (synthetischen) Verkauf des FLPs wird zwar das Ausfallrisiko dieser Tranche 

an eine dritte Partei weitertransferiert, jedoch erhält der Investor durch die begrenzte Zins-

unterbeteiligung einen Anspruch auf vollständige Kompensation etwaiger ausfallbedingter 

Verluste, soweit aus den Zinseinnahmen ausreichende Zahlungsmittel zur Verfügung ste-

hen. Dadurch wird modelltheoretisch gesehen, die Verlustverteilung des FLPs durch die 

                                                           
831  Die Zinsunterbeteiligung hat nach Kenntnis des Verfassers bisher noch keinen Eingang in die betriebs-

wirtschaftliche Literatur gefunden. Sie wurde jedoch bereits in einem vorläufigen Entwurf des (ehemali-
gen) BaKred zur Umsetzung der Basler Neuregelung bezüglich der aufsichtsrechtlichen Behandlung von 
Risikoaktiva, die durch synthetische Verbriefungen besichert werden, erwähnt. Vgl. BaKred: Syntheti-
sche Verbriefungen, Entwurf vom 12.03.2002, S. 1 u. 7 f. Vgl. ausführlich Abschnitt 234. 

832  Das First Loss Piece im Rahmen der PROMISE-K 2001 PLC-Transaktion wurde über einen Credit Default 
Swap mit einer begrenzten Zinsunterbeteiligung an eine OECD-Bank verkauft. 

833  Die Zinsunterbeteiligung ist aufsichtsrechtlich motiviert und erlaubte der DRESDNER BANK die notwen-
digen Eigenmittel für das Referenzportfolio merklich zu verringern. Für eine Diskussion siehe S. Jortzik 
und B. Müller (2002), Kreditrisikominderungstechniken und Kreditderivate, S. 21-24. 
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Verteilung der verbleibenden, nicht bedienten Ansprüche aus der begrenzten Zinsunterbe-

teiligung ersetzt. Abb. 5-11 zeigt links die Verteilung der erfolgten Kompensationszah-

lungen aus der begrenzten Zinsunterbeteiligung für den Risikohorizont tH=5 bei einer Re-

covery Rate von 0 %. Ein Vergleich mit Abb. 5-10 zeigt, dass eine große Ähnlichkeit mit 

der Verlustverteilung des FLPs besteht. Nahezu alle realisierten Verluste werden durch 

Kompensationszahlungen abgedeckt. Ermöglicht wird dies durch den Zugriff auf die ge-

samten Bruttozinszahlungen. Alternativ wäre – zumindest theoretisch – ein begrenzter 

Zugriff auf die einkalkulierten Risikoprämien für Kapitalverluste denkbar. Mit dem zusätz-

lichen Zugriff auf die Prämien für die Kapitalüberlassung und die Kosten des operativen 

Bereiches führen lediglich Ausfälle von extrem unwahrscheinlichen Ausmaßen834, so dass 

die Zinseinnahmen der verbleibenden Kredite nicht mehr ausreichen, um eine vollständige 

Kompensationen der Verluste des FLPs zu leisten, sowie Ausfälle zu Zeitpunkten kurz vor 

dem Verfallszeitpunkt der CDO-Transaktion835, so dass die Zinseinnahmen der verblei-

benden Monate die entstandenen Ansprüche nicht mehr befriedigen können, dazu, dass im 

Verfallszeitpunkt der CDO-Transaktion noch verbleibende Ansprüche aus der begrenzten 

Zinsunterbeteiligung bestehen. Abb. 5-11 zeigt rechts die Verteilung der verbliebenen ISP-

Ansprüche. Es wird deutlich, dass i. d. R. kaum Ansprüche verbleiben. Der Erwartungs-

wert der verbleibenden ISP-Ansprüche beträgt gerade 56.778,87 EUR (vgl. Tab. 5-4). Mit 

zunehmender Recovery Rate sinkt der Erwartungswert der verbleibenden ISP-Ansprüche 

auf nicht einmal 3.467,01 EUR für δ=54 %. Da die Wahrscheinlichkeit des Eintretens ei-

nes Verlustes annähernd 100 % beträgt, sind diese Werte zugleich als Loss Given Default 

zu betrachten: 

Recovery Rate 0 % 30 % 54 % 
Ø verbleibende ISP-Ansprüche 56.778,87 EUR 19.727,36 EUR 3.467,01 EUR 

Tab. 5-4:  Durchschnittliche verbleibende Ansprüche aus der begrenzten Zinsunterbeteili-
gung für verschiedene Recovery Rates 

Durchschnittliche verbleibende Ansprüche aus der begrenzten Zinsunterbeteiligung (Interest Sub-
Participation, ISP) des First Loss Piece [0;47,5 Mio. EUR) für den Risikohorizont von 5 Jahren. Die Kredite 
des Referenzportfolios stellen Abzahlungsdarlehen dar (Loans). Die Rechnungen basieren auf den histori-
schen, durchschnittlichen 1-Jahres-Migrationsraten (Credit Curves vom Typ B) nach STANDARD & POOR’S 
und beinhalten Replenishments mit Replenishment-Trigger. 

Aus der Sicht des Originators wird deutlich, dass die begrenzte Zinsunterbeteiligung dazu 

führt, dass das Ausfallrisiko des FLPs trotz der Platzierung am Finanzmarkt letztlich doch 

bei ihm verbleibt. Es ist lediglich in ein Liquiditätsrisiko umgewandelt worden. 

                                                           
834  Bspw. würde ein sofortiger Ausfall des gesamten Portfolios dazu führen, dass es zu keinerlei zukünftigen 

Zinseinnahmen käme. Der Originator hätte die Verluste trotz Zinsunterbeteiligung nicht zu tragen. 
835  Für den Fall des Aufbaus eines zeitlich nachgelagerten „Extended Reference Pools“ dürften auch noch 

die verbliebenen Ansprüche befriedigt werden. 
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52 Kapitalmarktorientierte Bewertung synthetischer CDOs 
521 Einordnung der semi-analytischen Modellierung sowie der Simulation in die 

Welt der risikoneutralen Bewertung 
5211 Arbitragefreie Modellierung des Marktes für ausfallrisikofreie Zahlungsan-

sprüche 
Annahmegemäß sei ein friktionsloser Kapitalmarkt unterstellt, an dem zu jedem Zeitpunkt 

t Handel möglich ist. Insbesondere wird das Fehlen von Transaktionskosten und Steuern 

unterstellt.836 Es existiere ein risikoloses Geldmarktkonto B(t), d. h. eine revolvierende, 

kurzfristige Geldanlage zum jeweils aktuell gültigen stetigen Zinssatz rf(t). Dann gilt: 

( )
( )

0

t

fr u du

B t e
∫

= .837 (5.13) 

Folgt der Zinssatz einer deterministischen, nicht-negativen Funktion, dann ergibt sich der 

Wert eines ausfallrisikofreien Anspruchs i auf eine Zahlungseinheit im Zeitpunkt T bezüg-

lich des Zeitpunktes t≤T wie folgt: 

( )
( ) ( )

( )
,

T

f
t

r u du B t
B t T e

B T

−∫
= = . (5.14) 

Ist der risikofreie Zinssatz stochastisch, stellt Bt=B(t) eine Zufallsvariable dar und die Ent-

wicklung des Geldmarktkontos kann durch einen stochastischen Prozess {Bt}t≥0 beschrie-

ben werden. 

Die damit einhergehende Unsicherheit findet ihren mathematischen Niederschlag im 

Wahrscheinlichkeitsraum ( ), , PΩ F . Die Grundgesamtheit Ω enthält alle838 denkbaren 

Umweltzustände w und spiegelt demzufolge, mit Blick auf den stochastischen Zinssatz839, 

alle denkbaren Pfadausprägungen von {Bt}t≥0 wider.840 

                                                           
836  Z. T. wird von einzelnen Autoren in einer ausfallrisikobehafteten Welt von einem vollkommenen Kapi-

talmarkt gesprochen. Vgl. bspw. P. Grundke (2000), Bewertung von Kreditderivaten, S. 6. Da jedoch ein 
Kapitalmarkt als vollkommen bezeichnet wird, wenn der Preis, zu dem ein Zahlungsstrom zu einem be-
stimmten Zeitpunkt gehandelt wird, für jeden Kapitalmarktteilnehmer, unabhängig davon, ob er als Käu-
fer oder Verkäufer auftritt, gleich und gegeben ist, impliziert dies auch die Kapitalaufnahme zu identi-
schen Konditionen unabhängig von der Bonität des Kunden und steht im Widerspruch zu einer ausfallri-
sikobehafteten Welt, in welcher der Sollzinssatz insbesondere vom Kapitalstrukturrisiko abhängig ist. 
Vgl. L. Perridon und M. Steiner (2004), Finanzwirtschaft, S. 20, S. 84 u. S. 496. 

837  Vgl. bspw. M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools, S. 14 u. S. 42. 
Häufig wird die Investition einer einzelnen Geldeinheit betrachtet, so dass B(0)=1 und B(t)≥1 für t>0,  
sofern der risikofreie Zinssatz rf(t) keine negativen Werte annimmt. Vgl. S. Pliska (2002), Mathematical 
finance: Diskrete time models, S. 1 f. 

838  Die Grundgesamtheit Ω ist mit den obigen Annahmen eine unendliche Menge von Umweltzuständen. 
839  Der Wahrscheinlichkeitsraum kann so ausgestaltet sein, dass auch andere stochastische Prozesse auf 

diesem definiert sind. Dazu können insbesondere die Prozesse der Unternehmenswerte {Ai,t}t≥0, der 
Schranken {Ki,t}t≥0 und der derivativen Strukturen {Xi,t}t≥0, insbesondere die der schuldrechtlichen An-
sprüche {Di,t}t≥0 gegenüber der Unternehmung i als derivative Strukturen auf den Unternehmenswert Ai,t, 
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Die σ-Algebra F  ist eine Menge von Teilmengen von Ω und beschreibt die Fähigkeit des 

Investors, zwischen verschiedenen Umweltzuständen wєΩ zu unterscheiden.841 Im Falle 

der trivialen σ-Algebra { },= ∅ ΩF�  ist der Investor unfähig, zwischen verschiedenen Um-

weltzuständen zu differenzieren.842 Je mehr Teilmengen die σ-Algebra enthält, je besser 

kann der Investor verschiedene Umweltzustände voneinander trennen. Der Umfang der 

Information, die einem Investor zur Verfügung steht, ist demnach wahrscheinlichkeitstheo-

retisch als Fähigkeit des Investors zu verstehen, einen spezifischen Umweltzustand wєΩ zu 

identifizieren. Der Informationsfluss wird als Folge von σ-Unteralgebren { } 0t t≥
=F F  mit 

s t⊆F F� für s≤t modelliert. Dabei enthält tF� alle aus Sicht des Investors differenzierba-

ren Ereignisse zum Zeitpunkt t. Mit dem Verstreichen der Zeit t wächst der Umfang der 

Information des Investors843, so dass sF� stets eine Teilmenge von tF� darstellt. ∞F  ist die 

terminale σ-Algebra. Eine in dieser Form definierte Folge von σ-Unteralgebren F  wird als 

Filtration bezeichnet.844 Um die Konsistenz zwischen dem Preisprozess und der Informati-

onsstruktur zu gewährleisten und insbesondere sicherzustellen, dass Informationen über 

vergangene und gegenwärtige Zinssätze in den Preisbildungsprozess für Bt einfließen bzw. 

eingeflossen sind, wird i. d. R. gefordert, dass für jeden Zeitpunkt t die Informationen in 

tF� ausreichend sind, um den Wert für Bt zu bestimmen.845 Man sagt, dass Bt bezüglich 

tF� messbar ist. Der stochastische Prozess {Bt}t≥0 heißt dann zu F  adaptiert. 

In den meisten Kreditrisikomodellen mit stochastischen Zinssätzen wird die Filtration F  

durch eine BROWNsche Bewegung Wt erzeugt, d. h. W=F F  wobei { }
0

W W
t t≥

=F F  mit 

                                                                                                                                                                                
zählen. Vgl. auch T. Bielecki, M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2004), Modeling and valuation of credit 
risk, S. 7 f. 

840  Für jedes w ist die Funktion t→B(t,w) eine Pfadausprägung. Vgl. S. Pliska (2002), Mathematical finance: 
Diskrete time models, S. 77. 

841  Anschauliche Erläuterungen zur σ-Algebra finden sich in S. Pliska (2002), Mathematical finance: Dis-
krete time models, S. 73-76. Spezielle Ausführungen zur Definiton der σ-Algebra in einer Welt mit einer 
unendlichen Menge an Umweltzuständen finden sich in S. Shreve (2004), Continuous-time models, 
S. 2 f. Eine mathematisch rigorose Betrachtung liefert H. Bauer (1992), Maß- und Integrationstheorie, 
S. 2-7. 

842  Für den Bondmarkt scheint ein in dieser Weise modellierter Wahrscheinlichkeitsraum wenig plausibel. 
Wird dagegen der Markt von Beteiligungen an Unternehmen in Familienbesitz betrachtet, ist eine derar-
tige Informationsstruktur aufgrund der hier vorherrschenden restriktiven Handhabung der Öffentlich-
keitsarbeit durchaus zu rechtfertigen. Vgl. auch K. Giesecke (2003), Default and information, S. 12. 

843  Der Informationsstand verschlechtert sich zumindest nicht. 
844  Vgl. R. Elliot (1982), Stochastic calculus, S. 10. Anschauliche Kommentare und Beispiele finden sich in 

S. Pliska (2002), Mathematical finance: Diskrete time models, S. 73-76 und S. Shreve (2004), Continu-
ous-time models, S. 49-81. 

845  Mathematisch wird gefordert, dass für alle t jedes Ereignis in dem durch Bt erzeugten σ-Feld σ(Bt) auch 
in tF  enthalten ist. Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 53, Definition 2.1.5 und Defini-
tion 2.1.6. Dabei ist σ(Bt) die kleinste σ-Algebra über dem Zustandsraum Ω, so dass auf sie bezogen die 
Abbildung :tB Ω→ \  messbar ist. D. h. ( ) ( ) ( ){ }1 1 :t t tB B B B Bσ − −= = ∈B B , wobei B  die BOREL-σ-
Algebra auf \  darstellt. Zur Problematik der Erzeugung von σ-Feldern vgl. ebenda, S. 49-53 u. S. 530 f. 
Siehe zum Thema der messbaren Abbildungen W. König (2003), Stochastik I (Skriptum), S. 35. 
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( ):W
t sW s tσ= ≤F .846 Vereinfacht gesprochen enthält die σ-Algebra W

tF  die Historie der 

BROWNschen Bewegung Ws bis zum und einschließlich des Zeitpunktes t. In einem derar-

tigen Modellumfeld kann entweder der (Spot-)Zinssatz rt direkt oder indirekt mit Hilfe des 

(instantanen) Forward-Zinssatzes rt,T als Diffusionsprozess modelliert werden:847 

( ) ( ), ,t t t tdr a r t dt b r t dW= + , (5.15) 

( ) ( ), , ,
ˆˆ , ,t T t T t T tdr a r t dt b r t dW= + . (5.16) 

In Gleichung (5.16) wurde vereinfachend unterstellt, dass alle Forward-Rates, unabhängig 

von ihrem Verfallszeitpunkt T von ein- und derselben BROWNschen Bewegung Wt getrie-

ben werden (Ein-Faktor-Modell). Eine Erweiterung auf einen Raum mit mehreren BROWN-

schen Bewegungen ist jederzeit möglich (Multi-Faktor-Modell). Mit der Gleichung (5.16) 

als Beispiel fortfahrend, überträgt sich unter Berücksichtigung der Identität848 

( )
,

,

T

t u
t

r du

B t T e
−∫

=  (5.17) 

der Risikofaktor Wt auf den stochastischen Prozess des ausfallrisikofreien Anspruchs i auf 

eine Zahlungseinheit im Zeitpunkt T bezüglich des Zeitpunktes t≤T, wobei sich ein geo-

metrischer Diffusionsprozess mit stochastischer Differentialgleichung der folgenden Form 

ergibt: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , tdB t T a t T B t T dt b t T B t T dW= + �� .849 (5.18) 

Im Folgenden wird kein spezifischer stochastischer Prozess für den Zinssatz rf angenom-

men. Es ist für die nachfolgenden Ergebnisse ausreichend, direkt mit der Preisstruktur des 

                                                           
846  Vgl. zur Erzeugung von σ-Feldern durch Zufallsvariablen auch die Fn. 845. 
847  In der Literatur wurden die Diffusionsprozesse verschiedenartig ausgestaltet. Als Beispiel für die direkte 

Modellierung der (Spot-)Zinssätze sind die Modelle nach O. Vasicek (1977), Term structure characteri-
zation, S. 177-188; J. Cox, J. Ingersoll und S. Ross (1985), Term structure of interest rates, S. 385-407; 
T. Ho und S. Lee (1986), Term structure movements, S. 1011-1029 zu nennen. Als einschlägiges Bei-
spiel für die Modellierung der (instantanen) Forward-Zinssätze gilt das HJM-Modell nach D. Heath, 
R. Jarrow und A. Morton (1992), Term structure of interest rates, S. 77-105. Zusammenfassende Darstel-
lungen, vergleichende Darstellungen und weitere Modellbeispiele finden sich in S. Neftci (2000), Ma-
thematics of financial derivatives, S. 426-450; J. Hull (2003), Options, futures and other derivatives, 
S. 535-549 u. S. 574-577. 

848  Ein Erwartungsoperator entfällt, da alle Forward-Rates rt,T für alle T≥t im Zeitpunkt t bereits bekannt 
sind. Vgl. auch die ausführlichen Analysen in S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, 
S. 407-425. 

849  Für eine Herleitung der Gleichung (5.18) sowie die Bestimmung der Parameter ( ),a t T�  und ( ),b t T�  
siehe S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 425 f. Häufig wird in umgekehrter Reihenfolge ver-
fahren. Dabei wird ein Diffusionsprozess für die ausfallrisikofreien Ansprüche unterstellt, um anschlie-
ßend auf die Form des stochastischen Prozesses der instantanen Forward-Rate zu schließen. Vgl. dazu 
S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 437-441. 
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Bondmarktes zu arbeiten. Es sei jedoch im Folgenden gefordert, dass der Bondmarkt arbit-

ragefrei ist. Fehlende Arbitragefreiheit würde bedeuten, dass mindestens eine Handelsstra-

tegie existiert, die mit einem Kapitaleinsatz in Höhe von null in einem zukünftigen Zeit-

punkt mit einer positiven, von null verschiedenen Wahrscheinlichkeit zu einem Gewinn 

unter Ausschluss der Möglichkeit eines Verlustes führt.850 In einem per Annahme postu-

lierten friktionslosen Kapitalmarkt würden sich alle Marktteilnehmer sofort dieser Han-

delsstrategie bedienen, demzufolge die Preise der involvierten Finanztitel beeinflussen und 

den Kapitalmarkt zurück in den Zustand der Arbeitragefreiheit führen.851 

In einem Bondmarkt mit deterministischen Zinsen würde im Falle von 

( )( ) ( )exp ,
T

ft
r u du B t T− ≠∫  der Leerverkauf des Bonds und die Anlage der liquiden Mittel in 

das Geldmarktkonto (risikofreie Geldleihe) bzw. der Kauf des Bonds und die Aufnahme 

der notwendigen liquiden Mittel zum risikofreien Zinssatz (risikofreie Geldaufnahme) eine 

Arbitragestrategie darstellen. Liquider Handel führte daraufhin zur Identität (5.14).852 In 

einem Bondmarkt mit stochastischen Zinsen kann man sich des (ersten) Fundamental The-

orems of Asset Pricing bedienen. Danach sichert die Existenz eines zu P  äquivalenten 

Wahrscheinlichkeitsmaßes Q , unter dem die mit dem risikolosen Zinssatz deflationierten 

Preise Martingalen folgen, ein arbitragefreies Preissystem.853 

Die Wahrscheinlichkeitsmaße P  und Q  sind insofern äquivalent, als dass sie den selben 

Ereignissen A∈F  den Wert null zuordnen.854 Damit sind mit Blick auf den risikolosen 

Zinssatz all diejenigen Pfadausprägungen, die mögliche bzw. unmögliche Ereignisse unter 

P  darstellen, auch unter Q  mögliche bzw. unmögliche Ereignisse. Für Bewertungsfragen 

maßgebliche Duplikations- bzw. Hedgingstrategien bleiben demzufolge mit Blick auf de-

ren Durchführbarkeit von der Änderung des Wahrscheinlichkeitsmaßes unberührt. 
                                                           
850  Für eine beispielhafte Betrachtung vgl. S. Pliska (2002), Mathematical finance: Diskrete time models, 

S. 4-10. Eine formale Definition in einer zeit-kontinuierlichen Modellwelt findet sich in S. Shreve 
(2004), Continuous-time models, S. 230. 

851  In einem zeitkontinuierlichen Modell sind Restriktionen notwendig (engl.: admissability), um offensicht-
liche Arbitragestrategien auszuschließen. Zumeist wird gefordert, dass das Vermögen des Investors zur 
Vermeidung von sog. „Doubling Strategies“ nicht unendlich klein werden darf. Ein Beispiel im Rahmen 
einer Diskussion des nachfolgend betrachteten Fundamental Theorems of Asset Pricing findet sich in 
M. Davis (2001), Mathematics of financial markets, S. 369 f. 

852  Vgl. dazu in ausführlicherer Form S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 414 f. 
853  Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 231, Theorem 5.4.7. Das Fundamental Theorem of 

Asset Pricing wurde erstmal in M. Harrison und D. Kreps (1979), Martingales und arbitrage, S. 392 for-
muliert. Teilweise wird in der Literatur auch vom Fundamental Theorem of Finance gesprochen. Vgl. 
S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 467. Die Umkehrung dieses Theorems gilt lei-
der nur, solange kein zeit-kontinuierliches bzw. kein zeit-diskretes Modell mit unendlich vielen Handels-
zeitpunkten unterstellt wird. Ein Beispiel für einen arbitragefreien Preisprozess, der kein risikoneutrales 
Wahrscheinlichkeitsmaß Q zulässt, findet sich in S. Pliska (2002), Mathematical finance: Diskrete time 
models, S. 246-248, Example 7.2. 

854  Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 34, Definition 1.6.3. 
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Ein Prozess {Xt}t≥0 folgt einem Martingal, wenn die erwartete Änderung in einem Zeit-

punkt s bezüglich eines Zeitpunktes t mit s<t unter Berücksichtigung der im Zeitpunkt s 

zur Verfügung stehenden Informationen in sF  null beträgt. Der aktuelle Wert Xs stellt da-

mit unter Q  die beste Prognose für Xt dar und eröffnet die Möglichkeit, in der Theorie der 

Finanztitelbewertung allein auf einen Erwartungswert abzustellen. Man schreibt formal855 
Q

t s sE X X  = F  womit der Prozess X in s als „fair“856 bewertet gilt. Im Fundamental Theo-

rem of Asset Pricing führt der verwendete Deflator dazu, dass der zu deflationierende Pro-

zess unter Q  eine erwartete Rendite in Höhe des risikofreien Zinssatzes aufweist.857 Damit 

ermitteln sich die Preise von Finanztiteln unter Q  als Erwartungswert der risikolos diskon-

tierten Payoffs.858 Das Wahrscheinlichkeitsmaß Q  wird deshalb auch als risikoneutrales 

Wahrscheinlichkeitsmaß bezeichnet.859 Für den Wert des ausfallrisikofreien Anspruchs i 

auf eine Zahlungseinheit im Zeitpunkt T bezüglich des Zeitpunktes t≤T in einem arbitrage-

freien Preissystem mit risikoneutralem Wahrscheinlichkeitsmaß Q  folgt:860 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, exp
T

Q Q
f t t

t

B t T E r u du B t E B T −  
= − =     

∫ F F . (5.19) 

Die Maße P  und Q  sind über die RADON-NIKODYM-Dichte miteinander verbunden.861 

Sind P  und Q  zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf ( ),Ω F , dann heißt eine Zufallsvariab-

le [ ): 0,X Ω→ ∞  die Dichte von Q  bezüglich P , wenn für jedes Ereignis A∈F  gilt:862 

( ) ( ) ( )
A

Q A X w dP w= ∫ .863 (5.20) 

                                                           
855  Tatsächlich wird der Begriff des Martingals häufig mit einem fairen Spiel in Verbindung gebracht. Die 

Namensgebung selbst geht ebenfalls auf das Glückspiel zurück. Vgl. H. Zimmermann (1998), State-
Preference Theorie, S. 82, Fn. †. 

856  Vgl. I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 11. 
857  Nicht der originale Preisprozess, sondern der Quotient aus dem Preisprozess und dem Prozess des Geld-

marktkontos weist unter dem Maß Q einen Drift in Höhe von null auf. Für eine beispielhafte Verdeutli-
chung vgl. S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 389-392. 

858  Die Diskontierung überführt – Existenz vorausgesetzt – ein arbitragefreies Preismaß in ein Wahrschein-
lichkeitsmaß. Siehe S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 17-26 u. 381-395. 

859  Man spricht auch von der Bewertung in einer „risikoneutralen Welt“. M. Wilkens, R. Baule und 
O. Entrop (2004), Reale und risikoneutrale Welten, S. 475-477 weisen zurecht darauf hin, dass dies häu-
fig zu interpretatorischen Schwierigkeiten führt. Sie unterscheiden eine „reale Welt“, eine „real-
risikoneutrale Welt“ und eine „bewertungsrelevante risikoneutrale Welt“. Die bewertungsrelevante risi-
koneutrale Welt verbinden sie mit folgender Fragestellung: „Wie wäre – bei gegebenem heutigen [Kurs 
des Finanztitels] – die Verteilung des zukünftigen Kurses, damit der heutige [Kurs] unter der Annahme 
der Risikoneutralität der Investoren erklärt wird?“. Ebenda, S. 475. 

860  Vgl. S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 415 f. 
861  Im State-Preference Kontext verbindet H. Zimmermann (1998), State-Preference Theorie, S. 66-69 das 

Wahrscheinlichkeitsmaß P mit dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q über den Grenznutzen einer Vermögens-
einheit des Investors in den jeweiligen Umweltzuständen. 

862  Vgl. W. König (2003), Stochastik I (Skriptum), S. 35; S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 33. 
863  Da der Zustandsraum Ω Element von F  ist, muss wegen ( ) ( ) 1P QΩ = Ω =  gelten: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1PQ X w dP w E X
Ω

Ω = = =∫ . 
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Besitzt Q  eine Dichte bezüglich P , dann sind alle P -Nullmengen auch Q -Nullmengen 

und Q  heißt absolutstetig bezüglich P . Der Satz von RADON-NIKODYM kehrt diese Aus-

sage um und bestätigt die Existenz der Dichte bei Absolutstetigkeit von Q  bezüglich P . 

Die Existenz eines zu P  äquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaßes Q  ist folglich bedingt 

durch die Existenz einer RADON-NIKODYM-Dichte X so, dass X>0 P-a.s. Die Absolutste-

tigkeit gilt dann in beide Richtungen:864 

( ) ( ) ( )1

A
P A X w dQ w−= ∫ . (5.21) 

Die RADON-NIKODYM-Dichten X und X-1 korrigieren damit die Wahrscheinlichkeiten eines 

jeden Ereignisses A∈F  nach oben bzw. nach unten. Mit Blick auf die Filtration F  lässt 

sich ein RADON-NIKODYM-Prozess Xt definieren: 

( ) 0t tX E X F t= ∀ ≥ . (5.22) 

Aufgrund der Martingaleigenschaft865 von Xt wird dadurch eine konsistente Familie von 

Wahrscheinlichkeitsmaßen { } 0t t
Q

≥
begründet:866 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )
0 0

1 1

1 1 1

: .

P
A AA

P P P P P
A t A t A t

t t tA

Q A XdP XdP E X

E E X E E X E X

X dP Q A A

Ω
= = =

= = =

= = ∀ ∈

∫ ∫

∫

F F F F

F �

 (5.23) 

Insbesondere gilt 0 1X =  wegen ( ) ( )0 0X E X F E X= = .867 Je nach Modellumfeld, ist die 

Existenz eines stets positiven RADON-NIKODYM-Prozesses Xt und damit eines äquivalenten 

Martingalmaßes zu klären. Beispielsweise kann sich dies bei einer BROWNschen Filtration 
W=F F  für einen infiniten Zeithorizont als problematisch erweisen. In Anlehnung an das 

GIRSANOV-Theorem lässt sich für einen zu WF  adaptierten Prozess { } 0t t
φ

≥
 definieren: 

2

0 0

1exp 0
2

t t

t u u uX dW du für tφ φ
 

= − − ≤ < ∞ 
 
∫ ∫ . (5.24) 

Mit den Eigenschaften der Exponentialfunktion ist Xt ein stets positiver Prozess. Wird I-

TO’s Lemma868 auf (5.24) angewendet, erhält man: 

                                                           
864  Vgl. S. Shreve (1997), Stochastic calculus, S. 111 f. 
865  Unter Verwendung des Iterated Expectation Theorems gilt: 

 ( ) ( )( ) ( )t s t s s sE X F E E X F F E X F X= = = . 
866  Die zweite Zeile in (5.23) ergibt sich insbesondere aufgrund der Messbarkeit von 1A  bezüglich tF . 
867  Vgl. Fn. 863. 
868  Vgl. B. Øksendal (2003), Stochastic differential equations, S. 43-49. 
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0

1
t

t u u uX X dWφ= − ∫ . (5.25) 

Es wird ersichtlich, dass neben Xt>0 auch 0 1X =  gilt. Wenn zudem für einen finiten Zeit-

punkt T* mit 0≤ T*<∞ der Prozess Xt den Erwartungswert ( )* 1
T

E X =  aufweist, dann wird 

– GIRSANOV folgend – in Analogie zu (5.20) ein äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaß *T
Q  

auf ( )*, W
T

Ω F  definiert:869 

( ) ( ) ( )* * *
W

T T TA
Q A X w dP w A= ∀ ∈∫ F . (5.26) 

Aufgrund der Martingaleigenschaft von Xt gem. (5.24) gilt (5.23) analog. Das GIRSANOV-

Theorem postuliert weiter, dass { } *0 0

t

t u
t T

W duφ
≤ ≤

+ ∫  einer BROWNschen Bewegung auf 

( )* *, ,W
T T

QΩ F  folgt. Damit erfolgt mit Blick auf stochastische Differentialgleichungen der 

Form (5.18) eine Driftänderung unter dem neuen Wahrscheinlichkeitsmaß, wobei die Vo-

latilitätsstruktur beibehalten wird. Risikoprämien können so eliminiert werden, womit eine 

risikoneutrale Bewertung ermöglicht wird.870 Fraglich ist jedoch das Verhalten von Xt mit 

t→∞. In der Welt von BLACK & SCHOLES871 mit t constφ µ σ= =  folgt 
2

2exp 0,5t tX W tµ µ
σ σ

 
= − − 

 
→0 für t→∞.872 Damit sind die Wahrscheinlichkeitsmaße P  und 

Q  nicht äquivalent auf ( ), W
∞Ω F . 

Sofern keine Finanztitel mit unendlicher Restlaufzeit bewertet werden, muss dies nicht als 

Problem betrachtet werden.873 Darüber hinaus kann ausgehend von TQ  stets ein eindeuti-

ges Maß Q  auf ( ), W
∞Ω F  gefunden werden, so dass ( ) ( )* *

W
T T

Q A Q A A F= ∀ ∈ . Es kann 

demnach ein Wahrscheinlichkeitsraum mit infinitem Zeithorizont so konstruiert werden, 

dass P  und Q  beidseitig absolutstetig sind, sofern P  und Q  auf ( )*, W
T

Ω F  beschränkt 

werden.874 Zudem ist, das obige Beispiel fortführend, { }0 0

t

t u
t

W duφ
≤ <∞

+ ∫  eine BROWNsche 

Bewegung auf ( ), ,W Q∞Ω F . Die Betrachtung eines infiniten Zeithorizontes wird nachfol-

gend die Definition von Prozessen für alle t≥0 erlauben. Die Länge des finiten Zeitraums 

[0,T*] mit T*<∞ kann zweckmäßig in Abhängigkeit der Restlaufzeiten Ti der einzelnen 

Kredite des Referenzportfolios als auch der betrachteten CDO Struktur TCDO, respektive 

der Laufzeiten der begebenen CDOs bzw. die zur Sicherung einer Junior- und einer Super-

Senior-Tranche abgeschlossenen CDS, festgelegt werden: T*≥Ti,TCDO für i=1,…,N. 

                                                           
869  Vgl. hierzu und zum Folgenden I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 191-193. Siehe 

insbesondere die Diskussion zu Theorem 5.1 sowie Corollary 5.2. 
870  Vgl. für den Bondmarkt ausführlich S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 423-435. 
871  Vgl. erläuternd S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 331-334. 
872  Siehe auch die Anmerkungen in I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 193 (Remark). 
873  Für ewig laufende Finanztitel vgl. z.B. I. Karatzas und S. Shreve (2001), Mathematical finance, S. 60-80.  
874  Vgl. detaillierter I. Karatzas und S. Shreve (2005), Brownian motion, S. 192 f. 
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Die Eindeutigkeit des risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaßes Q  und damit des arbitra-

gefreien Preissystems ist nach dem (zweiten) Fundamental Theorem of Asset Pricing ge-

nau dann gegeben, wenn der Markt vollständig ist.875 Dies ist der Fall, wenn zu jedem de-

rivativen Finanztitel eine duplizierende Handelsstrategie gefunden werden kann. Ist die 

Eigenschaft der Vollständigkeit nicht gegeben, kann es verschiedene arbitragefreie Preis-

systeme geben. In diesem Fall kann ein arbitragefreies Preissystem modelliert und an-

schließend anhand von Marktdaten kalibriert werden. 

5212 Erweiterung des Marktes für ausfallrisikofreie Zahlungsansprüche um aus-
fallrisikobehaftete Zahlungsansprüche 

Der Markt für ausfallrisikofreie Zahlungsansprüche bedarf einer Ergänzung um ausfallrisi-

kobehaftete Zahlungsansprüche. Damit einhergehend, ist der gefilterte Wahrscheinlich-

keitsraum ( ), ,QΩ F  zu erweitern. Für Bewertungszwecke ist es wünschenswert, dass Mar-

tingale im ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsraum ihre wesensbestimmenden Eigenschaf-

ten unter der Wahrscheinlichkeitsraumerweiterung nicht verlieren. Dazu seien Zufallsvari-

ablen Ui auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( )ˆ ˆˆ , ,QΩ F  so definiert, dass die einzelnen Ui 

der [0,1]-Gleichverteilung unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q̂  folgen.876 Das Produkt 

der Zustandsräume sei mit ˆ′Ω = Ω×Ω  bezeichnet. Auf der Produktmenge ′Ω  soll eine σ-

Algebra ′F  so definiert werden, dass Abbildungen der Form 1
ˆ:ξ Ω×Ω→Ω  und 

2
ˆ ˆ:ξ Ω×Ω→Ω  gerade noch messbar sind: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 2 1 2

ˆ :σ ξ ξ σ σ ξ σ ξ σ ξ σ ξ− −
∞′ = ∪ = ∪ = ∨F FF .877 (5.27) 

Diese Forderung stellt sicher, dass Zufallsexperimente in den beiden (separaten) Wahr-

scheinlichkeitsräumen genauso gut, d. h. ohne Informationsverlust, im erweiterten (ge-

meinsamen) Wahrscheinlichkeitsraum beschrieben werden können. Zur Erzeugung der σ-

Algebra ′F  kann auf die Teilmengen 

( ) ( ){ }1
1 1 1 1

ˆˆ, :A w w w A mit A Fξ −
∞= ∈Ω×Ω ∈ ∈  und (5.28) 

( ) ( ){ }1
2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ, :A w w w A mit A Fξ − = ∈Ω×Ω ∈ ∈  (5.29) 

                                                           
875  Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 231-234. Zur Verdeutlichung in einem zeit-diskreten 

Modell siehe S. Pliska (2002), Mathematical finance: Diskrete time models, S. 21-28. 
876  Für beispielhafte Wahrscheinlichkeitsraumkonstruktionen, so dass Ui der Gleichverteilung folgt vgl. 

S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 11 f. 
877  Eine Vereinigung von σ-Algebren 1 2∪F F  ergibt i. d. R. keine σ-Algebra. Die kleinste σ-Algebra, die 

diese Vereinigung enthält, wird mathematisch mit 1 2∨F F  kodiert. Der σ-Operator, der sich im Gegen-
satz zu Fn. 845 nicht auf eine erzeugende Zufallsvariable, sondern auf ein erzeugendes Mengensystem 
bezieht, ist demnach wie folgt zu lesen: ( ) ( ){ }1 2 1 2:  ist eine -Algebra mit σ σ∪ = ∪ ⊂∩F F A A F F A . 
Vgl. W. König (2003), Stochastik I (Skriptum), S. 26. 
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zurückgegriffen werden. Diese Teilmengen, die so konstruiert sind, dass die erste (zweite) 

Komponente ihrer Elemente der Bedingung, Element von A1 (A2) zu sein, entspricht, bil-

den ein Erzeugendensystem. Mit Blick auf die Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsma-

ßen ist es wünschenswert, das Erzeugendensystem durchschnittsstabil zu gestalten.878 Dazu 

werden Durchschnitte aus den Mengen (5.28) und (5.29) gebildet: 

( ) ( )1 1
1 1 2 2 1 2A A A Aξ ξ− −∩ = × .879 (5.30) 

Das Erzeugendensystem C , bestehend aus den Mengen (5.30), ist durchschnittsstabil. Die 

damit erzeugte σ-Algebra ( )σ′ =F C  heißt die Produkt-σ-Algebra auf ˆ′Ω = Ω×Ω :880  

Definition 5-1 (Produktraum): Die σ-Algebra ′F  auf dem Produkt ˆ′Ω = Ω×Ω , die von 

dem Erzeugendensystem { }1 2 1 2
ˆ: ,A A A A∞= × ∈ ∈C F F  erzeugt wird, heißt Produkt-σ-

Algebra ˆ
∞ ⊗F F  auf ′Ω . Der messbare Raum ( )ˆˆ , ∞Ω×Ω ⊗F F  heißt Produktraum. 

Um ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf ( ),′ ′Ω F  mit ( )σ′ =F C  zu definieren, kann ein 

möglicher Kandidat zunächst auf dem einfacher zu handhabenden Erzeugendensystem 

{ }1 2 1 2
ˆ: ,A A A A∞= × ∈ ∈C F F  mit einer offensichtlichen Funktion festgelegt (Prämaß auf 

C ) und anschließend auf ( )σ C  erweitert werden. Sofern das Wahrscheinlichkeitsmaß 

existiert, ist es aufgrund der Durchschnittsstabilität von C  eindeutig. Eine nahe liegende 

Wahl stellt das Produktmaß dar: 

Satz 5-1 (Produktmaß): Seien ( ), ,QΩ F  und ( )ˆ ˆˆ , ,QΩ F  zwei Wahrscheinlichkeitsräume, 

dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q′  auf ( )ˆˆ , ∞Ω×Ω ⊗F F , so dass 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ,Q A A Q A Q A A A∞′ × = ⋅ ∀ ∈ ∈F F . Das Wahrscheinlichkeitsmaß Q′  heißt 

das Produktmaß von Q  und Q̂  und wird mit ˆQ Q Q′ = ⊗  bezeichnet. 

Beweis: 

W. König (2003, S. 52 f.). 

Die Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsraumes ( ) ( )ˆ ˆˆ, , , ,Q Q Q∞′ ′ ′Ω = Ω×Ω ⊗ ⊗F F F  

wird in der Literatur881 auch als Kanonische Konstruktion bezeichnet.882 Mit 2
ˆˆA = Ω∈F  

                                                           
878  Z. T. wird „∩-stabil“ geschrieben. Vgl. H. Bauer (1992), Maß- und Integrationstheorie, S. 9. 
879  Für ein anschauliches Beispiel siehe Anlage 14. 
880  Vgl. W. König (2003), Stochastik I (Skriptum), S. 50. Vgl. auch I. Rana (2002), Measure and integration, 

S. 237-241. 
881  Vgl. stellvertretend T. Bielecki, M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2004), Modeling and valuation of 

credit risk, S. 51 f. u. S. 81. 
882  Alternativ findet auch die Schreibweise ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ, , , , , ,Q Q Q∞′ ′ ′Ω = Ω ⊗ ΩF F F  Anwendung. Vgl. 

H. Bauer (1978), Wahrscheinlichkeits- und Maßtheorie, S. 130 f. 
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in Satz 5-1 und ( )ˆ ˆ 1Q Ω =  folgt ( ) ( )1 1
ˆQ A Q A′ ×Ω =  für jedes 1A ∞∈F . Damit fällt die Be-

schränkung des Wahrscheinlichkeitsmaßes Q′  auf das σ-Feld ∞F  mit dem Wahrschein-

lichkeitsmaß Q  zusammen.883 Dasselbe Argument gilt für die Beschränkung des Wahr-

scheinlichkeitsmaßes Q  auf das σ-Feld ˆF . Damit können Zufallsexperimente in den bei-

den (separaten) Wahrscheinlichkeitsräumen nicht nur ohne Informationsverlust, sondern 

auch mit intuitiv sofort ersichtlichen Wahrscheinlichkeiten im erweiterten (gemeinsamen) 

Wahrscheinlichkeitsraum beschrieben werden. Diese Eigenschaft der kanonischen Kon-

struktion ist darüber hinaus maßgeblich dafür verantwortlich, dass – wie eingangs gefor-

dert – Martingale im ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsraum ihre wesensbestimmenden 

Eigenschaften unter der Wahrscheinlichkeitsraumerweiterung nicht verlieren: 

Satz 5-2 (Martingalinvarianz): Seien ( ), ,QΩ F  und ( )ˆ ˆˆ , ,QΩ F  zwei Wahrscheinlichkeits-

räume. Sei weiterhin :tM Ω→\  ein Martingal auf dem Wahrscheinlichkeitsraum 

( ), ,QΩ F . Dann ist ˆ:tM ′ Ω×Ω→ \  mit dem Schnitt ( )( ) ( ) ( )ˆ
ˆ,t tw

M w w w M w′ =  auch im 

Produktraum ( ) ( )ˆ ˆˆ, , , ,Q Q Q∞′ ′ ′Ω = Ω×Ω ⊗ ⊗F F F  ein Martingal. 

Beweis: 

Als Voraussetzung lässt sich zunächst formulieren:884 

( ) .Q
t s sE M M mit s t= ≤F  (5.31) 

Auf (5.31) ist das Partial Averaging Theorem885 anzuwenden. Für alle sA∈F  gilt: 

( )( ) ( ) { } ( ) ( ) ( )

{ } ( )( )
{ }( )( )

{ } ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1

.

Q Q
t s t sA

A

Q Q
t sA

Q Q
t sA

tA

t
A

E M w dQ w E M w dQ w

E E M

E E M

M w dQ w

M w dQ w

Ω

Ω

=

=

=

=

=

∫ ∫

∫

∫

F F

F

F  (5.32) 

In analoger Weise gilt das Partial Averaging Theorem bzgl. des bedingten Erwartungswer-

tes im erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum: 

                                                           
883  Vgl. T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 229. 
884  Vgl. zur Definition von (zeit-stetigen) Martingalen S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivati-

ves, S. 120-122. Der vorliegende Beweis konzentriert sich insbesondere auf Punkt (3) der Definition auf 
S. 121. 

885  Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 68, Definition 2.3.1. 
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( )( ) ( )

{ } ( )( ) ( )

{ } ( )( ) { }( )
{ } ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ

ˆ
ˆ

ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ1 , ,

ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1 , , , , .

Q
t s

A A

Q
t sA A

Q Q Q Q
t s t sA A A A

t tA A
A A

E M w w dQ w w

E M w w dQ w w

E E M E E M

M w w dQ w w M w w dQ w w

′

×

′

×
Ω×Ω

′ ′ ′ ′

× ×

×
Ω×Ω ×

′ ′⊗

′ ′= ⊗

 ′ ′= ⊗ = ⊗ 
 

′ ′ ′ ′= =

∫

∫

∫ ∫

F F

F F

F F F F
 (5.33) 

Mit dem Satz von FUBINI886 kann für (5.33) geschrieben werden: 

{ } ( ) ( ) ( )( )

{ } ( )( ) ( ) ( ) ( )

ˆ
ˆ

ˆ
ˆˆ

ˆˆ1 ,

ˆˆ ˆ1 , .

tA A

tA A
w

M w w d Q w Q w

M w w w dQ w dQ w

×
Ω×Ω

×
ΩΩ

′ ⊗

 
′=  

 

∫

∫ ∫
 (5.34) 

Der Schnitt der Indikatorfunktion ist: 

{ }( ) ( ) { }
ˆ

ˆ

ˆˆ1 ,
1

0 .
A

A A
w

w A
w

sonst×

 ∀ ∈= 


 (5.35) 

Damit erhält man für (5.34): 

{ } ( ) ( ) ( )( )

{ } { } ( ) ( ) ( )

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆˆ1 ,

ˆ ˆ1 1 .

tA A

tA A

M w w d Q w Q w

M w dQ w dQ w

×
Ω×Ω

ΩΩ

′ ⊗

 
=  

 

∫

∫ ∫
 (5.36) 

Durch Vereinfachungen i. V. m. dem Partial Averaging gem. (5.32) folgt: 

{ } ( ) ( ) ( )( )

{ } { } ( ) ( ) ( ) { } ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

ˆ
ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆˆ1 ,

ˆ ˆˆ ˆ1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ .

tA A

t tAA A
A

Q
t t s

A A

M w w d Q w Q w

M w dQ w dQ w M w dQ w dQ w

Q A M w dQ w Q A E M w dQ w

×
Ω×Ω

ΩΩ Ω

′ ⊗

   
= =   

   

= =

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ F

 (5.37) 

Durch Einsetzen der Voraussetzung (5.31) in (5.37) ergibt sich: 

{ } ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆˆ1 , .t sA A
A

M w w d Q w Q w Q A M w dQ w
×

Ω×Ω

′ ⊗ =∫ ∫  (5.38) 

                                                           
886  Vgl. G. Fubini (1958), Sugli integrali multipli, S. 243-249; I. Rana (2002), Measure and integration, 

S. 239 f., Theorem 7.5.5. 
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Auf (5.38) ist erneut das Theorem von FUBINI, jedoch in umgekehrter Vorgehensweise, 

anzuwenden: 

( ) ( ) ( ) { } { } ( ) ( ) ( )

{ } ( )( ) ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

ˆ
ˆ

ˆ
ˆˆ

ˆ
ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

ˆˆ ˆ1 ,

ˆˆ ˆ1 ,

ˆˆ ˆ, .

s sAA
A

sA A
w

sA A

s
A A

Q A M w dQ w M w dQ w dQ w

M w w w dQ w dQ w

M w w d Q w Q w

M w w d Q w Q w

ΩΩ

×
ΩΩ

×
Ω×Ω

×

 
=  

 
 

′=  
 

′= ⊗

′= ⊗

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

 (5.39) 

Aus (5.33), (5.38) und (5.39) folgt abschließend die Behauptung: 

( )ˆ .Q
t s sE M M′ ′ ′⊗ =F F  (5.40) 

Auf dem Produktraum ( ), ,Q′ ′ ′Ω F  lassen sich nun zufällige, kreditbezogene Ereigniszei-

ten definieren. Dazu unterstütze der Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,QΩ F  kreditweise die 

Prozesse ,i tΓ  für alle t≥0 so, dass diese für zu F  adaptierte, stets positive Prozesse ,i tγ  

durch das Integral 

( ),
0

0
t

i t i u du tγΓ = ∀ ≥∫  (5.41) 

beschrieben werden können. Für t=0 gilt ,0 0iΓ = . Darüber hinaus sei ,i ∞Γ  durch 

( )lim it
t

→∞
Γ = ∞  definiert. Wegen , 0i tγ >  ist ,i tΓ  streng monoton wachsend. 

Wird F  durch eine BROWNsche Bewegung erzeugt, kann ,i tγ  als ITÔ-Prozess modelliert 

werden.887 In den weiteren Abschnitten wird jedoch ,i tγ  und demzufolge auch ,i tΓ  in Ab-

hängigkeit eines Parameters Ψ in deterministischer Beziehung zur Zeit stehen. 

Zur modelltheoretischen Betrachtung von Kreditereignissen und Ereigniszeiten werden – 

in allgemeiner Weise fortfahrend – Zufallsvariablen iτ  auf dem Produktraum ( ), ,Q′ ′ ′Ω F  

wie folgt definiert: 

Definition 5-2 (Ereigniszeit): 

( ) ( ) ( ){ },ˆ ˆ, inf 0 : lni i t iw w t w U wτ = ≥ Γ ≥ − . (5.42) 

                                                           
887  Vgl. bspw. T. Bielecki, M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2004), Modeling and valuation of credit risk, 

S. 55-58. 
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Gleichung (5.42) erlaubt eine einfache Interpretation. Unter Verwendung der Exponential-

funktion kann ( ),exp i t−Γ  als Countdown-Prozess888 betrachtet werden. Das Ereignis tritt 

ein, wenn der Countdown-Prozess – beginnend mit dem Wert eins in t0 – die Ausprägung 

der Zufallsvariablen Ui trifft. Damit fungiert Ui als zufällige Schranke. Der Wert von Ui 

bleibt den Investoren verborgen und wird erst im Moment des Ereigniseintritts offenbart.889 

Mit (5.41) wird die Geschwindigkeit des Countdown-Prozesses und somit die Wahrschein-

lichkeit des Zusammentreffens von ( ),exp i t−Γ  mit Ui durch die Funktion ,i tγ  gesteuert. 

Der Prozess ,i tΓ  ist damit wesensbestimmend für die Verteilung der Ereigniszeit iτ . Be-

dingt auf das σ-Feld ( )1
1 tξ − ′⊂F F  sei die folgende Verteilungsfunktion betrachtet: 

( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 0

i t i tF t Q t tτ ξ τ ξ− −′= ≤ ∀ ≥F F .890 (5.43) 

Mit dem Ziel, die (bedingte) Verteilungsfunktion (5.43) mit Hilfe des Prozesses ,i tΓ  aus-

zudrücken, lässt sich zunächst schreiben: 

( ) ( ) ( )( ) { } ( )( )1 1 1
1 1 11 1

i it i t Q ttF t Q t Eτ τξ τ ξ ξ− − −
′ >

′− = > =F F F . (5.44) 

Unter Verwendung des Gesetzes des iterierten Erwartungswertes891 gilt: 

{ } ( )( ) { } ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

1 1

.

i iQ t Q Q tt t

Q i t

E E E

E Q t

τ τξ ξ ξ

τ ξ ξ

− − −
′ ′ ′ ∞> >

− −
′ ∞

=

′= >

F F F

F F
 (5.45) 

Berücksichtigt man, dass 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ },ˆ ˆ ˆ ˆ, : , , : i t w
i iw w w w t w w U w eτ −Γ> = < , (5.46) 

erhält man: 

( )( ) ( )( ),1 1
1 1

i t
i iQ t Q U eτ ξ ξ−Γ− −

∞ ∞′ ′> = <F F . (5.47) 

                                                           
888  Zum Begriff des Countdown-Prozesses siehe P. Schönbucher und D. Schubert (2001), Copula-dependent 

default risk, S. 13. 
889  Simulationstechnisch lässt sich die Ereigniszeit bestimmen, indem eine Ausprägung der Zufallsvariablen 

Ui gezogen, der Countdownprozess ( ),exp i t
ψ−Γ  simuliert und der Zeitpunkt des Zusammentreffens ,FP iτ Ψ  

bestimmt wird. Vgl. ebenda, S. 13. 
890  Alternativ bedingen T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 228 f. auf das σ-Feld tF  an-

stelle des σ-Feldes ( )1
1 tξ − F . Nachteilig an dieser Vorgehensweise ist, dass tF  keine Teilmenge des er-

weiterten σ-Feldes ′F  ist. Letztlich ist jedoch mit Blick auf die Definition des bedingten Erwartungs-
wertes die Zufallsvariable { }

1
1(1 ( ))

iQ ttE τ ξ −
′ > F  (vgl. (5.44)) sowohl bezüglich ( )1

1 tξ − F  als auch bezüglich 
tF  messbar. Für eine Illustration vgl. Anlage 14. Zur Definition des bedingten Erwartungswerts siehe 

S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 68, Definition 2.3.1. 
891  Vgl. Fn. 865. 
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Da der Prozess ,i tΓ  bezüglich des σ-Feldes ∞F  und dementsprechend bezüglich des σ-

Feldes ( )1
1ξ
−

∞F  messbar ist, kann das Wahrscheinlichkeitsmaß Q′  auf das σ-Feld ˆF  be-

schränkt werden. Gemäß den obigen Ausführungen, ist das auf ˆF  beschränkte Wahr-

scheinlichkeitsmaß Q′  identisch mit dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q̂ . Mit der Gleichver-

teilung von Ui unter Q̂  gilt: 

( )( ) ( ), , ,1
1

ˆi t i t i t
i iQ U e Q U e eξ−Γ −Γ −Γ−

∞′ < = < =F .892 (5.48) 

Setzt man sukzessive die Gleichungen (5.48) in (5.47), (5.47) in (5.45) und (5.45) in (5.44) 

ein, folgt: 

( ) ( ) ,1
1 1 i t

i tF t eτ ξ −Γ− = −F . (5.49) 

Stochastische Prozesse, die zur (bedingten) Verteilungsfunktion (5.43) in definitorischer 

Beziehung gem. (5.49) stehen, sind in der Literatur einschlägig bekannt:893 

Definition 5-3 (Hazard-Prozess): Ein Prozess ,i tΓ , welcher definiert ist durch 

( ) ( )( )1
, 1ln 1

ii t tF tτ ξ −Γ = − − F  mit ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1

i t i tF t Q tτ ξ τ ξ− −′= ≤ <F F , heißt ( )1
1ξ
− F -

Hazard-Prozess von iτ . 

Für den Zeitpunkt t0=0 folgt wegen 
0, 0 0i t =Γ =  sofort ( ) ( )1

1 00 0
i

Fτ ξ − =F . Zudem ist die 

bedingte Verteilungsfunktion ( ) ( )1
1i tF tτ ξ − F  streng monoton wachsend, da der Count-

down-Prozess ( ),exp i t−Γ  mit (5.41) wegen , 0i tγ >  streng monoton fällt.894 

5213 Konkretisierung des um ausfallrisikobehaftete Zahlungsansprüche erweiter-
ten Marktes durch das semi-analytische Modell 

Betrachtet wird ein Risikohorizont tH mit tH=T*. Für einen Kredit i mit einer Restlaufzeit 

Ti sei zunächst willkürlich eine stetige, streng monoton wachsende Zeittransformation gi(t) 

mit gi(0)=0 und eine Ausfallschranke Ki<0 gegeben. Der Einfachheit halber sei sicherge-

stellt, dass der Risikohorizont tH von der Zeittransformation unberührt bleibt.895 Formal 

soll also gi(tH)=tH gelten. Betrachtet sei ein beliebiger Zeitpunkt tA mit tAє(0,tH]. In Abhän-

gigkeit des Parameters Ψ sei in Anlehnung an (3.106) unter Berücksichtigung der Zeit-

transformation gi(t) die – durch Grenzwertbetrachtung in Analogie zu (3.102) verstetigte – 

Ereignisdichte für alle tє(0,tA] mit ρi≠1 und tA≤Ti auf ( ), ,Q′ ′ ′Ω F  wie folgt gegeben: 

                                                           
892  Vgl. T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 228. 
893  Vgl. M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools, S. 18. 
894  Damit ist auch ( )

,FP iF tτ  streng monoton wachsend und mit Blick auf die Zeittransformation ist die Glei-
chung (3.26) umkehrbar. Vgl. zu dieser Problematik auch die Fn. 505. 

895  Vgl. Gleichung (3.32) sowie die damit in Verbindung stehenden Ausführungen. 
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( )( )1
, 1FP i tQ dtτ ξΨ −′ ∈ =F  (5.50) 

( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

( )

( )
( )
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i
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g g g

für t t
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g
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ρψ

ρ

ρ ψ

ρ

π ρ

π ρ

 − − −− 
− − + 

− − −  
 

 − 
 − 
 

< <
−

−

=
−

−











 

Analog zu den Gleichungen (3.103) und (3.111) ist die Ereignisdichte (5.50) über t zu in-

tegrieren, um die Ereigniswahrscheinlichkeit ( )( )1
, 1FP i tQ tτ ξΨ −′ ≤ F  für den Zeitraum (0,t] 

mit tє(0,tA] zu erhalten. 

Betrachtet man für den Kredit i in Abhängigkeit des Parameters Ψ die zur Ereigniszeit ,FP iτ Ψ  

gehörige bedingte Verteilungsfunktion ( ) ( )1
1,FP

ti
F t
τ

ξΨ
− F  und setzt: 

( ) ( ) ( )( ) ,1 1
1 , 1,

1 i t

FP
t FP i ti

F t Q t e
τ

ξ τ ξ
Ψ

Ψ

−Γ− Ψ −′= ≤ = −F F , (5.51) 

dann wird dadurch zur Ereigniszeit ,FP iτ Ψ  ein Ψ-spezifischer ( )1
1ξ
− F -Hazard-Prozess ,i t

ΨΓ  

definiert. Durch Umkehrung von (5.51) konkretisiert sich ,i t
ΨΓ  auf (0,tA) wie folgt: 

( )

( )
( )

( ) ( )( )
( )( )

22
2 ,,2

,
, , ,

1 11
2

,
,

3
0 ,

ln 1
2

i i i i t A ii i i tA i
ii t

i t i t i t iA A AA

A

s K gK g K
g sg s g s g si i t

i t

i t i

K g
e ds

s g s

ρ ρ ψ ρρ ψ
ρψ

ρ

π ρ

 − − −− 
− − + 

− − −  Ψ  

 
 −
 Γ = − − ⋅
 − 
 

∫ . (5.52) 

Für tA ist über die verstetigte Ereignisdichte (5.50) zu integrieren.896 Alternativ lässt sich 

, Ai t
ΨΓ  mit Hilfe von ,i t

ΨΓ  nach (5.52) in Form eines Grenzwertes schreiben: 

, ,lim
A

A
i t i tt t

Ψ Ψ

→
Γ = Γ . (5.53) 

Da ,i t
ΨΓ  deterministisch definiert wurde, fällt ,i t

ψΓ  mit der Hazard-Funktion 

( )( ),
ln 1

FP i
F t
τ Ψ

− −  zusammen. Unter Berücksichtigung der Zeittransformation gi(t) lässt sich 

durch Ableitung der Ψ-spezifischen Hazard-Funktion ,i t
ΨΓ  die Ψ-spezifische Hazard Rate-

Funktion ,i tγ Ψ  auf (0,tA] wie folgt schreiben:897 

( )
( )

( )
,

, ,

0

1

i

i t

i

i tW i t
i g

W

f g dg
t

dt
f s ds

ψ

ψ

γ Ψ = ⋅

− ⋅∫
. (5.54) 

                                                           
896  Über den Analysezeitpunkt tA hinaus lassen sich alle Prozesse ,i t

ΨΓ  in konstanter Form fortführen. 
897  Vgl. dabei zur Problematik von variablen Integrationsgrenzen H. Heuser (2003), Analysis, S. 479. 
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Die Definition der Ψ-spezifischen Hazard-Funktion ,i t
ψΓ  bzw. der Ψ-spezifischen Hazard 

Rate-Funktion ,i tγ Ψ  ist an die obige Betrachtung zeittransformierter Prozesse Yi,t bei zeit-

konstanten Ausfallschranken Ki zu verknüpfen, wobei die zeittransformierten Prozesse mit 

Hilfe des einfachen Faktoransatzes modelliert werden. Sämtliche Überlegungen sind je-

doch in die risikoneutrale Welt zu übertragen. Die Ereigniszeiten ,FP iτ Ψ  können – bereits an 

der gewählten Notation zu erkennen – intuitiv als Passagezeiten der zeittransformierten 

Prozesse Yi,t verstanden werden. Der hier verwendete Parameter Ψ ist in der obigen Be-

trachtung in der Form eines Endpunktes der BROWNschen Faktorbrücke XΨ,t wieder zu fin-

den. Den dortigen Analysen folgend, sind die Ereignis-Zeiten ,FP iτ Ψ  approximativ unabhän-

gig voneinander. Deshalb kann mit Blick auf die Definition der Ereignis-Zeiten ,FP iτ Ψ  gem. 

Definition 5-2 approximativ ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q̂  verwendet werden, unter dem 

die gleichverteilten Zufallsvariablen Ui unabhängig898 voneinander sind: 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ, , N N N NQ U u U u Q U u Q U u≤ ≤ = ≤ ⋅ ⋅ ≤… … .899 (5.55) 

Die gemeinsame faktorbedingte Überlebenswahrscheinlichkeit für den Zeitraum (0,t] mit 

tє(0,tA] lässt sich in diesem Fall als Summe der Hazard-Funktionswerte ,i t
ψΓ  bestimmen:900 

( )( ) { } ( )
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Q t t E

τ τ
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′ > >
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… F F  (5.56) 
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898  Die gleichverteilten Zufallsvariablen Ui können grundsätzlich abhängig gestaltet werden. Vgl. dazu im 

Rahmen von intensitätsratenbasierten Kreditrisikomodellen P. Schönbucher und D. Schubert (2001), Co-
pula-dependent default risk, S. 17-22. 

899  Multivariate Verteilungen mit uniformen Rändern werden in der Literatur als Copulas bezeichnet. Die 
Zufallsvariablen Ui folgen im hier verwendeten Modellsetup der sog. Produktcopula П. Vgl. einführend 
R. Nelson (1999), Copulas, S. 5-44. Siehe auch B. Schweizer und A. Sklar (1983), Probabilistic Metric 
Spaces, S. 78-95. 

900  Alle Hazard-Funktionen sind aufgrund ihrer deterministischen Definition bezüglich des trivialen σ-
Feldes ( )0 ,= ∅ ΩF  und somit bezüglich des σ-Feldes tF  messbar. Das Wahrscheinlichkeitsmaß Q′  
kann folglich auf das σ-Feld ˆF  beschränkt werden. 
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Wird der Parameter Ψ als latenter Faktor, d. h. nicht als Parameter oder ∞F -messbare Zu-

fallsvariable verstanden, ist technisch gesehen der Produktraum ( ), ,Q′ ′ ′Ω F  zunächst zu 

erweitern. Sei Ψ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,QΩ � �� F  mit ( )σ= Ψ�F  so defi-

niert, dass Ψ der Standardnormalverteilung unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q�  folgt. 

Dann kann zur Erweiterung von ( ), ,Q′ ′ ′Ω F  abermals auf die kanonische Konstruktion 

zurückgegriffen und ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F  als ( )ˆ ˆˆ , ,Q Q Q∞Ω×Ω×Ω ⊗ ⊗ ⊗ ⊗� �� F F F  definiert 

werden. In Analogie zu (5.27) seien die folgenden Abbildungen definiert: 

1

2

3

ˆ: ,
ˆ ˆ: ,
ˆ: .

ξ

ξ

ξ

Ω×Ω×Ω→Ω

Ω×Ω×Ω→Ω

Ω×Ω×Ω→Ω

�

�

� �
 (5.57) 

Martingale im ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,QΩ F  behalten ihre wesens-

bestimmenden Eigenschaften unter der Wahrscheinlichkeitsraumerweiterung. Darüber 

hinaus ist Ψ mit den besonderen Eigenschaften des Produktraums auch unter Q′′  standard-

normalverteilt. 

Auf dem Produktraum ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F  lassen sich ganz analog zu Definition 5-2 Ereigniszei-

ten ,FP iτ  definieren: 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, ,
,ˆ ˆ ˆ ˆ, , : , , , , : i t w w

FP i iw w w w w w t w w w U w eτ
Ψ−Γ> = < �� � � . (5.58) 

Der Ψ-spezifische Hazard-Prozess ,i t
ΨΓ  ist demgemäß auf der Basis der erweiterten Filtrati-

on ( ) ( )( )1 1
1 3ξ ξ σ− −∨ ΨF  zu definieren. Bedingt auf das σ-Feld ( ) ( )( )1 1

1 3tξ ξ σ− −∨ ΨF  sei 

dazu die folgende Verteilungsfunktion betrachtet: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ),

1 1 1 1
1 3 , 1 3FP i t FP i tF t Q tτ ξ ξ σ τ ξ ξ σ− − − −′′∨ Ψ = ≤ ∨ ΨF F . (5.59) 

Analog zur obigen Vorgehensweise kann über die Indikatorfunktion { },
1

FP i tτ ≤
 mit Hilfe des 

Gesetzes des iterierten Erwartungswertes die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses { },FP i tτ > , 

respektive des Ereignisses { },i t
iU e

Ψ−Γ< , bedingt auf das σ-Feld ( ) ( )( )1 1
1 3ξ ξ σ− −

∞ ∨ ΨF  be-

stimmt werden. Da der Hazard-Prozess ,i t
ΨΓ  bezüglich des σ-Feldes ( ) ( )( )1 1

1 3ξ ξ σ− −
∞ ∨ ΨF  

messbar ist, kann das Wahrscheinlichkeitsmaß Q′′  auf das σ-Feld ˆF  beschränkt werden. 

Analog zu den obigen Ausführungen, ist das auf ˆF  beschränkte Wahrscheinlichkeitsmaß 

Q′′  identisch mit dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q̂ . Mit der Gleichverteilung von Ui unter 

dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q̂  gilt: 
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( ) ( ) ( )( )
,

1 1
1 31

FP i tF tτ ξ ξ σ− −− ∨ ΨF  (5.60) 
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Auch für die Unabhängigkeit der Ereigniszeiten ist auf die erweiterte Filtration 

( ) ( )( )1 1
1 3ξ ξ σ− −∨ ΨF  als Bedingung abzustellen:901 

( ) ( )( )( )1 1
,1 , 1 3, ,FP FP N tQ t tτ τ ξ ξ σ− −′′ > > ∨ Ψ… F  (5.61) 
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Wird die Stochastik des latenten Faktors Ψ explizit berücksichtigt, lässt sich, bedingt auf 

das σ-Feld ( )1
1 tξ − F , die folgende Verteilungsfunktion betrachten und mit dem Gesetz des 

iterierten Erwartungswertes wegen ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1 1 3t tξ ξ ξ σ− − −⊂ ∨ ΨF F  schreiben: 
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 (5.62) 

                                                           
901  Die Unabhängigkeit von Ausfallereignissen unter der Bedingung einer erweiterten Referenzfiltration F  

findet sich auch im Modellansatz von J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 3 f. 
Die dort verwendeten Ausfallwahrscheinlichkeiten basieren jedoch auf dem einfachen Unternehmens-
wertmodell nach MERTON. 
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Das dritte Gleichheitszeichen folgt aus (5.60). Da der latente Faktor Ψ in (5.60) nicht be-

züglich des σ-Feldes ( )1
1 tξ − F  messbar und unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q′′  stan-

dardnormalverteilt ist, folgt die entsprechende Integration. Setzt man in Analogie zu 

Definition 5-3: 

( ) ( ) ,

,

1
11 i t

FP i

H
tF t eτ ξ −−− =F , (5.63) 

dann wird dadurch zur Ereigniszeit ,FP iτ  der Hazard-Prozess ,i tH  bezüglich der Filtration 

( )1
1ξ
− F  definiert. Durch Gleichsetzen von (5.62) und (5.63) stehen ,i tH  und , Ai t

ΨΓ  wie folgt 

zueinander in Beziehung: 

( ), ,
u

i t i tH
SNe e f u du

∞
− −Γ

−∞

= ⋅ ⋅∫ . (5.64) 

Im vorliegenden Modellumfeld ist mit , Ai t
ΨΓ  auch ,i tH  deterministisch. Damit fällt auch ,i tH  

in Analogie zu , Ai t
ΨΓ  mit der entsprechenden Hazard-Funktion zusammen. Mit (5.54) lässt 

sich darüber hinaus die Ψ-spezifische Hazard Rate-Funktion ,i tγ Ψ  in Beziehung zur Hazard 

Rate-Funktion , , /i t i th dH dt=  setzen. Der Begriff der Hazard Rate-Funktion ist dabei im 

Gegensatz zum Kapitel 3 im Rahmen der risikoneutralen Welt zur Finanztitelbewertung zu 

sehen und folglich von den zuvor verwendeten Credit Curves abzugrenzen:902 
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∫

 (5.65) 

Im weiteren Verlauf wird die Hazard Rate-Funktion hi,t unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß 

Q′′  anhand von Marktdaten zu kalibrieren sein. Dann lässt sich mit Hilfe von (3.26) die 

Zeittransformation gi(t) unter Q′′  bestimmen. Damit ist jederzeit die Ψ-spezifische Hazard-

Funktion ,i t
ψΓ  mit (5.52) und (5.53) in Abhängigkeit des Analysezeitpunktes tA definiert. 

Unabhängig vom gewählten Analysezeitpunkt stehen die Ψ-spezifische Hazard-Funktion 

,i t
ψΓ  und die Hazard-Funktion Hi,t stets über (5.64) miteinander in Beziehung. Mit (5.54) 

und (5.65) gilt dies ebenso für die Hazard Rate-Funktionen ,i tγ Ψ  und hi,t. 

                                                           
902  Die Tatsache, dass Hi,t und hi,t deterministisch sind, überrascht kaum. Schließlich wurde bereits im Rah-

men der Modellentwicklung in Kapitel 3 – dort jedoch unter dem realen Wahrscheinlichkeitsmaß – auf 
deterministische Hazard Rate-Funktionen, d. h. ratingabhängige Credit Curves vom Typ A, B und C, ab-
gestellt. 



293 

Die Kalibrierung der Hazard Rate Funktion hi,t kann anhand von ausfallrisikobehafteten 

Zahlungsansprüchen oder anhand von Derivaten auf ausfallrisikobehaftete Zahlungsan-

sprüche vorgenommen werden. Ist die Kalibrierung erfolgt, können sämtliche Aussagen 

aus Kapitel 3 auf das Wahrscheinlichkeitsmaß Q′′  übertragen werden. Insbesondere ist die 

Ereigniszeit ,FP iτ  mit der First-Passage-Time aus Definition 3-1 zu verbinden.903 

Bevor die Einordnung des semi-analytischen Modells in die kapitalmarktorientierte Bewer-

tung durch eine kurze Betrachtung der Vorgehensweise zur Bewertung ausfallrisikobehaf-

teter Zahlungsansprüche des CDO-Referenzportfolios abgeschlossen wird, sollen im 

Wahrscheinlichkeitsraum ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F  verschiedene Filtrationen definiert werden. Die 

Definition der Filtrationen wird die Untersuchung der Bewertung der ausfallrisikobehafte-

ten Zahlungsansprüche insofern erleichtern, dass auf bereits bekannte Ergebnisse aus der 

Modellwelt der Hazard- und Hazard Rate-Modelle zurückgegriffen werden kann. 

Sei iI  mit { }, 0i i t t≥
= II  die durch den Ausfallindikator ( ) { }1

ii tI t τ ≤=  erzeugte Filtration mit 

( ), , :i t i sI s tσ= ≤I . Dann enthält iI  Informationen über den Ausfall bzw. das Überleben 

des Kredits i. Die σ-Felder ,i tI  lassen sich, rückgreifend auf die kanonischen Konstruktion 

von ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F , zugleich durch die folgenden Mengensysteme erzeugen:904 

( ) ( ){ }( ), ,ˆ ˆ, , : , , :i t FP iw w w w w w s s tσ τ′′= ∈Ω ≤ ≤� �I  mit (5.66) 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, ,ˆ ˆ ˆ ˆ, , : , , , , : ,FP i i i sw w w w w w s w w w U w w wτ Ψ′′ ′′∈Ω ≤ = ∈Ω ≥ Γ� � � � . (5.67) 

Informationen über Ausfallereignisse im gesamten Referenzportfolio enthält die Filtration 

I  mit { } 0t t≥
= II , wobei gilt:905 

,
1

N

t i t
i

σ
=

 
=  

 
∪I I . (5.68) 

Informationen aus F  zusätzlich zu den Informationen über Kreditausfälle enthalten die 

Filtrationen iG  mit { }, 0i i t t≥
= GG  und G  mit { } 0t t≥

= GG , wobei gilt: 

( )( )1
, , 1i t i t tσ ξ −= ∪ FG I , (5.69) 

,
1

N

t i t
i

σ
=

 
=  

 
∪G G . (5.70) 

                                                           
903  Demzufolge sind beide Notationen identisch. 
904  Siehe auch M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools, S. 3 f. 
905  Ähnlich gehen P. Schönbucher und D. Schubert (2001), Copula-dependent default risk, S. 14 vor. 
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5214 Bewertung ausfallrisikobehafteter Zahlungsansprüche des CDO-
Referenzportfolios im erweiterten Markt unter Berücksichtigung der Kon-
kretisierung durch das semi-analytische Modell 

Zahlungsansprüche lassen sich im Rahmen einer barwertigen Betrachtung in einzelne, po-

tentielle Zahlungsströme zerlegen. Die Zahlung des Nominalwertes erfolgt unter der Vo-

raussetzung, dass bis zum Ende der Kontraktlaufzeit kein Ausfallereignis eingetreten ist. 

Kuponzahlungen sind nur bis zum Eintritt eines Ausfallereignisses zu modellieren. Tritt 

das Ausfallereignis ein, wird der Zahlungsstrom, bestehend aus noch nicht getätigten Ku-

ponzahlungen und der Nominalwertzahlung, substituiert durch einen Zahlungsstrom von 

Recovery-Zahlungen. Alle potentiellen Zahlungsströme werden separat einer Barwertbe-

trachtung innerhalb des Wahrscheinlichkeitsraumes ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F  bezüglich eines Zeit-

punktes t mit 0≤t≤Ti, bedingt auf die in t verfügbaren Informationen, respektive das σ-Feld 

,i tG , ermittelt. Entsprechend den obigen Ausführungen gilt ( )1
, , 1i t i t tξ −= ∨ FG I  für alle 

t≥0.906 Weiterhin gilt ( ) ( ) ,

,

1
11 i t

FP i

H
tF t eτ ξ −−− =F  gem. (5.63). Der Barwert eines Zahlungs-

anspruchs ergibt sich als Summe der Barwerte der einzelnen potentiellen Zahlungsströme. 

52141 Bewertung potentieller Nominalwertzahlungen 
Der Barwert der potentiellen Nominalwertzahlung bezüglich eines Zeitpunktes t mit 0≤t≤Ti 

entspricht dem Barwert eines Zerobonds ohne Recovery-Zahlungen. Normiert man den 

Nominalwert Di auf eins, lässt sich für den Erwartungswert des Barwertes schreiben: 

{ }, ,1
FP i i

i

t
Q i tT

T

BE
B τ′′ >

 
  
 

G . (5.71) 

Sollte der Ausfall unmittelbar im Zeitpunkt Ti erfolgen, unterbleibt gem. (5.71) die Nomi-

nalwertzahlung. Zur Ermittlung des Erwartungswertes kann auf ein Ergebnis von DELLA-

CHERIE, aufbereitet von JEANBLANC & RUTKOWSKI, zurückgegriffen werden: 

Satz 5-3 (Nominalwert): Sei X eine ( )1
1 iTξ − F -messbare Zufallsvariable, dann gilt für Ti≥t: 

{ }( ) { } ( )( ), ,

, ,

1
, 11 1 i t i T

FP i i FP i

H H
Q i t Q tT tE X e E e Xτ τ ξ− −
′′ ′′> >

=G F . (5.72) 

Beweis: 

M. Jeanblanc & M. Rutkowski (2000, S. 19 f.).907 

                                                           
906  In T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 141 wird dieses Modellelement als „Conditi-

on (G.1)“ bezeichnet. Im Unterschied zu den dortigen Ausführungen und Notationen wird hier auf die 
Umkehrabbildung ( )1

1ξ
− ⋅  zurückgegriffen, da das σ-Feld tF  selbst keine Unteralgebra von ′′F  dar-

stellt. 
907  Der Beweis findet sich auch in T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 145. 
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Für einen Kredit i mit einer Nominalwertzahlung i. H. v. eins kann die Zufallsvariable X in 

(5.72) unter Berücksichtigung der Eigenschaft der Messbarkeit von 
iTB  bezüglich des σ-

Feldes lim
i

ss T2
F  mit is T>  und somit der σ-Felder 

iTF  und ( )1
1 iTξ − F  substituiert werden 

durch: 

.
i

t

T

BX
B

=  (5.73) 

Ist darüber hinaus Hi,t eine Funktion der Hazard-Rate hi,t, dann lässt sich (5.72) i. V. m. 

(5.73) wie folgt schreiben: 

{ } { }

( ) ( )( )
( )

, ,

1
, 11 1

Ti

f i
t

FP i i FP i
i

r u h u du
t

Q i t Q tT t
T

BE E e
B τ τ

ξ
− +

−
′′ ′′> >

   ∫ =         

G F . (5.74) 

Mit Gleichung (5.74) kann ,i th  als Risikoaufschlag auf den risikofreien Zinssatz interpre-

tiert werden. In der Literatur908 wird in diesem Zusammenhang des Öfteren vom instanta-

nen Credit-Spread gesprochen.909 

Da ,i tH  und ,i th  im vorliegenden Fall deterministisch sind, kann der Erwartungswertopera-

tor direkt auf ( )( )exp iT

ft
r u du−∫  angewendet910 und mit (5.19) i. V. m. der Beschränkung des 

Wahrscheinlichkeitsmaßes Q′′  auf das σ-Feld ∞F  durch den Wert B(t,Ti) des ausfallrisiko-

freien Anspruchs auf eine Zahlungseinheit im Zeitpunkt Ti bezüglich des Zeitpunktes t≤Ti 

ersetzt werden: 

{ } { } ( )
( )

, ,,1 1 ,

Ti

i
t

FP i i FP i
i

h s ds
t

Q i t iT t
T

BE B t T e
B τ τ

−

′′ > >

  ∫
= ⋅ ⋅  

 
G . (5.75) 

Ist der Barwert des Zerobonds ohne Recovery-Zahlungen für die Gegenwart gesucht, erhält 

man schließlich: 

{ } ( )
( )

0

,

1 1 0,

Ti

i

FP i i
i

h s ds

Q iT
T

E B T e
B τ

−

′′ >

  ∫
= ⋅  

 
. (5.76) 

                                                           
908  Vgl. P. Khuong-Huu (1999), The price of credit, S. 69. 
909  Zu einem ähnlichen Ergebnis gelangen D. Duffie und K. Singleton (1999), Term structures of defaultable 

bonds, S. 687 f. Dabei beziehen sie zusätzlich eine Recovery Rate in Höhe eines Bruchteils des Markt-
wertes des ausfallrisikobehafteten Kredits unmittelbar vor dem Ausfallereignis (Fractional Recovery of 
Market Value) in ihre Überlegungen mit ein. Setzt man diesen Bruchteil null, erhält man (5.74). Eine 
Übersicht über weitere Modellansätze findet sich in S. Sundaresan (2000), Continuous-time methods in 
finance, S. 1591-1595. 

910  Im Falle eines stochastischen Hazard-Prozesses wäre dieselbe Vorgehensweise unter der Annahme der 
Unabhängigkeit des Zinsprozesses vom Hazard-Prozess möglich. 
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52142 Bewertung potentieller Recovery-Zahlungen 
Modelltheoretisch kann die Höhe einer potentiellen Recovery-Zahlung zeitpunktabhängig 

in Form eines stochastischen Prozesses { } 0t t
Z

≥
 erfasst werden.911 Der Betrag einer Reco-

very-Zahlung wird danach durch die Ausprägung des Recovery-Prozesses { } 0t t
Z

≥
 im Zeit-

punkt des Kreditausfalles ,FP iτ  definiert. Ungeachtet möglicher Verzögerungen durch 

langwierige Insolvenzverhandlungen erfolge die Zahlung mit sofortiger Wirkung. Die ge-

naue Ausgestaltung des Recovery-Prozesses kann in verschiedenartiger Weise geschehen 

und sollte konsistent mit dem verfügbaren Datenmaterial sein.912 

Im einfachsten Fall könnte 0tZ =  gesetzt werden. Recovery-Zahlungen würden entfallen. 

Im Rahmen der Arbeit wurde zumeist eine konstante Teilbefriedigung durch den Emitten-

ten in Höhe von ,i t iZ Dδ= ⋅  angenommen (Fractional Recovery of Par Value).913 Verwen-

det wurden konstante (durchschnittliche) Recovery Rates i. H. v. 30 % und 54 %, bezogen 

auf den Nominalwert Di.914 Empirische Studien am US-amerikanischen Bondmarkt durch 

GUHA unterstützen den Fractional Recovery of Par Value-Ansatz.915 Historisch ermittelte 

durchschnittliche Recovery Rates sollten allerdings nicht arglos zu Bewertungszwecken 

herangezogen werden. Vielmehr bedarf es einer risikoneutralen Schätzung. Berechnungen 

impliziter, risikoneutraler Recovery Rates durch BAKSHI, MADAN & ZHANG916 weisen je-

doch daraufhin, dass diese weitestgehend den empirischen Recovery Rates entsprechen. 

Alternativ wird häufig modelltheoretisch angenommen, dass der Eigentümer des ausgefal-

lenen Kredits einen konstanten Anteil an einem in Laufzeit und Nominalwert äquivalenten 

ausfallrisikofreien Zahlungsanspruch ( ), ,i t i iZ B t Tδ= ⋅  erhält (Fractional Recovery of Tre-

asury Value).917 Diese Interpretation der Recovery Rate wird gestützt durch empirische 

Untersuchungen anhand von BBB-gerateten Bonds durch BAKSHI, MADAN & ZHANG.918 

Insbesondere wenn der Kapitalmarkt nicht damit rechnet, dass Recovery-Zahlungen zeit-

nah erfolgen, scheint der Fractional Recovery of Treasury Value-Ansatz plausibel. 
                                                           
911  Die Notation orientiert sich an T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 5 f. 
912  Auswirkungen verschiedener Modellansätze auf die Reichtumsposition von Risikokäufer und Risikover-

käufer im Rahmen von Kreditderivatgeschäften werden in P. Grundke (2000), Bewertung von Kreditde-
rivaten, S. 20 f. diskutiert. 

913  HULL & WHITE beziehen durchschnittliche Recovery Rates nicht nur auf den Nominalwert, sondern 
darüber hinaus auch auf angesammelte Zinsansprüche. Vgl. J. Hull und A. White (2001), Valuing credit 
default swaps I, S. 31, Formel (1). Siehe auch J. Hull (2003), Options, futures and other derivatives, S. 
614-617 u. S. 639, Fn. 1. 

914  Vgl. Abschnitt 415. 
915  Vgl. R. Guha (2002), Recovery of face value at default, S. 14-20. 
916  Vgl. G. Bakshi, D. Madan und F. Zhang (2001), Implied recovery rates, S. 25 f. Vgl. zu dieser Problema-

tik auch die Argumentation von J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps I, S. 31 f. 
917  Vgl. T. Bielecki, M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2004), Modeling and valuation of credit risk, S. 43 f. 

Siehe auch P. Schönbucher (2000), Credit risk modelling, S. 82. 
918  Vgl. G. Bakshi, D. Madan und F. Zhang (2001), Implied recovery rates, S. 21-24. 
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Der Barwert der potentiellen Recovery-Zahlung bezüglich eines Zeitpunktes t mit 0≤t≤Ti 

stellt eine Zufallsvariable dar und bedarf der Erwartungswertbildung: 

{ }, ,
,

, ,1
FP i FP i i

FP i

t
Q i i tt T

BE Z
B τ τ
τ

′′ < ≤

 
 
 
 

G . (5.77) 

Zur Ermittlung des Erwartungswertes (5.77) sei bemerkt, dass sowohl tB , ( ), iB t T  als auch 

tZ  in allen oben diskutierten Ausführungen bezüglich des σ-Feldes lim ss t2
F  mit s t>  

messbar und damit bezüglich der σ-Felder tF  und ( )1
1 tξ − F  vorhersagbar sind.919 Im Falle 

des Geldmarktkontos ergibt sich die Vorhersagbarkeit aus der Kenntnis des instantanen 

Zinssatzes rf  im Zeitpunkt t. Dieselbe Argumentation gilt für den ausfallrisikofreien Zah-

lungsanspruch ( ),B t T . Mit Blick auf den Recovery-Prozess lässt sich festhalten, dass zu-

nächst jede konstante Funktion δ  bereits bezüglich des trivialen σ-Feldes { },= ∅ ΩF�  

messbar ist.920 Darüber hinaus erhält sich die Eigenschaft der Messbarkeit unter allen alge-

braischen Verknüpfungen, womit die Messbarkeit der verschiedenen Ausgestaltungen des 

Recovery-Prozesses bezüglich lim ss t2
F  mit s t>  und damit die Vorhersagbarkeit bezüglich 

tF  und ( )1
1 tξ − F  gewährleistet ist. Mit diesen Ausführungen lässt sich auf ein Ergebnis 

von BIELECKI & RUTKOWSKI zurückgreifen: 

Satz 5-4 (Recovery-Prozess): Sei Xs ein beschränkter, ( )1
1ξ
− F -vorhersagbarer Prozess, dann 

gilt für jedes t<Ti≤∞: 

{ }( ) { } ( )
] ]( ),

,, ,

1
, 1,

1 1 i t

FP iFP i i FP i i

H
Q i t Q u u tt T t t T

E X e E X dFττ τ
ξ −

′′ ′′< ≤ >
= ∫G F . (5.78) 

Beweis: 

T. Bielecki & M. Rutkowski (2004, S. 149).921 

Für einen Kredit i mit einem Recovery-Prozess ,i tZ  kann ,FP iXτ  in (5.78) mit Blick auf die 

obigen Überlegungen zur Vorhersagbarkeit von Prozessen wie folgt ersetzt werden: 

, ,

,

,FP i FP i

FP i

t
i

BX Z
Bτ τ
τ

= . (5.79) 

                                                           
919  Zur mathematischen Definition des Konzeptes der Vorhersagbarkeit siehe C. Dellacherie und P.-A. 

Meyer (1978), Probabilities and potential, S. 121 f. (IV.61). Eine intuitive Interpretation ist im Umfeld 
zeit-diskreter stochastischer Prozesse möglich. Vgl. C. Dellacherie und P.-A. Meyer (1982), Probabilities 
and potential B, S. 6 f. (V.8); S. Pliska (2002), Mathematical finance: Diskrete time models, S. 80. 

920  Vgl. hierzu und im Folgenden W. König (2003), Stochastik I (Skriptum), S. 37. 
921  Der Beweis findet sich ebenfalls in M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical 

tools, S. 19, Proposition 3.1 (ii). 
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Kann zudem ( )1
1u tdF ξ − F  in (5.78) durch ,

,
i uH

i ue dH−  substituiert werden, erhält man: 

{ } { } ( )
] ]

, ,

,, ,
,

1
, , , , 1,

1 1 i t i u

FP iFP i i FP i i
FP i

H Ht t
Q i i t Q i u i u tt T t t T

u

B BE Z E Z e dH
B Bττ τ
τ

ξ− −
′′ ′′< ≤ >

   
  =      

∫G F .(5.80) 

Ist darüber hinaus Hi,t eine Funktion der Hazard Rate hi,t, dann lässt sich (5.78) i. V. m. 

(5.79) wie folgt schreiben: 
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B u duE Z τ
τ τ

τ ξ
− +

−
′′>

′′ < ≤

 ∫ 
   =   




 


 ∫G F  (5.81) 

Da ,i tH  und ,i th  im vorliegenden Fall deterministisch sind, kann der Erwartungswertopera-

tor direkt auf ( )( )exp
u

ft
r s ds−∫  angewendet922 und mit (5.19) i. V. m. der Beschränkung des 

Wahrscheinlichkeitsmaßes Q′′  auf das σ-Feld ∞F  durch den Wert B(t,u) des ausfallrisiko-

freien Anspruchs auf eine Zahlungseinheit im Zeitpunkt u bezüglich des Zeitpunktes t≤u 

ersetzt werden. Unter Berücksichtigung der obigen Recovery-Modelle erhält man: 

{ } { } ( )
( )

( )
] ],, ,

,

, , ,,
1 1 ,

u

i
t

FP iFP i i FP i i
FP i

h s ds
t

Q i i t i u it T t t T

BE Z Z B t u e h u du
B ττ τ
τ

−

′′ < ≤ >

  ∫
  =
 
 

∫G . (5.82) 

Beachtet man, dass { } ( )( ) ( )
,

1 exp
FP i

u

i it t
h s ds h uτ >

−∫  die Ausfalldichte im Zeitpunkt u mit t≤u 

bedingt auf ( )1
1 tξ − F  darstellt923, erhält (5.82) eine einfache Interpretation: Integriert wird 

über alle potentiellen Recovery-Zahlungen, abdiskontiert mit dem risikolosen Zinssatz und 

gewichtet mit der Ausfalldichte des jeweiligen Zeitpunkts u. Ist der Barwert der Gegenwart 

gesucht und unterstellt man zudem eine konstante Recovery Rate iDδ ⋅  mit Di=1, folgt: 

{ }( ) ( )
( )

( )
] ]

0

, ,,

1
,0 0,

1 0,

u

i

FP i FP iFP i i i

h s ds

Q i i iT T
E B Z B u e h u duτ ττ δ

−
−

′′ < ≤

∫
= ⋅ ∫ .924 (5.83) 

                                                           
922  Im Falle eines stochastischen Hazard-Prozesses wäre dieselbe Vorgehensweise unter der Annahme der 

Unabhängigkeit des Zinsprozesses vom Hazard-Prozess möglich. 
923  Vgl. M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools, S. 5. 
924  Vgl. zu dieser Repräsentation des Recovery Legs R. Martin, K. Thompson und C. Browne (2001), Price 

and probability, S. 115. 
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52143 Bewertung potentieller Kuponzahlungen 
Potentielle Kuponzahlungen lassen sich – unabhängig davon, ob diese zeitdiskret oder zeit-

stetig gezahlt werden – in Form eines Prozesses { }, 0i t t
C

≥
 repräsentieren, welcher sämtliche 

Kuponzahlungen in kumulierter Weise erfasst. Der Prozess { }, 0i t t
C

≥
 ist folglich monoton 

wachsend, beginnend mit Ci,0=0. Werden die Kupons in regelmäßigen Zeitabständen ge-

zahlt (vierteljährlich, halbjährlich, jährlich), stellt Ci(t) eine Treppenfunktion dar. Eine Ku-

ponzahlung im Zeitpunkt t wird durch Ci,t-Ci,t- mit Ci,t-= ,,
lim i ss t s t

C
→ <

 ermittelt. Fallen die Ku-

ponzahlungen zeitstetig in konstanter Höhe an, stellt C(t) eine lineare Funktion mit positi-

vem Anstieg dar. Die Kuponzahlungen finden statt, solange kein Ausfallereignis eintritt: 

( ), ,[0, ]
1

i
i u i uT

I dC−∫ . (5.84) 

Der Barwert der potentiellen Kuponzahlungen bezüglich eines Zeitpunktes t mit 0≤t≤Ti 

stellt eine Zufallsvariable dar und bedarf der Erwartungswertbildung: 

( )] ] , , ,,
1

i

t
Q i u i u i tt T

u

BE I dC
B′′

 
− 

 
∫ G . (5.85) 

Zur Repräsentation des Erwartungswertes (5.85) unter expliziter Berücksichtigung von Hi,t 

kann erneut auf Ausführungen von JEANBLANC & RUTKOWSKI zurückgegriffen werden: 

Satz 5-5 (Kupon-Prozess): Sei Xs ein beschränkter, ( )1
1ξ
− F -vorhersagbarer Prozess, dann 

gilt für jedes t<Ti≤∞: 

( )] ]( ) { } ] ]
( )( ), ,

,

1
, , 1, ,

1 1 i t i u

FP ii i

H H
Q i u u i t Q u ttt T t T

E I dX e E e dX
τ

ξ− −
′′ ′′>

− =∫ ∫G F . (5.86) 

Beweis: 

M. Jeanblanc & M. Rutkowski (2000, S. 21).925 

Für einen Kredit i mit einem Kupon-Prozess { }, 0i s s
C

≥
 kann uX  in (5.86) mit Blick auf die 

obigen Überlegungen zur Vorhersagbarkeit von Zins- und Geldmarktkontoprozessen wie 

folgt ersetzt werden:926 

,
0

u
t

u i s
s

BX dC
B

= ∫ .927 (5.87) 

                                                           
925  Der Beweis findet sich auch in T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 149. 
926  Vgl. auch die Vorgehensweisen von A. Bélanger, S. Shreve und D. Wong (2003), Pricing credit risk, 

S. 7-10 und T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 230. 
927  Mit Blick auf (5.85) beachte man, dass folgendes gilt: 1

,u t u i udX B B dC−= . 



300 

Ist Hi,t eine Funktion der Hazard Rate hi,t, dann lässt sich (5.86) i. V. m. (5.87) wie folgt 

schreiben: 

( )] ] { }

( ) ( )( )

] ]
( )

,

1
, , , , 1, ,

1 1

u

f i
t

FP ii i

r s h s ds
t

Q i u i u i t Q i u ttt T t T
u

BE I dC E e dC
B τ ξ

− +
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′′ ′′>

 ∫   − =       
∫ ∫G F . (5.88) 

Da ,i tH  und ,i th  im vorliegenden Fall deterministisch sind, kann der Erwartungswertopera-

tor direkt auf ( )( )exp
u

ft
r s ds−∫  angewendet928 und mit (5.19) i. V. m. der Beschränkung des 

Wahrscheinlichkeitsmaßes Q′′  auf das σ-Feld ∞F  durch den Wert B(t,u) des ausfallrisiko-

freien Anspruchs auf eine Zahlungseinheit im Zeitpunkt u bezüglich des Zeitpunktes t≤u 

ersetzt werden: 

( )] ] { } ( )
( )

] ],, , , ,, ,
1 1 ,

u

i
t

FP ii i

h s ds
t

Q i u i u i t i utt T t T
u

BE I dC B t u e dC
B τ

−

′′ >

∫ 
− = 

 
∫ ∫G . (5.89) 

Beachtet man, dass { } ( )( ),
1 exp

FP i

u

it t
h s dsτ >

−∫  die auf den Informationsstand des Zeitpunktes t 

bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit ( ), ,FP i i tQ uτ′′ > I  bezüglich des Zeitpunktes u mit 

t≤u darstellt929, erhält (5.89) eine einfache Interpretation: Integriert wird über alle poten-

tiellen Kupon-Zahlungen, abdiskontiert mit dem risikolosen Zinssatz und gewichtet mit 

den Wahrscheinlichkeiten des Überlebens bis zum und einschließlich des Kuponzahlungs-

zeitpunktes u. Ist der Barwert der Gegenwart gesucht, folgt: 

( )] ]
( )

( )

] ]
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, , ,0, 0,
1 0,
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i

i i

h s ds
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Q i u i u i uT T
u

BE I dC B u e dC
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∫ 
− = 
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∫ ∫ . (5.90) 

52144 Bewertung ausfallrisikobehafteter Zahlungsansprüche 
Der Wert ( )0,i iB T  eines ausfallrisikobehafteten Anspruchs auf eine Nominalwertzahlung 

in Höhe von Di=1 sowie einen Kupon-Prozess Ci,t bei unterstellter konstanter Recovery 

Rate δi bezüglich des Zeitpunktes t0 ergibt sich unter Berücksichtigung einer Hazard Rate-

Funktion hi,t als Summe des Face Value Legs (5.76), des Recovery Legs (5.83) und des 

Coupon Legs (5.90):930 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )[ [
0

,0,
0, 0, 0,

T ui

i i
t

i

h s ds h s ds

i i i i i i uT
B T B T e B u e h u du dCδ

− −∫ ∫
= ⋅ + +∫ . (5.91) 

                                                           
928  Im Falle eines stochastischen Hazard-Prozesses wäre dieselbe Vorgehensweise unter der Annahme der 

Unabhängigkeit des Zinsprozesses vom Hazard-Prozess möglich. 
929  Vgl. M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools, S. 5. 
930  Siehe auch T. Bielecki und M. Rutkowski (2004), Credit risk, S. 230-234. 
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522 Kapitalmarktdeduzierte Ermittlung risikoneutraler Credit Curves als Basis 
der semi-analytischen und simulativen risikoneutralen Bewertung 

5221 Abschnittsweise konstante Credit Curves 
Gemäß dem (zweiten) Fundamental Theorem of Asset Pricing ist ein risikoneutrales Wahr-

scheinlichkeitsmaß genau dann eindeutig gegeben, wenn der Geld- und Kapitalmarkt voll-

ständig ist.931 Es liegt ein eindeutig bestimmtes arbitragefreies Preissystem vor. Ein unvoll-

ständiger Geld- und Kapitalmarkt erlaubt mehr als nur ein einziges arbitragefreies Preis-

system. Rückgreifend auf beobachtbare Marktdaten kann ein aufgestelltes arbitragefreies 

Preissystem jedoch so kalibriert werden, dass die beobachteten Marktdaten durch dieses 

erklärt werden. Die Kalibrierung lässt sich anhand von Zahlungsansprüchen in Form von 

Krediten und Bonds oder mit Kreditderivaten932 durchführen. Bonds haben den Nachteil, 

dass der beobachtbare Spread neben dem Kreditrisiko auch andere Risiken – insbesondere 

das Liquiditätsrisiko – vergütet.933 Den kreditrisikobasierten Spreadanteil zu separieren, 

um dann Credit Curves ableiten zu können, ist schwierig. Daher wird oft – auch wegen der 

hohen Fungibilität934 – auf Credit Default Swaps (CDS) zurückgegriffen.935 Der Protection 

Buyer936 erwirbt gegen Zahlung einer periodischen Risikoprämie an den Protection Sel-

ler937 das Recht, bei Eintritt eines zuvor vertraglich vereinbarten Kreditereignisses, eine 

Kompensation für die daraus entstandenen Verluste vom Protection Seller zu erhalten.938 

Der CDS ähnelt daher in seiner Wirkung einer übernommenen Garantie939 gegen Verluste 

durch ein Kreditereignis. Als Kreditereignis kommen insbesondere der Downgrade des 

Ratings eines zugrunde liegenden Kredites (Emissionsrating) bzw. des entsprechenden 

Emittenten (Emittentenrating) und die Insolvenz des Emittenten in Betracht.940 Die Insol-

                                                           
931  Vgl. S. Shreve (2004), Continuous-time models, S. 231-234. Zur Verdeutlichung in einem zeit-diskreten 

Modell siehe S. Pliska (2002), Mathematical finance: Diskrete time models, S. 21-28. 
932  Kreditderivate sind Termingeschäfte, deren Zahlungsstruktur davon abhängt, ob das Kreditrisiko eines 

anderen Finanzproduktes schlagend oder nicht schlagend wird. Vgl. H.-P. Burghof, S. Henke und B. Ru-
dolph (1998), Kreditderivate, S. 278. Kreditderivate werden, anders als andere Termingeschäfte, aus-
schließlich Over-the-Counter gehandelt und lassen sich so den individuellen Bedürfnissen der Kontrakt-
partner entsprechend gestalten. 

933  Wird der liquiditätsrisikobasierte Spreadanteil nicht separiert, kommt es insbesondere bei der Bewertung 
von Basket-Strukturen und CDOs zu erheblichen Fehlbewertungen. Vgl. dazu R. Mashal (2002), Pricing 
of CDOs, S. 4-10. 

934  Vgl. P. Khuong-Huu (1999), The price of credit, S. 70; F. Longstaff, S. Mithal und E. Neis (2004), Cor-
porate yield spreads vs. CDS premiums, S. 1. 

935  Für einen empirischen Vergleich von Bond-Spreads mit CDS-Prämien siehe F. Longstaff, S. Mithal und 
E. Neis (2004), Corporate yield spreads vs. CDS premiums, S. 15-25. Mit Hilfe von Unternehmenswert-
modellen versuchen J. Huang und M. Huang (2003), Yield spreads and credit risk, S. 14-30 zu klären, 
welcher Spreadanteil von Bonds das Kreditrisiko vergütet. 

936  Auch: Sicherungsnehmer. 
937  Auch: Sicherungsgeber. 
938  Vgl. zum Grundprinzip eines CDS S. Hohl und T. Liebig (1999), Kreditderivate, S. 507. 
939  Vgl. S. Landry und O. Radeke (1999), Kreditderivate in der Praxis, S. 538. Zu Unterschieden zwischen 

der Garantie und dem CDS siehe P. Hüttemann (1999), Kreditderivate, S. 32 f. 
940  Die Richtlinien zum Handel von Kreditderivaten der INTERNATIONAL SWAPS UND DERIVATIVES ASSOCI-

ATION INC. kennen darüber hinaus die Kreditereignisse „Zahlungsverweigerung/Moratorium“, „be-
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venz eines Emittenten geht i. d. R. einher mit einem Default-Rating, wobei in der Praxis 

die Note „D“ bereits bei einem Zahlungsverzug von wenigen Tagen vergeben wird.941 Der 

CDS separiert infolgedessen – den Tatbestand des Defaults fortführend – das Risiko aus-

bleibender Zins- und Tilgungszahlungen vom Grundgeschäft des Kredits und macht es 

zum Handelsgegenstand der Kontraktpartner. 

Der Barwert eines CDS setzt sich zusammen aus den Erwartungswerten der laufzeitgerecht 

diskontierten Risikoprämienzahlungen und der laufzeitgerecht diskontierten Kompensati-

onszahlung unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaß Q′′ . Die Risikoprämienzah-

lungen erfolgen – basierend auf dem vertraglich vereinbarten Swap-Satz RPCDS,i – zu den 

vertraglich vereinbarten Zahlungszeitpunkten ti,j mit j=1,…,m bis zum Fälligkeitstermin 

TCDS,i=ti,m, sofern bis zum und einschließlich des Prämienzahlungszeitpunktes ti,j kein Kre-

ditereignis stattgefunden hat. Bei halbjährlicher oder vierteljährlicher Zahlungsweise wird 

der Swap-Satz über ,i jt∆  einer linearen Skalierung unterzogen, wobei ,i jt∆  in Abhängig-

keit der verwendeten Zinskonvention für verschiedene j unterschiedliche Werte annehmen 

kann.942 Wird der Nominalwert auf eins normiert, kann der Barwert des Swaps unter der 

Annahme einer Teilbefriedigung in Höhe des Nominalwertbruchteils δi (Fractional Reco-

very of Par Value) wie folgt formalisiert werden:943 

( ) { } ( ) ( ) { }, ,, ,
, ,

1 ,,
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�������	������
��������	�������


.(5.92) 

Im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses944 sollte der Swap-Satz so gewählt werden, dass der 

Kontraktbarwert null ergibt. Da weder die Reichtumsposition des Protection Buyers noch 

die Reichtumsposition des Protection Sellers durch den Geschäftsabschluss verändert wird, 

spricht man vom „fairen“ Swap-Satz. Der faire Swap-Satz spiegelt sowohl die erwartete 

Recovery Rate als auch die Ausfallwahrscheinlichkeit des Grundgeschäftes wider. Fixiert 

man die Recovery Rate, lässt sich mit Credit Default Swaps verschiedener Laufzeiten auf 

die Ausfallwahrscheinlichkeiten der verschiedenen Zeiträume, respektive die Hazard Rate-

Funktion ht schließen. Da lediglich eine diskrete Anzahl von Swap-Geschäften zur Verfü-

gung steht, die Hazard Rate-Funktion jedoch zeitstetig verläuft, sind vereinfachende An-

                                                                                                                                                                                
schleunigte Erfüllung der Verpflichtung“, „Nichterfüllen einer Verpflichtung“ und „Umschuldung“. Vgl. 
F. Packer und H. Zhu (2005), CDS-Vertragsbedingungen, S. 100. 

941  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 12 f. (STANDARD & POOR’S Studie). 
942  Befindet man sich nicht im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses, ist zu beachten, dass ,1 ,1i it t∆ >  gilt. 
943  Vgl. P. Grundke (2000), Bewertung von Kreditderivaten, S. 22. 
944  Im Zeitpunkt des Neuabschlusses gilt ,1 ,1i it t∆ = . Vgl. auch Fn. 942. 
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nahmen nötig. In Anlehnung an die Credit Curves des Typs A945 soll die (risikoneutrale) 

Hazard Rate-Funktion ht zeitabschnittsweise konstant verlaufen.946 Die Zeitabschnitte wer-

den durch die Fälligkeitszeitpunkte TCDS,i mit i=1,2,… der zur Verfügung stehenden CDS 

determiniert. Mit dem ersten CDS sowie mit dem ersten Zeitabschnitt beginnend, kann 

durch Bootstrapping947 sukzessive auf die Hazard Rate-Funktion geschlossen werden. 

Konkret werden im Folgenden die Prämienzahlungstermine des i-ten CDS danach geord-

net, ob diese vor oder nach dem Fälligkeitszeitpunkt TCDS,i-1 des unmittelbar kürzer laufen-

den CDS anfallen.948 Mit m* sei die Prämienzahlung markiert, welche sich gerade noch 

vor dem Fälligkeitszeitpunkt TCDS,i-1 befindet.949 Die Erwartungswerte von 

( ) { }, ,

1

, 1
FP i i j

i j t
B t

τ

−

>
⋅  des Premium Legs mit j=1,…,m* können mit Blick auf Satz 5-3 und 

(5.76) auf der Basis bereits kalibrierter Hazard Rate-Funktionsabschnitte h[0,TCDS,1], 

h[TCDS,1,TCDS,2] , … , h[TCDS,i-2,TCDS,i-1] ermittelt werden. Die Erwartungswerte für j=m*+1,…,m 

bedürfen daneben des aktuell zu kalibrierenden Funktionsabschnittes h[TCDS,i-1,TCDS,i]: 

Premium-Leg =  (5.93) 
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Da nicht davon ausgegangen werden kann, dass der Zahlungszeitpunkt ti,j exakt auf einer 

Sprungstelle der abschnittsweise konstanten Hazard Rate-Funktion liegt, markiert die Va-

riable ( ), ,sup : CDS n i jl n T t= <  die Anzahl der sich vollständig innerhalb des Intervalls [0,ti,j) 

befindlichen Abschnitte. Das bis zum Zahlungszeitpunkt ti,j fehlende Zeitintervall ist durch 

(ti,j-TCDS,l) gegeben. Liegt der Zahlungszeitpunkt ausnahmsweise auf einer Sprungstelle gilt 

(ti,j-TCDS,l)= (TCDS,l+1-TCDS,l). 

                                                           
945  Vgl. Abschnitt 322. 
946  Alternativ arbeitet J. Hull (2003), Options, futures and other derivatives, S. 641 f. mit einer zeitab-

schnittsweise konstant verlaufenden Dichtefunktion der Ausfallzeit. 
947  Vgl. auch die Ausführungen in A. Arvantis und J. Gregory (2004), Credit, S. 131-133. 
948  Definitionsgemäß gelte TCDS,0=0. 
949  Prämienzahlungszeitpunkte des betrachteten CDS-Kontraktes müssen folglich nicht notwendigerweise 

mit Fälligkeitszeitpunkten kürzer laufender CDS-Kontrakte übereinstimmen. 
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Zur Ermittlung des Erwartungswertes der laufzeitgerecht diskontierten Kompensationszah-

lung kann auf Satz 5-4 und Gleichung (5.83) zurückgegriffen werden. Problematisch für 

die Kalibrierung erweisen sich die Integrale. Approximativ wird daher auf eine diskrete 

Zeitachse zurückgegriffen. Es erweist sich mit Blick auf die abschnittsweise konstante Ha-

zard Rate-Funktion als hilfreich, die Zeitachse so zu diskretisieren, dass die Fälligkeits-

zeitpunkte der CDS-Kontrakte mit Grenzen der diskreten Zeitintervalle zusammenfallen. 

Dazu wird die Zeitachse zunächst in die diskreten Zeitabschnitte [TCDS,j-1,TCDS,j]=∆TCDS,j 

mit j=1,…,i zerlegt. Die Zeitabschnitte [TCDS,j-1,TCDS,j] werden wiederum in vj Teilabschnit-

te unterteilt. Die Parameter vj können dann in Abhängigkeit der Länge der Zeitabschnitte 

[TCDS,j-1,TCDS,j] zweckmäßig so gewählt werden, dass die Teilabschnitte für alle [TCDS,j-1, 

TCDS,j] in etwa gleich lang sind. Denkbar wäre eine Teilabschnittslänge von ca. einem Tag: 

Protection-Leg ≈  (5.94) 
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Mit Hilfe der Hazard Rate-Funktion ergibt sich: 

Protection-Leg ≈  (5.95) 
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Sind die fairen Swap-Sätze bekannt, kann durch Gleichsetzen von (5.93) und (5.95) auf die 

konstanten Hazard Rate-Funktionsabschnitte h[TCDS,i-1,TCDS,i] geschlossen werden. Explizit 

lässt sich h[TCDS,i-1,TCDS,i] jedoch nur dann ermitteln, wenn m*=m und vi=1 gelten. Die erste 

Bedingung besagt, dass außer der Prämienzahlung im Fälligkeitstermin des i-ten CDS kei-

ne weitere Prämienzahlung nach dem Fälligkeitszeitpunkt TCDS,i-1 des unmittelbar kürzer 
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laufenden CDS anfallen darf. Dazu bedarf es hinreichend vieler CDS-Kontrakte.950 Die 

zweite Bedingung fordert, dass der Zeitabschnitt [TCDS,i-1,TCDS,i] nicht weiter in einzelne 

Teilabschnitte zerlegt wird. Findet ein Kreditereignis innerhalb dieses Zeitabschnittes statt, 

wird der genaue Zeitpunkt der fälligen Kompensationszahlung nicht durch (5.94) erfasst. 

Insofern liegt eine Approximation vor, deren Auswirkung jedoch umso geringer ausfällt, je 

mehr CDS-Kontrakte zur Verfügung stehen. Man erhält ein nicht-lineares Gleichungssys-

tem, geordnet nach aufsteigender Restlaufzeit der CDS-Kontrakte: 
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Für den ersten Zeitabschnitt, basierend auf dem CDS-Kontrakt mit der kürzesten Restlauf-

zeit TCDS,1, vereinfacht sich (5.96) zu: 

( )
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. (5.97) 

In der obigen Modellformulierung erhält der Protection Seller im Falle eines Kreditereig-

nisses unmittelbar vor einem oder im vereinbarten Zahlungszeitpunkt ti,j weder die volle 

Prämienzahlung noch einen entsprechend des besicherten Zeitabschnittes [ti,j-1,τFP,i] be-

messenen Anteil. Sollen aufgelaufene Prämienanteile berücksichtigt werden, kann das 

Premium Leg dahingehend modifiziert werden, dass in Analogie zur Vorgehensweise im 

                                                           
950  Bei jährlicher Prämienzahlung bedarf es mindestens eines Kontraktes pro Jahr. Bei halbjährlicher Zins-

zahlung bedarf es bereits mindestens zweier Kontrakte u. s. w. 
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Rahmen des Protection Legs die Zeitachse diskretisiert und in Abhängigkeit des jeweils 

betrachteten Zeitpunkts ( ), 1 , , 1 /CDS j CDS j CDS j jT T T k v− −+ − ⋅  ein Prämienanteil 

* *
, , 1

, , 1, ,
CDS j CDS j

CDS i CDS ji j i j
j

T T
RP t t T k

v
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 (5.98) 

berücksichtigt wird. Dabei stellt ti,j* den unmittelbar nachfolgenden Zahlungstermin dar. 

Die Gleichungen (5.96) und (5.97) sind jeweils zu modifizieren.951 

5222 Credit Curves unter Berücksichtigung von Ratingmigrationen 
Kreditausfallwahrscheinlichkeitsbeeinflussende Bonitätsverbesserungen bzw. -verschlech-

terungen lassen sich entsprechend der Vorgehensweise zur Ermittlung der Credit Curves 

des Typs B und des Typs C durch das Heranziehen stochastischer Ratingmigrationsmatri-

zen berücksichtigen.952 JARROW, LANDOW & TURNBULL schlagen vor, reale Ratingmigrati-

onsmatrizen [ ], 1t t+Q  über einen Vektor mit positiven953 ratingabhängigen Risikoprämien 

π1,t,…, πk-1,t in Beziehung zu risikoneutralen Ratingmigrationsmatrizen [ ], 1t t+Q�  zu setzen.954 

Mit einer 1-jährigen, konstant955 bleibenden, realen Ratingmigrationsmatrix [ ], 1t t+ =Q Q  

soll danach gelten: 

[ ] ( )( )1, 1,, 1 , , ,1t k tt t diag π π −+ = − +Q Q I I� … . (5.99) 

Die Risikoprämien adjustieren die realen Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten qi,j nach 

oben bzw. nach unten: 

( ) ( ) ( ), ,, 1 , 1 , ,i j i i jq t t t q t t i j i jπ+ = ⋅ + ∀ ≠� , (5.100) 

( ) ( ), ,
1,

, 1 1 , 1
k

i i i i
j j i

q t t q t t
= ≠

+ = − +∑� � . (5.101) 

JARROW, LANDOW & TURNBULL ermitteln nach der Methode des Bootstrappings mit Hilfe 

von restlaufzeitgestaffelten Bondpreisen der verschiedenen Ratingkategorien iterativ risi-

koneutrale Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten.956 

                                                           
951  Vgl. auch A. Arvantis und J. Gregory (2004), Credit, S. 130 f. Für Details siehe Anlage 15. 
952  Vgl. Abschnitt 322. 
953  Die Forderung nach positiven Risikoprämien stellt sicher, dass die realen und risikoneutralen Rating-

migrationswahrscheinlichkeiten äquivalent sind. Zu äquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaßen vgl. die 
Ausführungen in Abschnitt 5211 sowie die dort angegebene Literatur. 

954  Vgl. R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), Credit risk spreads and Markov models, S. 488 f. 
955  Alternativ kann mit zeitabhängigen Forward-Ratingmigrationsmatrizen gem. (3.22) gearbeitet werden. 
956  Vgl. R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), Credit risk spreads and Markov models, S. 492 f. 
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Das Bootstrapping lässt sich prinzipiell auch mit Credit Default Swaps durchführen. Zur 

Demonstration seien verschiedene CDS-Risikoprämien zur Sicherung der Tilgungszahlun-

gen von Krediten verschiedener Ratingkategorien beobachtbar. Der Einfachheit halber 

fallen die Prämienzahlungen jährlich an. Die Ausgleichszahlungen erfolgen zu den jewei-

ligen Prämienzahlungsterminen. Dann kann das Premium Leg eines CDS zur Sicherung 

der Tilgungszahlung eines Kredits mit dem Rating i mit Hilfe der Ratingmigrationswahr-

scheinlichkeiten wie folgt geschrieben werden:957 

( ) ( )
1

, ,
1 1

0, 0,
m k

CDS i i j
t j

Premium-Leg B t RP q t
−

= =

= ⋅ ⋅∑ ∑ � . (5.102) 

Durch analoge Anwendung von (3.10) und (3.21) in der risikoneutralen Welt, lässt sich die 

Summe der Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten ( ), 0,i jq t�  in (5.102) auf der Basis der 

Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten des nächst kürzeren Zeitraums ( ), 0, 1i jq t −�  und den 

Forward-Ausfallwahrscheinlichkeiten ( ), 1,i kq t t−�  darstellen: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , , ,
1 1 1

1 0, 1 0, 1 0, 1 1,
k k k

i j i j i j j k
j j j

q t q t q t q t t
− − −

= = =

   
− = − − + − ⋅ −   

   
∑ ∑ ∑� � � � . (5.103) 

Mit Gleichung (5.100) kann das Premium Leg schließlich explizit als Funktion der Risiko-

prämien π1,m-1,…, πk-1,m-1 zur Adjustierung der realen (Forward-)Ratingmigrationswahr-

scheinlichkeiten für den Zeitabschnitt [m-1,m] modelliert werden: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
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1 1

1
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1

1
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= ⋅ ⋅
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∑

∑
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�

 (5.104) 

Das Protection Leg eines CDS zur Sicherung der Tilgungszahlung eines Kredits mit dem 

Rating i kann mit Hilfe der Ratingmigrationswahrscheinlichkeiten wie folgt geschrieben 

werden:958 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,
1 1

1 0, 0, 1,
m k

i i j j k
t j

Protection-Leg B t q t q t tδ
−

= =

= − ⋅ ⋅ −∑ ∑ � � . (5.105) 

                                                           
957  Vgl. P. Grundke (2000), Bewertung von Kreditderivaten, S. 22. 
958  Vgl. P. Grundke (2000), Bewertung von Kreditderivaten, S. 22 f. 
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Mit Gleichung (5.100) können erneut die Forward-Ausfallwahrscheinlichkeiten ( ), 1,i kq t t−�  

und damit auch das Protection Leg explizit als Funktion der Risikoprämien π1,m-1,…, πk-1,m-1 

modelliert werden: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

, ,
1 1

1

, , , 1
1

1 0, 0, 1 1,

1 0, 0, 1 1, .

m k

i i j j k
t j

k

i i j j k j m
j

Protection-Leg = B t q t q t t

B m q m q m m

δ

δ π

− −

= =

−

−
=

− ⋅ ⋅ − ⋅ −

+ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

∑ ∑

∑

� �

�
 (5.106) 

Für jedes t=0,…,m-1 kann pro Rating i=1,…,k-1 eine Gleichung zur Erklärung von RPCDS,i 

in Abhängigkeit der Risikoprämien π1,t,…, πk-1,t aufgestellt werden. Damit ist für jedes t ein 

Gleichungssystem mit k-1 Unbekannten und k-1 Gleichungen zu lösen. Bei der Anwen-

dung des Verfahrens ist stets zu prüfen, ob die Risikoprämien tatsächlich positiv und die 

Matrizen [ ], 1t t+Q�  die Eigenschaften von stochastischen Matrizen erfüllen.959 Verletzungen 

der Nebenbedingungen deuten auf Inkonsistenzen zwischen den beobachteten Swap-

Sätzen und dem Modell hin. Zur Einhaltung aller Nebenbedingungen bietet es sich an, ein 

Optimierungsproblem derart zu formulieren, dass die Risikoprämien unter Berücksichti-

gung aller Nebenbedingungen genau so bestimmt werden, dass die Swap-Sätze aus dem 

Modell die tatsächlich beobachteten Swap-Sätze möglichst gut erklären.960 Das Optimie-

rungsproblem ist folglich ein Minimierungsproblem, wobei die Differenzen zwischen den 

Swap-Sätzen des Modells und den tatsächlich beobachtbaren Swap-Sätzen zu einer geeig-

neten Zielgröße zusammenzufassen sind.961 Zur Implementation kann auf Standardsoft-

warepakete wie den SOLVER i. V. m. MICROSOFT® EXCEL oder LOTUS® 1-2-3 zurückgegrif-

fen werden.962 

Bei halb- oder vierteljährlicher Zahlungsweise und einer entsprechend größeren Anzahl 

von CDS-Kontrakten kann die jährliche Ratingmigrationsmatrix Q mit Hilfe der Genera-

tor-Matrix (3.19) und der Gleichung (3.20) auf den entsprechend kürzeren Zeithorizont 

bezogen werden. 

Abschließend können die risikoneutralen Ratingmigrationsmatrizen mit den Gleichungen 

(3.23) und (3.24) sowie der in Abschnitt 322 dargestellten Methodik in Hazard Rate-

Funktionen (Credit Curves des Typs C) überführt werden. 

                                                           
959  Vgl. R. Jarrow, D. Lando und S. Turnbull (1997), Credit risk spreads and Markov models, S. 493. 
960  Optimierungsprogramme erweisen sich mit Blick auf einzuhaltende Nebenbedingungen als robuste Ver-

fahren. Vgl. auch R. Martin, K. Thompson und C. Browne (2001), Price and probability, S. 115-117. 
961  Bspw. kann als Zielgröße die Summe der quadrierten Differenzen minimiert werden. 
962  Vgl. zum Excel-Solver M. Jackson und M. Staunton (2003), Excel and VBA in finance, S. 26 f.,  S. 106-

109 u. S. 121 f. 
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523 Risikoneutrale Tranchenbewertung und Ermittlung fairer CDO-
Risikoprämien 

5231 Duplikationstheoretische Betrachtung von CDOs 
Bewertungstheoretische Fragestellungen sind vor dem Hintergrund der hohen Flexibilität 

der Ausgestaltung von ABS-Strukturen im Allgemeinen und von CDO-Strukturen im Be-

sonderen stets mit einer Analyse der spezifischen Gegebenheiten und Strukturmerkmale 

der jeweiligen Transaktion zu verbinden. Synthetische CDO-Transaktionen zeichnen sich 

insbesondere durch den Einsatz von Kreditderivaten963 zum Transfer von Kreditrisiken 

unter Umgehung des True Sales aus. Neben Schuldverschreibungen, deren Tilgung an die 

Performance des Referenzportfolios gekoppelt ist, müssen zusätzlich Swapstrukturen einer 

Bewertung unterzogen werden. In der hier als Beispiel herangezogenen PROMISE-K 2001-1 

PLC-Transaktion werden die Junior-Tranche i. H. v. EUR 47,5 Mio. (4,75 %) und die Seni-

or-Tranche i. H. v. EUR 894,75 Mio. (89,475 %) durch Credit Default Swaps (CDS) gesi-

chert (unfunded part of transaction).964 Anders als bei einem Plain Vanilla965 CDS mit ei-

nem einzelnen Referenztitel, liegt hier ein Referenzportfolio zugrunde. Prinzipiell sind 

beide Strukturen aber identisch. Der Protection Buyer als Halter der referenzportfoliobezo-

genen Risikoposition erwirbt gegen Zahlung einer periodischen Risikoprämie (RP) an den 

Protection Seller das Recht, bei Eintritt eines oder mehrerer zuvor vertraglich vereinbarter 

Kreditereignisse, eine Kompensation für die daraus entstandenen Verluste vom Protection 

Seller zu erhalten. Der Portfolio Credit Default Swap ähnelt daher in seiner Wirkung einer 

übernommenen Garantie gegen Verluste durch zuvor genau spezifizierte Kreditereignisse. 

Wie Zins- oder Währungsswaps wird auch ein Portfolio Credit Default Swap so abge-

schlossen, dass der Barwert, welcher bei jedem CDS aus dem Barwert potentieller Verlust-

kompensationen und dem Barwert der Risikoprämienzahlungen besteht, im Zeitpunkt des 

Kontraktabschlusses null ist.966 Damit erstreckt sich die CDS/CSO-Bewertung regelmäßig 

auf zwei Ebenen. Zum einen ist bei gegebener Risikoprämie der gegenwärtige Barwert des 

CDS/der CSO gesucht. Zum anderen stellt sich die Frage nach der „fairen“ Risikoprämie 

im Zeitpunkt des CDS/CSO-Abschlusses, wobei die faire Risikoprämie definitionsgemäß 

diejenige Risikoprämie ist, bei welcher der Barwert des CDS/der CSO exakt null beträgt. 

Die Mezzanine-Tranchen von insgesamt EUR 57,75 Mio. (5,775 %) werden – das Beispiel 

der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion fortführend – mit Credit Linked Notes verbrieft 

                                                           
963  Vgl. Fn. 932. 
964  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 7. Siehe zur synthetischen Ver-

briefung auch Abschnitt 233.  
965  Vgl. zum Plain Vanilla Begriff H.-P. Deutsch und R. Eller (1998), Derivate und interne Modelle, S. 28. 
966  Vgl. M. Steiner und C. Bruns (2002), Wertpapiermanagement, S. 575-584; M. Wilkens (2002), Wertpa-

piermanagement, S. 139-144 u. S. 153-159. 
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(funded part of transaction), wobei in erneuter Abgrenzung zum Plain-Vanilla-Produkt 

nicht ein einzelner Kredit als Referenztitel, sondern das Referenzportfolio als Underlying 

fungiert. CLNs werden in der Literatur967 ebenso wie CDS in die Gruppe der Kreditderiva-

te eingeordnet. Im einfachsten Fall zahlt eine festverzinsliche (Plain Vanilla) CLN einen 

risikoadäquaten periodischen Kupon (K) und den Nominalwert (NW), sofern während der 

Laufzeit kein Kreditereignis beim Referenztitel eintritt. Tritt ein solches Kreditereignis ein, 

endet der Kontrakt. Der Emittent der CLN zahlt dann die seit dem letzten Kuponzahlungs-

termin tK aufgelaufenen Stückzinsen NW(r+RPCLN)(τ-tK) sowie den Nominalbetrag der 

CLN, abzüglich eines Ausgleichsbetrags in Höhe des nicht befriedigten Teils des An-

spruchs auf Zins- und Tilgungszahlung aus dem Referenztitel (1-δ)[NW(r+RPKA)(τ-

tK)+NW].968 Stimmen – wie im Weiteren unterstellt – der Nominalwert der CLN und der 

Nominalwert des Referenztitels überein, erhält man als Zahlung im Ausfallzeitpunkt τ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

.
CLN K KA K

KA K CLN KA K

NW r RP t NW NW r RP t NW

NW r RP t NW NW RP RP t

τ δ τ

δ τ τ

⋅ + ⋅ − + − − ⋅ ⋅ + ⋅ − +  
= ⋅ ⋅ + ⋅ − + + ⋅ − ⋅ −  

(5.107) 

Bildet man ein Portfolio, bestehend aus dem Referenztitel und einer Short CLN auf diesen 

Referenztitel, führen Arbitrageüberlegungen dazu, dass beide Risikoprämien übereinstim-

men müssen und so der Inhaber der CLN im Falle des Kreditereignisses mit (5.107) und 

( ) 0CLN KARP RP− =  genau den wiedergewonnenen Teil des Referenztitelanspruches erhält. 

Duplikationstheoretisch können CLNs als strukturierte Produkte aufgefasst werden. Tritt 

der Inhaber der CLN zusätzlich als Sicherungsnehmer in einem CDS, bezogen auf ein und 

denselben Referenztitel auf, erhält er im Falle eines Kreditereignisses den nicht befriedig-

ten Teil des Anspruches. Damit dupliziert ein Portfolio, bestehend aus einer CLN und ei-

nem CDS einen ausfallrisikofreien Zahlungsanspruch, wobei das Risiko einer vorzeitigen 

Tilgung des synthetisch generierten ausfallrisikofreien Zahlungsanspruchs verbleibt. Folg-

lich kann eine CLN als strukturiertes Produkt, bestehend aus einem CDS und einer ausfall-

risikofreien Kuponanleihe mit vorzeitiger Tilgungsmöglichkeit, aufgefasst werden. Unter 

Vernachlässigung des Risikos einer vorzeitigen Tilgung der synthetischen ausfallrisiko-

freien Kuponanleihe kann von der Risikoprämie des CDS auf die Risikoprämie der CLN 

geschlossen werden. Die Höhe der so ermittelten Risikoprämie wird allerdings – wenn 

auch nur in marginalem Ausmaß – unterschätzt. 

                                                           
967  Vgl. M. Steiner und C. Bruns (2002), Wertpapiermanagement, S. 589-592. 
968  Der Anspruch aus dem Referenztitel umfasst hier sowohl den Nominalwert als auch die aufgelaufenen 

Stückzinsen. Vgl. auch J. Hull (2003), Options, futures and other derivatives, S. 637-640. Der Zinssatz r 
ist als laufzeitadäquater ausfallrisikofreier Zinssatz im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses zu verstehen. 
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Eine perfekte Duplikation unter Ausschaltung des Risikos der vorzeitigen Tilgung wäre 

nur dann erreicht, wenn die Definition der Recovery Rate sowohl bei der CLN als auch 

beim CDS modifiziert würde. Tritt das Kreditereignis ein, müsste die CLN nicht den wie-

dergewonnenen Teil des Referenztitelanspruchs gem. (5.107), sondern den wiedergewon-

nenen Teil zahlen, gemessen anhand des Marktwertes einer in Laufzeit und Kuponhöhe 

äquivalenten risikofreien Kuponanleihe (Fractional Recovery of Treasury Value).969 Der 

CDS wiederum hätte exakt den Fehlbetrag zum vollständigen Marktwert auszugleichen. 

Ein Portfolio, bestehend aus einer CLN und einem CDS mit so modifizierten Recovery-

Vereinbarungen, würde das Zahlungsprofil eines ausfallrisikofreien Zahlungsanspruchs 

ohne das Risiko einer vorzeitigen Tilgung widerspiegeln. Die Risikoprämien der CLN und 

des CDS entsprächen einander. 

Referenzportfolioperformanceindizierte Schuldverschreibungen bei CDO-Transaktionen 

können einer analogen Betrachtung unterzogen werden. Neben der Referenz auf eine Viel-

zahl von Krediten kommt erschwerend hinzu, dass i. d. R. eine variable Verzinsung in Ab-

hängigkeit eines marktgängigen Referenzzinssatzes zuzüglich einer Risikoprämie verein-

bart wird. Die Höhe der einzelnen Zinszahlungen zukünftiger Zeitpunkte ist folglich nicht 

gegeben, wodurch eine traditionelle Bewertung durch Diskontierung zunächst entfällt. Im 

Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion sind Mezzanine-Tranchen an den EURI-

BOR gekoppelt, wobei folgende Risikoprämien bei vierteljährlicher Zahlung vereinbart 

wurden:970 

Tranche Class D Class C Class B Class A Class A+ 
Risikoprämie 3,50 % p.a. 1,30 % p.a. 0,65 % p.a. 0,45 % p.a. 0,25 % p.a. 

Tab. 5-5:  Risikoprämien einzelner CDO-Tranchen 

Eine Lösung, ohne die Referenzzinssätze explizit modellieren zu müssen, besteht im obi-

gen Duplikationsansatz. Ziel ist es dabei, die variabel verzinslichen CLNs mit Referenz-

baskets durch Floating Rate Notes (FRN) und CDS auf diese Referenzbaskets zu duplizie-

ren. In Abb. 5-12 ist der Zahlungsstrom einer (senioritätsmäßig nachrangigen) CLN j mit 

einem Credit Enhancement i. H. v. υj und einem Nominalwert i. H. v. (υj+1-υj) beispielhaft 

abgetragen. Bleibt die CLN von Kreditausfällen im Referenzportfolio unberührt, zahlt die-

se periodisch971 in nachschüssiger Form den Referenzzinssatz EURIBOR E0,1,2,…, eine Risi-

koprämie RPCLN (bzw. RPTRj) und schließlich den Nominalwert υj+1- υj. Werden der CLN – 
                                                           
969  Vgl. zu den Auswirkungen diverser Recovery-Vereinbarungen bei CDS-Geschäften P. Grundke (2000), 

Bewertung von Kreditderivaten, S. 20 f. Siehe auch die Ausführungen in Abschnitt 52142. 
970  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 25 f., Abschnitt 7.5.  
971  Im Beispiel der Abb. 5-12 findet die Zahlung jährlich statt, d. h. 2 1 1 0 1.t t t t− = − =  
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wie in Abb. 5-12 unterstellt – Verluste aus dem Referenzportfolio entsprechend der Senio-

ritätsstruktur der Transaktion zugeordnet, vermindert sich der Nominalbetrag respektive 

das noch gebundene Kapital und damit die Zinsbasis. Aufgelaufene Stückzinsen bis zum 

Kreditereignis in τ auf den noch unverminderten Nominalbetrag werden (annahmegemäß) 

zum nächsten Zinszahlungstermin geleistet: 

 

Abb. 5-12:  Duplikation von CLNs mit Referenzbaskets bei nachschüssiger Prämienzahlung 

Tritt der Inhaber der CLN zusätzlich als Sicherungsnehmer in einem CDS, bezogen auf ein 

und dasselbe Referenzportfolio bei identischer Senioritätsstruktur auf, erhält er im Zeit-

punkt des Kreditereignisses τ eine Entschädigung für die Verminderung des Nominalwer-

tes in betragsgleicher Höhe. Die Ausgleichszahlung kann am Geld- und Kapitalmarkt zum 

risikofreien Zins Eτ angelegt werden. Die Zinszahlungen aus der Geldanlage wirken den 

verminderten Zinszahlungen aus der CLN mit Blick auf die reduzierte Zinsbasis entgegen. 

Hinzu kommt, dass die zu zahlende Prämie für den CDS mit der Verminderung des abzu-

sichernden Nominalbetrages sinkt, was dazu führt, dass nicht nur der risikofreie Teil der 

verminderten Zinszahlung aus der CLN, sondern auch der risikoprämienbasierte Teil kom-

pensiert wird. Gilt E1=Eτ, dann ist mit ( ) ( ) ( )1 , 2 0Tr jE E L tτ τ τ− ⋅ ⋅ − = die Kompensation 

perfekt. Davon kann jedoch nur dann mit einer Wahrscheinlichkeit von eins ausgegangen 

werden, wenn die Zinsstruktur zum einen flach und zum anderen konstant ist.972 Die Zins-

                                                           
972  In der Literatur wird eine solche Zinsstruktur z. T. kommentarlos impliziert oder ihre Notwendigkeit 

lediglich beiläufig erwähnt. Zahlungszeitpunkte und Wiederanlageproblematiken werden kaum disku-
tiert. Vielmehr wird begrifflich unscharf von Ausfallkosten gesprochen. Vgl. J. Gregory und J.-P. Lau-
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struktur muss flach sein, da sich die Zinssätze E1 und Eτ i. d. R. auf verschiedene Zeitraum-

längen beziehen. Die Zinsstruktur muss konstant sein, da der Zeitpunkt des Kreditereignis-

ses τ a-priori unbekannt ist. Wird von einer flachen und konstanten Zinsstruktur ausgegan-

gen, folgt sofort die Identität der Risikoprämien RPCLN und RPCDS. Wäre nämlich RPCLN 

>RPCDS , führte ein Portfolio, bestehend aus einer Short FRN mit einem Nominalbetrag 

i. H. v. (υj+1- υj), einer Long CLN und einem Long CDS unabhängig davon, ob ein Kredit-

ereignis eintritt oder nicht, stets zu einem positiven Payoff973, ohne einen anfänglich zu 

leistenden Kapitaleinsatz. Wäre umgekehrt RPCLN <RPCDS, könnte ganz analog und mit 

selbigem Resultat, ein Portfolio mit einer Long FRN, einer Short CLN und einem Short 

CDS aufgebaut werden. Damit dupliziert bei flacher und konstanter Zinsstruktur ein Port-

folio, bestehend aus einer variabel und nachschüssig verzinslichen CLN, einem CDS auf 

den selben Referenzbasket sowie revolvierenden kurzfristigen ausfallrisikofreien Geldan-

lagegeschäften in Höhe der CDS Ausgleichszahlungen, einen ausfallrisikofreien, variabel 

verzinslichen Zahlungsanspruch. Umgekehrt kann eine variabel und nachschüssig verzins-

liche CLN als strukturiertes Produkt, bestehend aus einem CDS, einer ausfallrisikofreien 

Floating Rating Note und revolvierenden kurzfristigen ausfallrisikofreien Geldaufnahme-

geschäften zur (Zwischen-)Finanzierung der CDS-Ausgleichszahlungen, aufgefasst wer-

den. Von der Risikoprämie des CDS kann somit auf die Risikoprämie der CLN geschlos-

sen werden. Kann nicht von einer flachen und konstanten Zinsstruktur ausgegangen wer-

den, liegt wegen ( ) ( ) ( )1 , 2 0Tr jE E L tτ τ τ− ⋅ ⋅ − ≠  – ähnlich wie bereits beim Plain-Vanilla-

Produkt – ein Wiederanlagerisiko vor.974 Die Risikoprämie der CLN dürfte ausgleichend – 

Risikoaversion sei stets unterstellt – leicht oberhalb der Risikoprämie des CDS liegen. 

Ein verändertes Bild ergibt sich, wenn die Zins- und Prämienzahlungen stets vorschüssig 

und die Ausgleichszahlungen des CDS nicht im Zeitpunkt des Kreditereignisses τ, sondern 

zu den regulär vereinbarten Prämienzahlungszeitpunkten erfolgen. Dann können die Aus-

gleichszahlungen zum jeweils aktuell gültigen Referenzzinssatz E0,1,2,… ausgleichend zur 

verminderten Zinsbasis der CLN angelegt werden. Die Risikoprämien der CLN und des 

CDS entsprechen einander und beziehen sich stets auf denselben (ggf. verminderten) No-

                                                                                                                                                                                
rent (2004), Beste Überlebenschancen, S. 35-37; J. Hull und A. White (2004), Valuation of CDOs and 
CDSs, S. 16. 

973  Anhand des Beispiels in Abb. 5-12 betrüge – das Ausbleiben eines Kreditereignisses unterstellt – der 
Payoff ( ) ( )1 .

jTr CDS j jRP RP υ υ+− ⋅ −  In der Periode des Kreditereignisses erhielte der Arbitrageur einen 
verminderten, jedoch positiven Betrag von ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2j jTr CDS j j Tr CDS Tr jRP RP RP RP L tυ υ τ τ+− ⋅ − − − ⋅ ⋅ −  
mit ( )20 1t τ≤ − <  und ( ) ( ), 1 .Tr j j jL τ υ υ+≤ −  

974  Das Problem der Wiederanlage wird in der Literatur häufig „wegdefiniert“, indem angenommenen wird, 
dass Kreditereignisse ausschließlich zu Kuponzahlungsterminen stattfinden. Vgl. bspw. P. Grundke 
(2000), Bewertung von Kreditderivaten, S. 49 f. und Fn. 81. Im Rahmen des hier betrachteten Beispiels 
wäre der Ausdruck ( ) ( ) ( )1 , 2Tr jE E L tτ τ τ− ⋅ ⋅ −  unter einer solchen Annahme wegen 2t τ=  stets null. 
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minalbetrag. Zu klären bleibt die Behandlung der vorschüssigen risikofreien Verzinsung. 

Eine Investition einer Geldeinheit zum aktuellen Referenzzinssatz E bei vorschüssiger 

Zinszahlung führt bei barwertiger Betrachtung zu einem Wert von: 

2 211 .
11 1 1

E t E tE t E t
E t E t

E t

⋅∆ ⋅∆
− + ⋅∆ + = = < ⋅∆

+ ⋅∆ + ⋅∆  + ⋅∆ 

 (5.108) 

Eine entsprechende Korrektur der Zinszahlung E·∆t führt, sofern die korrigierte Zinszah-

lung am Geld- und Kapitalmarkt bei nachschüssiger Zahlungsweise angelegt wird, zur 

Zahlungsstruktur einer Plain Vanilla Floating Rate Note: 

( )
2 2

1 .
1
E tE t E t E t

E t
 ⋅∆

⋅∆ − ⋅ + ⋅∆ = ⋅∆ + ⋅∆ 
 (5.109) 

 

Abb. 5-13:  Duplikation von CLNs mit Referenzbaskets bei vorschüssiger Prämienzahlung 

CLN: 

( )1j jυ υ+− −  

( ) ( )1 1jTr j jE RP υ υ++ + ⋅ − ( ) ( )( )2 1 ,jTr j j Tr jE RP Lυ υ τ++ + ⋅ − −

CDS: 

( ),Tr jL τ+

( )1CDS j jRP υ υ+− ⋅ −

( ),Tr jL τ−

t0 t1 τ t2 

Anlage (Verlustzahlung): 

Gesamt: 
( )1j jυ υ+− −  

( ) ( )( )

( )

1 ,

2
2

2 1
21

jTr CDS j j Tr j

j j

RP RP L

EE
E

υ υ τ

υ υ

+

+

+ − ⋅ − −

 
+ − ⋅ − + 

( ) ( )0 1jTr j jE RP υ υ++ + ⋅ −  

( )( ) ( )12
0 0 11 j jE E υ υ−

+− ⋅ + ⋅ −  ( )( ) ( )12
1 1 11 j jE E υ υ−

+− ⋅ + ⋅ − ( )( ) ( )( )12
2 2 1 ,1 j j Tr jE E Lυ υ τ−

+− ⋅ + ⋅ − −

( )1CDS j jRP υ υ+− ⋅ − ( )( )1 ,CDS j j Tr jRP Lυ υ τ+− ⋅ − −  

( )
2
2

2 ,
21 Tr j

EE L
E

τ
 

+ − ⋅ + 

 

( ) ( )

( )

1

2
0

0 1
01

jTr CDS j j

j j

RP RP

EE
E

υ υ

υ υ

+

+

+ − ⋅ −

 
+ − ⋅ − + 

 ( ) ( )

( )

1

2
1

1 1
11

jTr CDS j j

j j

RP RP

EE
E

υ υ

υ υ

+

+

+ − ⋅ −

 
+ − ⋅ − + 

 

Anlage (Zinszahlung): 

( )
2
0

0 1
01 j j

EE
E

υ υ+

 
− − ⋅ − + 

 ( )
2

1
1 1

11 j j
EE

E
υ υ+

 
− − ⋅ − + 

 ( )
2
2

2 1
21 j j

EE
E

υ υ+

 
− − ⋅ − + 

 

( )0 1j jE υ υ++ ⋅ − ( )1 1j jE υ υ++ ⋅ −  

Gesamt: 
( )1j jυ υ+− −  ( )0 1j jE υ υ++ ⋅ − ( )1 1j jE υ υ++ ⋅ −  



315 

Eine variabel und vorschüssig verzinsliche CLN kann demnach immer als strukturiertes 

Produkt, bestehend aus einem CDS mit vorschüssiger Prämienzahlung und nachschüssiger 

Ausgleichzahlung, einer ausfallrisikofreien Floating Rating Note, revolvierenden, kurzfris-

tigen, ausfallrisikofreien Geldaufnahmegeschäften zur (Zwischen-)Finanzierung der CDS 

Ausgleichszahlungen und ausfallrisikofreien Geldaufnahmegeschäften zur (Vor-)Finan-

zierung der Floating Rate Note-Zinszahlungen verstanden werden. 

5232 Semi-analytische Ermittlung risikoneutraler Tranchenbarwerte 
Wird allgemein von Tranchenbarwerten als Sammelbegriff gesprochen, ist im speziellen 

danach zu unterscheiden, ob ein finanzmittelzufließender Finanzkontrakt (funded part of 

transaction) oder ein Finanzkontrakt, der lediglich gegen Zahlung einer (periodischen) Ri-

sikoprämie bestimmte Verluste aus Ausfällen im Referenzportfolio sichert (unfunded part 

of transaction), betrachtet wird. Im ersten Fall ist eine Schuldverschreibung zu bewerten, 

deren Tilgung an die Performance des Referenzportfolios gekoppelt ist. Im zweiten Fall ist 

der Wert einer derivativen Struktur gesucht, die an die Funktionsweise eines Credit Default 

Swaps erinnert. 

Gemäß den obigen duplikationstheoretischen Überlegungen kann der Zahlungsstrom einer 

variabel und vorschüssig verzinslichen CDO mit einer dem Prinzip der Subordination fol-

genden, referenzportfolioorientierten Verlustpartizipation mit einer ausfallrisikofreien  

Floating Rate Note, einem Credit Default Swap mit vorschüssiger Prämienzahlung und 

nachschüssiger Verlustausgleichszahlung, der die zugeordneten Verluste aus dem Refe-

renzportfolio absichert, sowie (revolvierenden) kurzfristigen ausfallrisikofreien Geldauf-

nahmegeschäften zur Finanzierung der CDS-Ausgleichszahlungen und Vorfinanzierung 

der FRN-Zinszahlungen, abgebildet werden. Die Zuordnung von Verlusten aus dem Refe-

renzportfolio erfolgt genau dann, wenn die Portfolioverluste LRP das Credit Enhancement 

Level vj überschreiten, jedoch nur soweit sie die entsprechende Tranchestärke (vj+1-vj) mit 

j=1,…,J nicht übertreffen.975 Sofern die Zahlungstermine der FRN und des CDS zusam-

menfallen und mit den Zahlungsterminen der CDO übereinstimmen, sind der Zahlungs-

strom aus dem Duplikationsportfolio und der Zahlungsstrom der CDO unabhängig davon, 

ob ein oder mehrere Kreditereignisse eintreten, stets identisch. Die CDO und ihr Duplika-

tionsportfolio weisen denselben (Bar-)Wert und dasselbe Risiko auf. Die einzelnen Bau-

steine des Duplikationsportfolios können zunächst separat einer Bewertung unterzogen 

werden. Den Wert des Duplikationsportfolios, respektive der CDO, erhält man durch Addi-

tion der Einzelwerte. Mit Hilfe dieses als „Evaluation by Duplication“ bekannten Verfah-
                                                           
975  Vgl. Abschnitt 5111. 
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rens976 ermittelt sich der Wert der CDO als Barwert der FRN zuzüglich des Barwertes des 

CDS. Die (revolvierenden) Geldaufnahmen zum jeweils aktuell gültigen Zinssatz weisen 

(zu den Abschlusszeitpunkten) einen Barwert von null auf: 

( )j jCDO FRN CDS Geldaufnahmen= + + . (5.110) 

Zahlt die CDO nachschüssig, ist die Bewertung gem. (5.110) mit den obigen duplikations-

theoretischen Betrachtungen nur unter der Annahme einer konstanten und flachen Zins-

struktur exakt. Der zur Duplikation verwendete CDS hat zudem die Ausgleichszahlungen 

zu den jeweiligen Kreditereigniszeiten zu leisten.977 Liegt keine konstante und/oder flache 

Zinsstruktur vor, unterliegt der Investor einem Wiederanlagerisiko der Ausgleichzahlun-

gen. Eine Bewertung mit (5.110) impliziert die Vernachlässigung des Wiederanlagerisikos. 

Wird die betrachtete Tranche – wie bei der Junior- und der Senior-Tranche einer CDO-

Transaktion häufig anzutreffen – nicht durch einen zahlungsmittelzufließenden Finanzkon-

trakt gesichert, ist lediglich die Ermittlung des Barwertes des CDS von Interesse. Eine An-

lage zugeflossener liquider Mittel zum jeweils aktuell gültigen Zinssatz in Form einer FRN 

ist nicht zu betrachten. 

Floating Rate Notes978 werden bewertet, indem ihr Zahlungsstrom durch revolvierende, 

den Fristigkeiten der Kuponzahlungstermine und damit den Fristigkeiten der Zinsanpas-

sungen entsprechenden Geldanlagegeschäfte dupliziert wird. Dem Evaluation by Duplica-

tion-Ansatz folgend, notiert die FRN in den Zeitpunkten der Emission und den nachfol-

genden Zinsanpassungen zu pari. Zwischenzeitlich hängt der Kurs vom jeweiligen Markt-

zinsniveau ab. Er ermittelt sich durch Diskontierung des Nominalwertes und der Zinszah-

lung nach Maßgabe des zuvor fixierten Referenzzinssatzes vom Zeitpunkt des nächst fol-

genden Zinszahlungstermins auf den gegenwärtigen Betrachtungszeitpunkt unter Berück-

sichtigung des gegenwärtigen, fristigkeitskongruenten Marktzinssatzes, der relevanten 

Zinskonvention und der aufgelaufenen Stückzinsen.979 

Der Barwert des CDS setzt sich zusammen aus den Erwartungswerten der laufzeitgerecht 

diskontierten Risikoprämienzahlungen und den laufzeitgerecht diskontierten Kompensati-

onszahlungen unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaß Q′′ .980 Zahlt der CDS 

                                                           
976  Vgl. M. Wilkens, H. Scholz und J.Völker (1999), Bewertung strukturierter Finanzprodukte, S. 262-264. 
977  Vgl. schematisch die Abb. 5-12. 
978  Vgl. übersichtshalber M. Steiner und C. Bruns (2002), Wertpapiermanagement, S. 137-139. 
979  Vgl. beispielhaft M. Wilkens (2002), Wertpapiermanagement, S. 110-112. 
980  Vgl. auch die Vorgehensweise zur Bewertung eines Plain Vanilla CDS in Abschnitt 5221. 
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vorschüssig, erfolgen die Risikoprämienzahlungen – basierend auf der vertraglich verein-

barten Risikoprämie RPTR,j – zu den vertraglich vereinbarten Zahlungszeitpunkten tj,n mit 

n=1,…,m, wobei tj,1≥0981 und tj,m+1=TCDS,j gelten. Bei halbjährlicher oder vierteljährlicher 

Zahlungsweise wird die Risikoprämie über ,j nt∆  mit , , 1 ,j n j n j nt t t+∆ = −  für n=1,…,m-1 und 

, , ,j n CDS j j nt T t∆ = −  für n=m einer linearen Skalierung unterzogen, wobei ,j nt∆  in Abhän-

gigkeit der verwendeten Zinskonvention für verschiedene n unterschiedliche Werte an-

nehmen kann. Der Betrag der Prämienzahlung sinkt, wenn durch Kreditausfälle im Refe-

renzportfolio der verbleibende, zu sichernde Betrag sinkt. Deshalb ist die Risikoprämie 

RPTR,j auf den jeweils in tj,n noch zu sichernden Betrag (vj+1-vj)-LTr,j(tj,n) zu beziehen. Der 

Erwartungswert der laufzeitgerecht diskontierten Risikoprämienzahlungen ist unter Be-

rücksichtigung aller vertraglich vereinbarter Zahlungszeitpunkte tj,n zu bilden: 

( ) ( ) ( )( ), , 1 , ,
1 ,

1m

Q Tr j j n j j Tr j j n
n j n

Premium-Leg E RP t L t
B t

υ υ′′ +
=

 
 = ⋅ ⋅∆ ⋅ − −
 
 
∑ . (5.111) 

Mit den Eigenschaften der kanonischen Konstruktion von ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F  erhält man: 

( ) ( ) ( )( ), , , 1 , ,
1

0,
m

j n Tr j j n j j Tr j j n
n

Premium-Leg B t RP t EL tυ υ+
=

= ⋅ ⋅∆ ⋅ − −∑ . (5.112) 

Der erwartete Verlust der Tranche j ergibt sich gem. (5.8), wobei die Koeffizienten der 

erzeugenden Funktion des Referenzportfolioverlustes unter Verwendung risikoneutraler 

Hazard Rate-Funktionen zu ermitteln sind. Im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses tj,1=0 ist 

der erwartete Tranchenverlust null. Die Prämienzahlung erfolgt in voller Höhe. 

Zahlt der CDS nachschüssig, erfolgen die Risikoprämienzahlungen zu den vertraglich ver-

einbarten Zahlungszeitpunkten tj,n mit n=1,…,m, wobei tj,1>0 und tj,m=TCDS,j gelten. Bei 

halbjährlicher oder vierteljährlicher Zahlungsweise wird die Risikoprämie über ,j nt∆  mit 

, , , 1j n j n j nt t t −∆ = −  für n=1,…,m einer linearen Skalierung unterzogen.982 Ohne Berücksich-

tigung von aufgelaufenen Ansprüchen auf Prämienzahlungen für abgesicherte, jedoch auf-

grund von zugeordneten Verlusten aus dem Referenzportfolio zukünftig nicht mehr zu 

sichernden Beträgen, ist die Vorgehensweise zur Ermittlung des Erwartungswertes der 

laufzeitgerecht diskontierten Prämienzahlungen, abgesehen davon, dass die Zahlungszeit-

punkte tj,n sowie die Zeiträume ,j nt∆  im Vergleich zur vorschüssigen Zahlungsweise ver-
                                                           
981  Im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses gilt tj,1=0. Befindet man sich nicht im Zeitpunkt des Kontraktab-

schlusses und nicht in einem nachfolgenden Prämienzahlungszeitpunkt gilt tj,1>0. Für eine übersichtliche 
Gestaltung der Bewertungsformeln sei im Weiteren regelmäßig tj,1=0 angenommen. 

982  Befindet man sich nicht im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses und nicht im Zeitpunkt einer nachfolgen-
den Prämienzahlung ist zu beachten, dass ,1 ,1j jt t∆ >  gilt. 
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schiedene Werte annehmen, mit der obigen identisch und führt zur Gleichung (5.112). Für 

den ersten Prämienzahlungszeitpunkt tj,1 ist der erwartete Tranchenverlust ungleich null. 

Die Prämienzahlung erfolgt nicht notwendigerweise in voller Höhe. 

 

Abb. 5-14:  Abnehmende Tranchenstärke und nachschüssige CDO-(Teil-)Prämienzahlungen 

Werden der Tranche j Verluste aus dem i-ten Kreditereignis des Referenzportfolios zuge-

ordnet, vermindert sich der zu sichernde Betrag um den zugeordneten Verlust. Sei tj,n* der 

Prämienzahlungszeitpunkt, der unmittelbar dem Zeitpunkt des i-ten Kreditereignisses τFP,i 

folgt. Sei der Anschaulichkeit halber weiterhin unterstellt, dass außer dem i-ten Krediter-

eignis kein weiteres Kreditereignis innerhalb des betrachteten Zeitabschnittes (tj,n*- *,j n
t∆ , 

tj,n*] stattfindet. Dann wird durch (5.112) nicht der zusätzliche Prämienzahlungsanspruch, 

bezogen auf den bis zum Kreditereigniszeitpunkt τFP,i gegenüber (vj+1-vj)-LTr,j(tj,n*) zusätz-

lich gesicherten Betrag LTr,j(τFP,i)-LTr,j(tj,n*-∆tj,n*), berücksichtigt. Werden mehrere Kredit-

ereignisse innerhalb eines Zeitabschnittes (tj,n- ,j nt∆ ,tj,n] zugelassen und bezeichnet 

LTr,j( ,FP iτ − ) mit 
,

, lim
FP i

FP i t
t

τ
τ −

→
=  und t<τFP,i den zugeordneten Verlust unmittelbar vor dem i-

ten Kreditereignis, erhält man die nachschüssige Prämienzahlung für diesen Zeitabschnitt 

durch Berücksichtigung der zusätzlichen Prämienzahlungsansprüche für die zusätzlich 

gesicherten Beträge LTr,j(τFP,i)- LTr,j( ,FP iτ − ) soweit die betrachteten Kreditereignisse auf den 

Zeitabschnitt (tj,n- ,j nt∆ ,tj,n] entfallen (vgl. Abb. 5-14). Der Zeitabschnitt der zusätzlichen 

Sicherung ∆tj,i ermittelt sich wie folgt: 
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Die Definition des Tranchenverlustes LTr,j( ,FP iτ − ) für das i-te Kreditereignis ist sinnvoll und 

problemlos, da die Wahrscheinlichkeit dafür, dass zwei Kreditereigniszeiten τFP,i und τFP,l 
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teilungen von τFP,i und τFP,l stets null beträgt. Soll nun der Erwartungswert der laufzeitge-

recht diskontierten Risikoprämienzahlungen unter Berücksichtigung aufgelaufener Prä-

mienzahlungsansprüche ermittelt werden, ist zusätzlich zu (5.112) der Erwartungswert 

über alle denkbaren Ereigniszeiten τFP,i mit i=1,…,N und den entsprechenden Prämienzah-

lungsansprüchen zu bilden, soweit diese vor dem Fälligkeitszeitpunkt des CDS liegen:983 

( ) ( ) ( )( ), , 1 , ,
1 ,

1m

Q Tr j j n j j Tr j j n
n j n

Premium-Leg

E RP t L t
B t

υ υ′′ +
=

=

 
 ⋅ ⋅∆ ⋅ − −
 
 
∑

 (5.114) 
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Der Ausfallindikator im zweiten Summanden von (5.114) kann eliminiert werden, wenn 

unter Berücksichtigung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Kreditereigniszeiten über 

den Zeitraum [0,TCDS,j] integriert wird. Problematisch ist zunächst, dass sowohl τFP,i als 

auch ,FP iτ −  als Variable erscheinen. Zur Lösung ist es hilfreich, den Tranchenverlust LTr,j, 

Gleichung (5.2) folgend, explizit als Funktion des Referenzportfolioverlusts LRP zu schrei-

ben. Mit (3.164) wird deutlich, dass der Referenzportfolioverlust in ,FP iτ −  als Funktion von 

τFP,i geschrieben werden kann:984 

( ) ( ), ,
1,

N

RP FP i b FP i
b b i

L Lτ τ−

= ≠

= ∑ , (5.115) 
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1 1,

1
N N
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= = ≠

= = + − ⋅∑ ∑ . (5.116) 

Damit erhält man für den zweiten Summanden aus (5.114): 
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 (5.117) 

                                                           
983  Vgl. grundsätzlich zur Vorgehensweise J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 18. 

Dort wird jedoch unterstellt, dass die aufgelaufenen Prämienzahlungsansprüche unmittelbar im Zeitpunkt 
der einzelnen Kreditereignisse ausgezahlt werden. Dies ist jedoch mit Blick auf die Duplikation der Cre-
dit Linked Notes gem. Abb. 5-12 kritisch zu sehen. 

984  Vgl. J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 18. 
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Mit dieser Transformation kann problemlos über die Zeit integriert werden. Damit sowohl 

die Werte für tj,n* als auch für ∆tj,n* einfach festgestellt werden können, bietet es sich an, 

die Integration abschnittsweise in Abhängigkeit der Prämienzahlungszeitpunkte tj,n durch-

zuführen. Mit ( ) ( )
,, FP iFP idQ t dF tττ′′ ≤ =  ( ), ,expi t i th H= ⋅ −  und den Eigenschaften der ka-

nonischen Konstruktion von ( ), ,Q′′ ′′ ′′Ω F  erhält man schließlich: 

( ) ( )
,

, 1

, , , 1
1 1

0,
j n

j n

tN m

j n Tr j j n
i n t

B t RP t t
−

−
= =


⋅ ⋅ −


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Zur Erwartungswertbestimmung in (5.118) bedarf es der Kenntnis der Verteilungen für 

( ) ( )1,
1b i

N
ib b i

L t Dδ
= ≠

+ − ⋅∑  und ( )1, n

N

b b i
L t

= ≠∑ . Liegt eine konstante Recovery Rate vor und 

entstammen die Verluste Di(1-δi) der Menge der natürlichen Zahlen, kann zur Ermittlung 

der Verteilung auf das Instrument der (wahrscheinlichkeits-)erzeugenden Funktion und das 

Sequential Probability Shifting zurückgegriffen werden.985 Die erzeugende Funktion 

( ) ( )( )
RP

i
L tG z+ Ψ  für ( ) ( )1,

1b i

N
ib b i

L t Dδ
= ≠

+ − ⋅∑ , bedingt auf den Faktor Ψ, kann mit Hilfe von 

(3.169) ermittelt werden, wenn für den i-ten Kredit die Ausfallwahrscheinlichkeit in 

(3.168) (gedanklich) einen Wert von eins zugewiesen bekommt. Demgegenüber ist für die 

erzeugende Funktion ( ) ( )( )
RP

i
L tG z− Ψ  für ( )1, n

N

b b i
L t

= ≠∑ , bedingt auf Ψ, die Ausfallwahrschein-

lichkeit gedanklich auf null zu setzen:986 
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1,

1i i b b

RP

N
D Di

FP b FP bL t
b b i

G z z Q t Q t zδ δτ τ− ⋅ − ⋅+

= ≠

′′ ′′Ψ = ⋅ − ≤ Ψ + ≤ Ψ ⋅∏ , (5.119) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1( )
, ,

1,

1 b b

RP

N
Di

FP b FP bL t
b b i

G z Q t Q t z δτ τ − ⋅−

= ≠

′′ ′′Ψ = − ≤ Ψ + ≤ Ψ ⋅∏ . (5.120) 

Soll auf das Instrument der charakteristischen Funktion und die Inverse FOURIER Trans-

formation zurückgegriffen werden, ist analog vorzugehen.987 Die charakteristische Funkti-

on ( ) ( )( )
RP

i
L t sϕ ψ+  für ( ) ( )1,

1b i

N
ib b i

L t Dδ
= ≠

+ − ⋅∑ , bedingt auf den Faktor Ψ, kann mit Hilfe von 

(3.174) ermittelt werden, wenn für den i-ten Kredit die Ausfallwahrscheinlichkeit in 

(3.173) (gedanklich) einen Wert von eins zugewiesen bekommt. Demgegenüber ist, der 

                                                           
985  Vgl. zur Verfahrensweise Abschnitt 372. 
986  Zum Zweck einer besseren Übersicht wurde folgende vereinfachte Schreibweise verwendet: 

( )( )( ) ( )1
, 3 ,FP i FP iQ t Q tτ ξ σ τ−′′ ′′≤ Ψ = ≤ Ψ . 

987  Vgl. zur Verfahrensweise Abschnitt 373. 
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obigen Vorgehensweise folgend, für die erzeugende Funktion ( ) ( )( )
RP

i
L t sϕ ψ−  für 

( )1, n

N

b b i
L t

= ≠∑ , bedingt auf Ψ, die Ausfallwahrscheinlichkeit gedanklich auf null zu setzen: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1( )
, ,

1,

1i i b b

RP

N
D js D xsi

FP b FP bL t
b b i

s e Q t Q t eδ δϕ ψ τ τ− −+

= ≠

′′ ′′= ⋅ − ≤ Ψ + ≤ Ψ ⋅∏ , (5.121) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1( )
, ,

1,

1 b b

RP

N
D xsi

FP b FP bL t
b b i

s Q t Q t e δϕ ψ τ τ −−

= ≠

′′ ′′= − ≤ Ψ + ≤ Ψ ⋅∏ . (5.122) 

Soll zudem die Recovery Rate stochastisch gestaltet werden, sind anstelle der Gleichungen 

(3.173) und (3.174), die Gleichungen (3.178) und (3.179) zu verwenden. 

Die Kompensationszahlung zum Ausgleich des eingetretenen Verlustes aufgrund eines 

Kreditereignisses im Zeitpunkt τFP,i beträgt LTr,j(τFP,i)- LTr,j( ,FP iτ − ). Wird der Tranche j beim 

i-ten Kreditereignis kein Verlust zugewiesen, beträgt die Differenz null. Findet erstmals 

eine Verlustzuweisung statt, ist der Subtrahend null. Die Höhe der Verlustzuweisung ent-

spricht dann dem Minuenden. Bei nachschüssiger Kompensationszahlung ist der Zah-

lungszeitpunkt der unmittelbar dem Zeitpunkt des i-ten Kreditereignisses τFP,i folgende 

Prämienzahlungszeitpunkt tj,n*. Für den Erwartungswert der laufzeitgerecht diskontierten 

Kompensationszahlungen ergibt sich: 

Protection-Leg =  (5.123) 

{ }
( )( ) ( ) ( )( )

, ,

,

, , , ,
1

, *

11 .
FP i CDS j

FP i

N

Q Tr j FP i Tr j FP iT
i

j n

E L L
B t

τ

τ

τ τ −
′′ ≤

=

 
 ⋅ ⋅ − 
 
 

∑   

Damit über die Zeit integriert werden kann, wird erneut der Tranchenverlust LTr,j, Glei-

chung (5.2) folgend, explizit als Funktion des Referenzportfolioverlusts LRP geschrieben. 

Die Portfolioverluste ( ),RP FP iL τ −  und ( ),RP FP iL τ  werden mit Hilfe von (5.115) und (5.116) 

ausschließlich als Funktionen von τFP,i geschrieben. Zur einfachen Feststellung der Zah-

lungszeitpunkte tj,n* bietet es sich wie zuvor an, die Integration abschnittsweise in Abhän-

gigkeit der Prämienzahlungszeitpunkte tj,n durchzuführen: 

Protection-Leg =  (5.124) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
, 1

,

,

, ,
1, 1,

, 1 ,
1 1

10,
j k

i t

j k

N N

Tr j n i i Tr j n
n n i n n i

tN m
H

j k Q i t
i k t

L L t D L L tB t E h e dtδ
+

= ≠ = ≠

−
′′+

= =

+ − −
    
    

    
∑ ∑∑∑ ∫ .  

Die Verteilungen für ( ) ( )1,
1b i

N
ib b i

L t Dδ
= ≠

+ − ⋅∑  und ( )1, n

N

b b i
L t

= ≠∑  erhält man wiederum 

mit Hilfe des Sequential Probability Shiftings oder der Inversen FOURIER Transformation. 
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Erfolgen die Kompensationszahlungen unmittelbar in den Zeitpunkten der Kreditereignisse 

τFP,i, ist (5.124) insofern zu modifizieren, dass die Diskontierung der Kompensationszah-

lungen nicht ausgehend von tj,n* sondern direkt von τFP,i erfolgt. Eine abschnittsweise In-

tegration in Abhängigkeit der Prämienzahlungszeitpunkte tj,n ist nicht notwendig:988 

Protection-Leg =  (5.125) 

( ) ( ) ( ) ( ) ,

,

,, ,
1 1, 1,0

10, i t

CDS j
H

b i b i t

TN N N

Q Tr j i Tr j
i b b i b b i

L t D L t h e dtB t E L Lδ −
′′

= = ≠ = ≠

+ − ⋅ ⋅ ⋅
    

⋅ − ⋅         
∑ ∑ ∑∫ .  

5233 Semi-analytische Ermittlung fairer CDO-Risikoprämien 
Eine variabel und vorschüssig verzinsliche CDO kann gemäß den obigen duplikationstheo-

retischen Überlegungen als strukturiertes Produkt, bestehend aus einem CDS mit vorschüs-

siger Prämienzahlung und nachschüssiger Ausgleichzahlung, einer ausfallrisikofreien Floa-

ting Rating Note und (revolvierenden) kurzfristigen, ausfallrisikofreien Geldaufnahmege-

schäften zur Finanzierung der CDS-Ausgleichszahlungen und Vorfinanzierung der FRN-

Zinszahlungen, verstanden werden.989 Die Risikoprämien der CDO und des CDS entspre-

chen einander. Die CDO kann zu pari emittiert werden, wenn die Risikoprämie in Abhän-

gigkeit der Seniorität „fair“ gewählt wird. Der CDS des Duplikationsportfolios muss dazu 

einen Barwert von null aufweisen. Mit dem Premium Leg bei vorschüssiger Prämienzah-

lung (5.112) und dem Protection Leg bei nachschüssiger Ausgleichszahlung (5.124) ergibt 

sich für die faire Risikoprämie: 

, ,Tr j vorschüssigRP α
β

=  (5.126) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

,

, 1

,

,, 1 , ,
1 1 1, 1,

, , 1 , ,
1

1 ,
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0,

0, .
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j n

j n
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b i b i t

tN m N N

j n Q Tr j i Tr j
i n b b i b b it

m

j n j n j j Tr j j n
n

L t D L t h e dt

mit

B t E L L

B t t EL t

δα

β υ υ

+

−
′′+

= = = ≠ = ≠

+
=

+ − ⋅ ⋅ ⋅
    

= ⋅ − ⋅         

= ⋅∆ ⋅ − −

∑∑ ∑ ∑∫

∑

  

Eine variabel und nachschüssig verzinsliche CDO mit Teilprämienzahlungen kann bei fla-

cher und konstanter Zinsstruktur als strukturiertes Produkt, bestehend aus einem CDS mit 

nachschüssiger (Teil-)Prämienzahlung, einer ausfallrisikofreien Floating Rating Note und 

revolvierenden, kurzfristigen, ausfallrisikofreien Geldaufnahmegeschäften zur Finanzie-

rung der CDS-Ausgleichszahlungen, aufgefasst werden. Die CDS-Ausgleichszahlungen 

                                                           
988  Eine abschnittsweise Integration kann jedoch mit Blick auf die formale Repräsentation des Premium 

Legs im Rahmen der Implementierung beibehalten werden. 
989  Vgl. Abschnitt 5231. 
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haben unmittelbar in den Zeitpunkten der Kreditereignisse zu erfolgen. Mit dem Premium 

Leg bei nachschüssiger (Teil-)Prämienzahlung (5.114) und dem Protection Leg bei soforti-

ger Ausgleichszahlung (5.125) ergibt sich für die faire Risikoprämie: 

, ,Tr j nachschüssigRP α
β γ

=
+

 (5.127) 
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∑

∑∫ ( ) ( ) ,
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1 1 1,
.i t

N m N
H

i i Tr j b i t
i n b b i

D L L t h e dt−

= = = ≠

    
− ⋅         

∑∑ ∑

  

5234 Tranchenbarwerte und faire CDO-Risikoprämien für homogene Referenz-
portfolios 

Betrachtet wird ein homogenes Referenzportfolio. Die Eigenschaft der Homogenität 

erstrecke sich dabei auf die Nominalwerte Di=Dj=D und die Recovery Rates δi=δj=δ. Die 

Hazard Rate-Funktionen können hingegen titelspezifisch sein. Die Annahmen ermögli-

chen, die Ausgleichszahlung des Protection Legs in einfacherer Form zu modellieren: 

( ) ( ) ( ), , , , 1Tr j FP i Tr j FP iL L Dτ τ δ−− = − ⋅ . (5.128) 

Voraussetzung für eine Ausgleichzahlung gem. (5.128) ist, dass dem i-ten Kreditereignis 

hinreichend viele Kreditereignisse vorausgegangen sind, so dass die Tranche j durch die 

eingetretenen Verluste tangiert wird. Dazu muss das Credit Enhancement vollständig auf-

gebraucht sein. Zur modelltheoretischen Abbildung seien die Schwellenwerte der Tranchen 

υj vereinfacht gestaltet, so dass (5.128) uneingeschränkt und insbesondere bei einer erstma-

ligen Verlustzuweisung Gültigkeit besitzt:990 

( )
1, , 1.

1
j j J

D
υ
δ

∈ ∀ = +
− ⋅

` …  (5.129) 

Mit (5.129) lassen sich die Schwellenwerte υj problemlos in kritische Kreditausfallzahlen kj 

überführen: 

( )
1, , 1.

1
j

jk j J
D

υ
δ

= ∀ = +
− ⋅

…  (5.130) 

                                                           
990  Überschreiten die Verluste die Schwellengrenze der betrachteten Tranche, wären ohne die Forderung 

(5.129) u. U. Bruchstücke von (1-δ)·D zu betrachten. Vgl. bspw. J. Hull und A. White (2004), Valuation 
of CDOs and CDSs, S. 16. 
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Eine Ausgleichszahlung erfolgt, wenn für das i-te Kreditereignis die Bedingungen i>kj und 

i≤kj+1 gelten. Für das Protection Leg (5.123) (nachschüssige Kompensation) folgt: 

Protection-Leg =  (5.131) 

{ }
( )( ) ( ) { }, , 1

,
1

, *

11 1 1 .
FP i CDS j j j

FP i

N
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j n

E D
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′′ ≤ < ≤
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 
 ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ 
 
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∑   

Beachtet man, dass gilt: 

{ } { } { } { }1 1 11 1
1 1 1 1

j j j j jk i k i k i k i k+ + +< ≤ = + = − =
= + + +… , (5.132) 

lässt sich (5.131) weiter umformen: 

Protection-Leg =  (5.133) 
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∑ ∑
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Die resultierenden (kj+1-kj) Summanden in (5.133) stellen die Protection Legs von kth-to 

Default Credit Default Swaps mit nachschüssiger Ausgleichszahlung dar.991 Die Summe ist 

das Protection Leg eines Basket Credit Default Swaps, der ab dem kj-ten Kreditereignis, 

nicht aber über das Kreditereignis kj+1 hinaus, die resultierenden Verluste absichert. Dem-

entsprechend ermittelt sich das Protection Leg einer Tranche j mit einem homogenen Refe-

renzportfolio als Summe der Protection Legs von kth-to Default Swaps mit 1j jk k k +< ≤ .992 

Das Protection Leg eines kth-to Default Swaps lässt sich mit Hilfe der Ereignisverteilung 

bestimmen.993 Zur Eliminierung des Ausfallindikators ist über die Zeit zu integrieren. Zur 

einfachen Feststellung der Zahlungszeitpunkte tj,n*, bietet es sich – erneut die obige Vorge-

hensweise aufgreifend – an, die Integration abschnittsweise in Abhängigkeit der Prämien-

zahlungszeitpunkte tj,n durchzuführen: 

                                                           
991  Vgl. auch die formale Darstellung der Protection Legs von kth-to Default Credit Default Swaps in J.-P. 

Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 10. Im Unterschied zu (5.133) erfolgen dort die 
Kompensationszahlungen stets in den Zeitpunkten der Kreditereignisse.  

992  Beispielrechnungen zu kth-to-Default Swaps mit dem semi-analytischen Modell finden sich in Anlage 18. 
993  Vgl. Abschnitt 36. 
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 (5.134) 

Da die Diskontierungsfaktoren ( ),0, j nB t  bezüglich der Integrale – nicht jedoch bezüglich 

des Summenoperators – Konstanten sind, erhält man abschließend: 

Protection-Leg =  (5.135) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
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Die Wahrscheinlichkeiten ( ),, j nRP tQ N k′′ <  lassen sich mit Hilfe des Instrumentes der 

(wahrscheinlichkeits-)erzeugenden Funktion und des Probability Shiftings ermitteln. Die 

Koeffizienten 
RPNc  der erzeugenden Funktionen für die Zeitpunkte tj,n sind bis zum – je-

doch nicht einschließlich des – k-ten Kreditereignisses aufzusummieren. 

Finden die Ausgleichszahlungen unmittelbar in den Zeitpunkten der Kreditereignisse statt, 

ist eine abschnittsweise Integration nicht notwendig. Die Integration erfolgt dann über das 

Zeitintervall (0,TCDS,j]. Die Diskontierung erfolgt nicht ausgehend von den vertraglich ver-

einbarten Zahlungszeitpunkten tj,n, sondern vom jeweiligen Zeitpunkt des Kreditereignisses 

τFP,i. Der Erwartungswert (5.134) ist wie folgt zu modifizieren: 
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 (5.136) 
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Der Diskontierungsfaktor ( )0,B t  ist abhängig von der Integrationsvariablen t und kann 

nicht vor das Integral gezogen werden. Gleichwohl erscheint es für eine Implementierung 

sinnvoll, den Ausdruck ( ),RP tdQ N k′′ <  durch partielle Integration zu eliminieren:994 

( ) ( ) ( ) ( )
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∫
 (5.137) 

Für das Protection Leg (5.125) (sofortige Kompensation) erhält man abschließend: 

Protection-Leg =  (5.138) 
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Analog zum Protection Leg kann auch das Premium Leg für ein homogenes Referenzport-

folio in Basket Credit Default Swap-Strukturen überführt werden. Zunächst sei das Premi-

um Leg (5.111) (vorschüssige Zahlungsweise) wie folgt modifiziert: 
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 (5.139) 
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 (5.140) 

Subtrahiert man (5.140) von (5.139) erhält man mit ( )1j jk Dδ υ⋅ − ⋅ =  den Ausdruck: 

( ) { } ( )( ) { },, , 1, ,
1 1 ,0

1 1 1
j nRP t j j RP t jj n j n

j j j RP tN k k N k
D Nυ υ υ δ

+
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− ⋅ + − − ⋅ ⋅ ⋅ . (5.141) 

                                                           
994  Vgl. zur partiellen Integration M. Abramowitz und I. Stegun (1972), Handbook of mathematical functi-

ons, S. 12. Für zwei Funktionen u(t) und v(t) lässt sich im vorliegenden Fall schreiben: 
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 Mit ( ) ( ),RP tu t Q N k′′= < , ( ) ( )0,v t B t= , ( ), 0 1RP tQ N k=′′ < =  und ( )0,0 1B =  folgt sofort (5.137). Vgl. 
zur Vorgehensweise auch J.-P. Laurent und J. Gregory (2003), Basket default swaps, S. 10. 
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Für das Premium Leg folgt damit: 

Premium-Leg =  (5.142) 
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Ersetzt man jυ  und 1jυ +  durch ( )1jk Dδ⋅ − ⋅  und ( )1 1jk Dδ+ ⋅ − ⋅ , dann lässt sich der Ver-

lust ( )1 Dδ− ⋅  ausklammern: 

Premium-Leg =  (5.143) 
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Ignoriert man vorerst die Recovery Rate, dann erkennt man in Gleichung (5.143) erneut 

die Struktur eines Basket Credit Default Swaps, der ab dem kj-ten Kreditereignis, nicht 

aber über das Kreditereignis kj+1 hinaus, entstehende Verluste absichert. Sofern im Zah-

lungszeitpunkt tj,n die Zahl der Ausfälle den Wert kj nicht überschreitet, ist die volle Prämie 

für die ( )1j jk k+ −  zu sichernden Kredite zu leisten. Übersteigt die Zahl der Ausfälle jedoch 

den kritischen Wert von kj, sinkt mit jedem hinzukommenden Ausfall und zukünftig nicht 

mehr zu sichernden Kredit die Prämienzahlung. Der Faktor D skaliert die Risikoprämie 

und spiegelt den nominalwertig zu sichernden Betrag wider. Der Term (1-δ) gleicht ledig-

lich die gegenüber (vj+1-vj) veränderte, neue Tranchenstärke (kj+1-kj) aus. 

Im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses sind zur Ermittlung der fairen Risikoprämie das 

Protection Leg (5.135) und das Premium Leg (5.143) einander gleichzusetzen: 

, , , ,Tr j vorschüssig DRP δ
α
β

=  (5.144) 
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Der Faktor ( )1 Dδ− ⋅  skaliert das Protection Leg im selben Maße wie das Premium Leg 

und ist aus der Gleichung zu kürzen. Als Resultat entspricht die Risikoprämie einer CDO 

mit vorschüssiger Zahlungsweise für ein homogenes Referenzportfolio der Risikoprämie 

eines Basket Credit Default Swaps mit einer Recovery Rate i. H. v. null, Schwellenwerten 

kj und kj+1, vorschüssiger Prämienzahlung und nachschüssiger Kompensationszahlung. Das 

Ergebnis fordert nicht, die Recovery Rate des Referenzportfolios auf null zu setzen. Die 

Recovery Rate beeinflusst indirekt die Risikoprämie über die Schwellenwerte kj und kj+1 

gem. (5.130). Für wachsende Recovery Rates steigen ceteris paribus die Schwellenwerte 

und die Risikoprämie sinkt. Für δ→1 folgen kj,kj+1→∞ und RPTr,j,vorschüssig,D,δ→0. Dieses 

Ergebnis ist vereinbar mit dem Verhalten von Gleichung (5.126). 

Einen Spezialfall erhält man für kj=0 und kj+1=1. Man erhält die Risikoprämie eines vor-

schüssig zahlenden 1st-to-Default Credit Default Swaps. Ein 1st-to-Default Credit Default 

Swap zahlt eine Kompensation für den Verlust, der aus dem ersten Kreditausfall in einem 

Referenzportfolio resultiert.995 

Ein weiterer Spezialfall folgt, wenn man N=1, kj=0 und kj+1=1 setzt. Das Referenzportfo-

lio besteht nur aus einem einzelnen Kredit i und man erhält die Risikoprämie eines nomi-

nalwertsichernden Plain Vanilla CDS mit vorschüssiger Prämienzahlung, nachschüssiger 

Kompensationszahlung und einer Recovery Rate i. H. v. null. Zur Veranschaulichung kann 

der Zähler α wie folgt umgeformt werden: 
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 (5.145) 

Für den Nenner β erhält man: 
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995  Zu 1st-to-Default Credit Default Swaps siehe A. Arvantis und J. Gregory (2004), Credit, S. 157 f. u. 

S. 162-166. 
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Erfolgen die Zahlungen nachschüssig, sind aufgelaufene (Teil-)Prämienzahlungsansprüche 

für zwischenzeitlich abgesicherte, jedoch aufgrund von zugeordneten Verlusten aus dem 

Referenzportfolio zukünftig nicht mehr zu sichernde Beträge, zu berücksichtigen. Der erste 

Term des Premium Legs (5.114) (nachschüssige Zahlungsweise), welcher die nachschüssi-

gen Prämienzahlungen ohne Teilprämienzahlungen repräsentiert, kann der obigen Vorge-

hensweise folgend, in den Ausdruck (5.143) überführt werden. Ein Unterschied besteht 

lediglich in den Werten der Prämienzahlungszeitpunkte tj,n.996 Zu untersuchen sind ledig-

lich noch die aufgelaufenen Teilprämienzahlungsansprüche. Aufgrund der Ähnlichkeit der 

formalen Repräsentation der Teilprämienzahlungsansprüche in (5.114) mit der formalen 

Repräsentation der Kompensationszahlungen in (5.123) erfolgen die vorzunehmenden 

Modifikationen in Anlehnung an die vorgenommenen Modifikationen des Protection Legs. 

Mit (5.128), (5.129) und (5.130) erhält man für die Teilprämienzahlungen: 
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Wird der Indikator { }1
1

j jk i k +< ≤
 durch (5.132) substituiert, folgt: 
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Für die Integration über die Zeit wird zur einfachen Feststellung der Zahlungszeitpunkte 

tj,n* wiederum abschnittsweise in Abhängigkeit der Prämienzahlungszeitpunkte tj,n vorge-

gangen. Für den Erwartungswert folgt: 
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996  Vgl. auch Abschnitt 5232. 
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Für das erste Integral ergibt sich mit der Konstanz der Diskontierungsfaktoren ( ),0, j nB t , 

der Zeitabschnitte ,j nt∆  und der Zeitpunkte tj,n bezüglich des jeweiligen Integrationsab-

schnitts (tj,n-1,tj,n]: 
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Für das zweite Integral kann erneut auf die partielle Integration zurückgegriffen werden:997 
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Im Zeitpunkt des Kontraktabschlusses sind zur Ermittlung der fairen Risikoprämie das 

Protection Leg (5.138) und das Premium Leg (5.143) zzgl. (5.147) einander gleichzuset-

zen: 
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Der Faktor ( )1 Dδ− ⋅  skaliert das Protection Leg im selben Maße wie das Premium Leg 

und ist aus der Gleichung zu kürzen. Als Resultat entspricht die Risikoprämie einer CDO 

mit vorschüssiger Zahlungsweise für ein homogenes Referenzportfolio der Risikoprämie 

                                                           
997  Vgl. Fn. 994 sowie die dort angegebene Literatur. 
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eines Basket Credit Default Swaps mit einer Recovery Rate i. H. v. null, den Schwellen-

werten kj und kj+1, nachschüssiger Prämienzahlung und sofortiger Kompensationszahlung. 

Den Spezialfall des 1st-to-Default Credit Default Swaps erhält man erneut für kj=0 und 

kj+1=1. Setzt man darüber hinaus N=1, erhält man wie zuvor die Risikoprämie eines nomi-

nalwertsichernden Plain Vanilla CDS, diesmal jedoch mit nachschüssiger Prämienzahlung. 

Zur Veranschaulichung kann der Zähler α wie folgt umgeformt werden: 
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 (5.153) 

Für den ersten Teil des Nenners β erhält man, abgesehen von den zugewiesenen Werten 

der Zahlungszeitpunkte tj,n, erneut (5.146): 
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Für den zweiten Teil des Nenners γ erhält man: 
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5235 Simulative Ermittlung risikoneutraler Tranchenbarwerte und fairer CDO-
Risikoprämien 

Sollen transaktionsbezogene Spezifika wie Replenishments und Replenishment-Trigger in 

die Problematik der Bewertung mit einbezogen werden, empfiehlt sich die Methodik der 

Simulation.998 Ausschlaggebend für die Bewertung ist die simulative Bestimmung der 

Ausfallzeiten τFP,1, τFP,2, τFP,3, ... Vorausgesetzt sei, dass den einzelnen Krediten des Refe-

renzportfolios risikoneutrale Hazard Rate-Funktionen hi,t zugeordnet worden sind. Mit 

(3.32) lassen sich zeitkonstante risikoneutrale Ausfallschranken Ki ermitteln. Der Risiko-

horizont tH sollte dabei mit dem Fälligkeitszeitpunkt der CDO-Transaktion TCDO überein-

stimmen. Die Hazard Rate-Funktionen und die Ausfallschranken determinieren mit (3.26) 

die risikoneutralen Zeittransformationen gi,t. Der Zeitraum [0,TCDO] ist in möglichst feine 

äquidistante Zeitabschnitte der Länge ∆t=TCDO/n zu unterteilen. Für die Zeitpunkte ∆t·h 

mit h=1,…,n können mit (3.188) für den Simulationslauf L Ausprägungen der zeittrans-

formierten Prozesse Yi,∆t·h=Wi,gi,∆t·h simuliert werden. Die Ausfallzeit τFP,i ist der erste Zeit-

punkt ∆t·h, für den der zeittransformierte Prozess die Ausfallschranke erreicht oder durch-

schlägt: 

( ), ,min :FP i i t h it h Y Kτ ∆ ⋅= ∆ ⋅ ≤ . (5.156) 

Ggf. kann zur Berücksichtigung der Möglichkeit des Durchschlagens der Ausfallschranken 

innerhalb der Zeitabschnitte ∆t auf BROWNsche Brücken zurückgegriffen werden.999 

Die Ausfallzeiten sind ihrer Größe nach in aufsteigender Weise zu ordnen. Dabei muss 

stets τFP,i≤TCDO gelten. Zur Ermittlung der Protection Leg-Zahlungen (Default Leg-

Zahlungen) des zur Duplikation1000 verwendeten CDS sind unabhängig davon, ob das Pro-

tection Leg die Kompensationszahlungen nachschüssig oder sofort leistet, diejenigen Aus-

fallereignisse zu identifizieren, die zu Verlustzuweisungen zur betrachteten Tranche j füh-

ren. Dabei stellt kj das erste Kreditereignis dar, dass die Tranche j tangiert. Mit kj+1 sei dass 

letzte Kreditereignis bezeichnet, dass gerade noch Verlustzuweisungen zur Folge hat. Sei 

Xj der auf ( )1 i Dδ− ⋅ bezogene Anteil des Verlustes, der mit dem kj-ten Kreditereignis der 

Tranche j zugewiesen wird. Für Xj+1 gelte entsprechendes. Dann enthält der Vektor 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 11 1 1 1 11 , 1 , , 1 , 1
j j j j j j j jk k j k k k k k k jD X D D D Xδ δ δ δ

+ + + ++ + − − +− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅…  die relevan-

                                                           
998  Im Folgenden soll lediglich ein Standardverfahren vorgestellt werden. Da jedoch Monte-Carlo-Schätzer 

nur sehr langsam konvergieren, könnte versucht werden, dessen Güte mit Hilfe von Importance 
Sampling-Techniken zu verbessern. Zur grundsätzlichen Idee des Importance Samplings vgl. B. Ripley 
(1987), Stochastic simulation, S. 122 f. Im Zusammenhang mit dem Pricing von nth-to Default Swaps 
siehe M. Joshi und D. Kainth (2004), Rapid development of prices for nth-to-default swaps, S. 266-275. 

999  Vgl. zu Details der zeitraumbezogenen Simulation Abschnitt 382 sowie die dort angegebene Literatur. 
1000  Vgl. Abschnitt 5231. 
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ten Kompensationszahlungen. Zahlt das Protection Leg unmittelbar in den Zeitpunkten der 

Kreditereignisse, ergibt sich der Barwert des Protection Legs wie folgt: 
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Bei nachschüssiger Zahlung, sind in (5.157) anstelle der Kreditereigniszeiten die unmittel-

bar folgenden Zahlungszeitpunkte *
, jj kt , *

, 1jj kt + , …, 
1

*
, 1jj kt

+ − , 
1

*
, jj kt

+
 zu verwenden. Über alle 

Simulationsläufe ist das arithmetische Mittel der jeweiligen Barwerte BW-DLL zu bilden. 

Für das Premium Leg ist unabhängig davon, ob vor- oder nachschüssig gezahlt wird, zu-

nächst der verbleibende Nominalwert der Tranche j zu den vertraglich vereinbarten Zah-

lungszeitpunkten tj,n zu ermitteln: 
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Gem. (5.112) ist der verbleibende Nominalwert in tj,n mit dem Zeitabschnitt ∆tj,n und dem 

Diskontierungsfaktor B(0,tj,n) zu multiplizieren. Die abschließende Summe über alle tj,n 

führt zum Barwert des Premium Legs BW-PLL. Bei nachschüssiger Zahlungsweise sind die 

Teilprämienzahlungen zu addieren.1001 Dazu sind gem. (5.113) die zugehörigen Zeitab-

schnitte ∆tj,kj,∆tj,kj+1,…,∆tj,kj+1-1,∆tj,kj+1 zu ermitteln. Gewichtet mit den jeweiligen Verlusten 

und Diskontierungsfaktoren bzgl. der vertraglich vereinbarten Zahlungszeitpunkte *
, jj kt , 

*
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Die faire Risikoprämie ist der Quotient aus dem durchschnittlichen Barwert des Protection 

Legs BW-DL und dem durchschnittlichen Barwert des Premium Legs BW-PL. 
                                                           
1001  Vgl. Abschnitt 5232 und Abb. 5-14. 
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524 Darstellung und Analyse der risikoadäquaten Cash Flow-Struktur von CDO-
Transaktionen auf der Basis fairer CDO-Risikoprämien 

5241 CDO-Risikoprämien und Risikoprämienzahlungen im Zeitverlauf 
Mit den Gleichungen (5.126) und (5.127) zur Ermittlung fairer CDO-Risikoprämien ist es 

möglich, unter Berücksichtigung des Kreditrisikogehaltes des (heterogenen) Referenzport-

folios sowie der Credit Enhancement Levels und Tranchenstärken, die kreditrisikoadäquate 

Cash Flow-Struktur einer synthetischen CDO-Transaktion vollständig zu beschreiben. An-

gefangen beim Originator, der das Kreditrisiko ggf. selbst in tranchierter Form mit Hilfe 

von Kreditderivaten an Dritte – insbesondere das Special Purpose Vehicle – überträgt, bis 

hin zu den CDO-Investoren, die für übernommene Kreditrisiken (adäquate) Risikoprämien 

erhalten, sollen die Zahlungsströme in ihrer zeitlichen und betragsmäßigen Dimension dar-

gestellt und mit Blick auf die jederzeitige Aufrechterhaltung der Zahlungsfähigkeit der 

beteiligten Parteien – insbesondere des Special Purpose Vehicles – analysiert werden. 

Für den Fall homogener Nominalwerte und Recovery Rates können die Gleichungen 

(5.126) und (5.127) zur Ermittlung fairer CDO-Risikoprämien in die Gleichungen (5.144) 

und (5.152) zur Ermittlung fairer Sätze für kj to kj+1 out of N Basket Credit Default Swaps 

überführt werden.1002 Die einfachere Implementierbarkeit von (5.144) und (5.152) sowie 

ihre bessere Performance bzgl. der Rechengeschwindigkeit legen nahe, einen wesentlichen 

Teil der Analysen mit ihrer Hilfe durchzuführen. Dabei soll hauptsächlich (5.144) Ver-

wendung finden, da (1) die Duplikation vorschüssig zahlender CDOs mit Hilfe von FRNs 

und CDS nicht nur im Falle flacher und konstanter Zinsstrukturen perfekt1003 ist und (2) die 

Gleichung (abgesehen von der Ermittlung der Ereignisverteilungen) vollständig ohne nu-

merische Integration auskommt. 

Zu diesem Zweck soll beispielhaft ein Portfolio mit 105 Krediten betrachtet werden. Die 

Nominalwerte betragen einheitlich 10.000 EUR.1004 Alle Kredite tragen ein „BB“-Rating. 

Die Recovery Rate beträgt uniform 30 %. Um zu realitätsnahen Aussagen zu gelangen, 

sollen zur Modellkalibrierung Quotierungen von Plain Vanilla CDS-Kontrakten mit den 

Laufzeiten TCDO=0.25, 0.50, …, 4.75, 5.00 Jahre zur Absicherung der Tilgungszahlungen 

von „BB“-gerateten Krediten herangezogen werden. Die fairen Swap-Sätze sind der Tab. 

5-6 (1., 3., 5. und 7. Spalte) zu entnehmen. Mit (A15.2) kann eine abschnittsweise konstan-

te, risikoneutrale Hazard Rate-Funktion ohne numerische Verfahren angepasst werden 

(vgl. Tab. 5-6, 2., 4., 6. und 8. Spalte). Die dabei unterstellte Zinsstruktur ist durch die 

                                                           
1002  Vgl. Abschnitt 5234. 
1003  Vgl. zur Duplikation vorschüssig und nachschüssig zahlender CDOs Abschnitt 5231. 
1004  Das Volumen des Referenzportfolios beträgt somit ca. 1 Mio. EUR. 
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Gleichung nach SVENSSON1005 mit den Parameterspezifikationen β0=4,5561, β1=(2,46637), 

β2=(-2,05793), β3=(-1,25413), τ1=1,94731 und τ2=3,38678 gegeben.1006 

Swap-
Satz 

Hazard-
Rate 

Swap-
Satz 

Hazard-
Rate 

Swap-
Satz 

Hazard-
Rate 

Swap-
Satz 

Hazard-
Rate 

125 0,01789712 262 0,05666488 370 0,08444337 450 0,10042688 
155 0,02645229 285 0,06131526 388 0,08713772 462 0,09956849 
183 0,03422262 308 0,06836302 405 0,09110470 474 0,10424266 
210 0,04176702 330 0,07411744 421 0,09464100 484 0,10181618 
236 0,04894632 350 0,07794610 436 0,09775503 493 0,10210920 

Tab. 5-6:  Risikoneutrale Hazard Rate-Funktion für "BB"-geratete Kredite 
Indikative Plain Vanilla CDS-Sätze in Anlehnung1007 an die Zahlen der Banco Bilbao Vizcaya Argentaria 
(BBVA, Quelle: BLOOMBERG, 24.06.2005) für die Laufzeiten TCDO=0.25, 0.50, …, 4.75, 5.00 Jahre. Die 
Zahlungen der Risikoprämien erfolgen quartalsweise. Für die Kalibrierung der abschnittsweise konstanten 
Hazard Rate-Funktion gem. (A15.2) wurde eine laufzeiteinheitliche und konstante Recovery Rate von 30 % 
angenommen. Das Jahr wurde in 365 Zeitabschnitte unterteilt.1008 

Als Beispiel diene eine den KfW-Transaktionen nachempfundene CDO-Struktur. Die 

CDOs zahlen quartalsweise, wobei sowohl die vorschüssige als auch die nachschüssige 

Zahlungsweise betrachtet werden soll. Die Laufzeiten der CDOs betragen unabhängig von 

der Seniorität einheitlich fünf Jahre. Angenommen werden ein Junior-Tranche, drei Mez-

zanine-Tranchen und eine Senior-Tranche. Die Credit Enhancements der Mezzanine-

Tranchen sowie der Senior-Tranchen liegen bei υ2=70.000 EUR (ca. 7 %), υ3=140.000 

EUR (ca. 14 %), υ4=210.000 EUR (ca. 21 %) und υ5=280.000 EUR (ca. 28 %). Bis auf die 

Senior-Tranche weisen damit alle Tranchen eine Stärke von 70.000 EUR (ca. 7 %) auf. Bei 

einer unterstellten Recovery Rate von 30 % erhält man mit (5.130) die kritischen Kredit-

ausfallzahlen k2=10, k3=20, k4=30 und k5=40.1009 Das Ausfallrisiko des Referenzportfolios 

wird zunächst vollständig mit einem Master Basket Credit Default Swap transferiert (vgl. 

Abb. 5-15). Anschließend erfolgt eine erste Tranchierung. Die Senior-Tranche 

Tr5=(280.000 EUR, 1.050.000 EUR] – im Folgenden zur besseren Übersicht als Tranche A 

bezeichnet – wird direkt durch einen Basket CDS gesichert. Mit der Transformation der 

Schwellenwerte wird dabei ein Basket CDS betrachtet, der ab dem 41. Kreditausfall Kom-
                                                           
1005  Vgl. L. Svensson (1994), Estimating interest rates, S. 2-8. 
1006  Die Parameter spiegeln die Zinsstruktur des deutschen Rentenmarktes am 31. Mai 2005 wider. Quelle: 

DEUTSCHE BUNDESBANK. Vgl. auch Deutsche Bundesbank (1997), Schätzung von Zinsstrukturen, 
S. 63 f. Obwohl in die Schätzung keine Rentenpapiere mit Laufzeiten unter drei Monaten eingehen (vgl. 
ebenda, S. 65), soll die Formel nach SVENSSON auch auf den extrem kurzfristigen Bereich angewendet 
werden. Die Zinsstruktur wird folglich mit der Formel nach SVENSSON extrapoliert. 

1007  Aus den Bid-Ask-Quotierungen auf verschiedene Underlyings wurden für die verfügbaren Laufzeiten 
Mittelwerte gebildet. Mit der Laufzeit als erklärende Variable wurde ein quadratisches Polynom ange-
passt. Dadurch konnten Swap-Sätze für unterschiedlichste Laufzeiten inter- und extrapoliert werden. 

1008  Vgl. auch die Ausführungen in Abschnitt 5221. 
1009  Damit ein Totalverlust eintritt, müssen gem. (5.130) 105/0,7=150 Kredite ausfallen (Bei 100 Krediten 

wäre (5.144) lediglich näherungsweise anwendbar.). Die Wahrscheinlichkeit dafür, ist bei gerade 105 
Krediten selbstverständlich null. 



336 

pensationszahlungen leistet. Das Kreditrisiko der Mezzanine-Tranchen wird zusammenge-

fasst und als Tranche B ebenfalls per Basket CDS transferiert. Als Sicherungsgeber tritt 

hier das Special Purpose Vehicle auf. Mit der Transformation der Schwellenwerte wird 

dabei ein Basket CDS betrachtet, der ab dem 11. Kreditausfall, nicht jedoch über den 40. 

Kreditausfall hinaus, Kompensationszahlungen leistet. Das SPV spaltet die Tranche B wei-

ter in die Tranchen Tr2, Tr3, und Tr4 – im Folgenden zur besseren Übersicht als Tranchen 

B3, B2 und B1 bezeichnet – auf und begibt CDOs am Geld und Kapitalmarkt. Die Junior-

Tranche Tr1=(0 EUR, 70.000 EUR] wird als Tranche A wieder direkt durch einen Basket 

CDS gesichert: 

 

Abb. 5-15:  Risikoadäquate Cash Flow-Struktur einer CDO-Transaktion 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, υ2=70 TEUR, υ3=140 TEUR, υ4=210 TEUR, υ5=280 TEUR, ∆t=0,25 Jahre. 
Angegeben sind die vorschüssigen Risikoprämien in Bp (gerundet) sowie die Risikoprämienzahlungen in 
EUR für das erste Quartal. Die Werte in Klammern stellen die Äquivalente bei nachschüssiger Zahlung dar, 
wobei die Zahlungen unter der Prämisse ermittelt worden sind, dass im ersten Quartal kein Ausfall erfolgt. 

In Abb. 5-15 sind die jeweiligen Risikoprämien in Basispunkten sowie die Risikoprämien-

zahlungen bei vorschüssiger Zahlungsweise für das erste Quartal in EUR angegeben. Die 

Klammern zeigen die entsprechenden Werte bei nachschüssiger Zahlungsweise. Da bei 

nachschüssiger Zahlungsweise bereits im ersten Quartal durch realisierte Verluste die No-

minalwerte einzelner Tranchen sinken können und mit diesen die Risikoprämienzahlun-

gen1010, sind die angegebenen Risikoprämienzahlungen unter der Prämisse ermittelt, dass 
                                                           
1010  Vgl. Abschnitt 5232, insbesondere Abb. 5-14. 
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innerhalb des ersten Quartals keine Ausfälle stattfinden. Es sind diese potentiellen Kredit-

ausfälle, die dazu führen, dass die Risikoprämien bei nachschüssiger Zahlungsweise ceteris 

paribus grundsätzlich höher ausfallen als bei vorschüssiger Zahlungsweise. 

Es sei zunächst der Master Basket Credit Default Swap betrachtet, der das Kreditrisiko des 

gesamten Referenzportfolios transferiert. Die Risikoprämie beträgt bei vorschüssiger Zah-

lungsweise 462,40403 Bp (gerundet: 462 Bp). Die Risikoprämienzahlung für das erste 

Quartal beträgt 462,40403/10.000·1.050.000 EUR·0,25=12.138 EUR. Zur Ermittlung der 

Risikoprämie ist in (5.144) das Referenzportfolio als eine einzelne Tranche mit k1=0 und 

k2=150 Krediten zu betrachten. Alternativ kann ein Basket Credit Default Swap mit 105 

Krediten anstelle von 150 Krediten betrachtet werden. Dabei ist zu beachten, dass das Pro-

tection Leg um den Faktor (1-δ) zu modifizieren ist.1011 Bei nachschüssiger Zahlungsweise 

beträgt die Risikoprämie 470 Bp. Die höhere Risikoprämie ist auf die Gefahr zurückzufüh-

ren, dass noch vor der ersten Risikoprämienzahlung Kreditausfälle das Nominalvolumen 

und damit die Bezugsgröße für die Berechnung der Zahlungshöhe mindern. Im Vergleich 

zum (nachschüssig zahlenden) Plain Vanilla CDS-Satz für eine Laufzeit von fünf Jahren, 

der zur Kalibrierung der Hazard Rate-Funktion herangezogen wurde (vgl. Tab. 5-6), fällt 

die Risikoprämie dagegen geringer aus. Ursache ist, dass der Plain Vanilla CDS im Zeit-

punkt des Kreditereignisses terminiert wird. Der hier betrachtete Master Basket CDS zahlt 

jedoch weiterhin Risikoprämien nach Maßgabe des nicht ausgefallenen Nominalwertbetra-

ges. Ausdruck findet das in der verwendeten – nicht erreichbaren – kritischen Kreditaus-

fallzahl k2=150. Betrügen die Recovery Rates krediteinheitlich null, wäre es unerheblich, 

ob das Ausfallrisiko des Referenzportfolios mit einem alles umfassenden Master Basket 

CDS oder kreditweise mit einzelnen Plain Vanilla CDS transferiert wird. Die Risikoprä-

mienzahlungen wären letztlich stets identisch. Aus der Einsicht, den Master Basket CDS 

mit Plain Vanilla CDS duplizieren zu können, folgt sofort, dass – sofern k1=0 und k2=150 

– die Faktorsensitivitäten (resp. die Prozesskorrelationen) zur Bestimmung der Verlustver-

teilungen NRP,t in (5.144) und (5.152) keinerlei Auswirkung auf die ermittelte Risikoprämie 

hat.1012 

Betrachtet man die Risikoprämien der Tranchen Tr1, Tr2, Tr3, und Tr4, sinkt erwartungs-

gemäß die Risikoprämie von 6.240 Bp mit wachsendem Credit Enhancement Level auf 

735 Bp. Die Risikoprämien sind direkt miteinander vergleichbar, da die Schwellenwerte so 
                                                           
1011  Es sei daran errinnert, dass (5.144) die Risikoprämie einer Tranche als Risikoprämie eines Basket Credit 

Default Swaps ermittelt, wobei die Recovery Rate (formelseitig) null beträgt. Die Recovery Rate kommt 
in den kritischen Kreditausfallzahlen kj zum Ausdruck. Vgl. die Ausführungen in Abschnitt 5234. 

1012  Vgl. dazu ebenfalls die Ausführungen in Abschnitt 5242. 
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gewählt wurden, dass alle vier Tranchen eine identische Tranchenstärke besitzen. Die Ri-

sikoprämie der Tranche Tr5 muss unter der Maßgabe beurteilt werden, dass die Stärke die-

ser Tranche deutlich höher ausfällt. In Abb. 5-16 ist links die Risikoprämie in Abhängig-

keit des Credit Enhancement Levels abgetragen. Dabei beträgt die Tranchenstärke konstant 

70.000 EUR. Mit zunehmendem Credit Enhancement Level nimmt die Risikoprämie ein-

hergehend mit dem Kreditrisiko der Tranche ab. Rechts ist die Entwicklung der Risiko-

prämie in Abhängigkeit der Tranchenstärke bei konstantem Credit Enhancement Level 

i. H. v. 70.000 EUR eingezeichnet. Mit zunehmender Tranchenstärke sinkt die Risikoprä-

mie. Ursache ist die Veränderung der Recoveryverteilung, einhergehend mit abnehmenden 

LGDs (in %).1013 In beiden Diagrammen sind die Risikoprämien des Beispiels aus Abb. 

5-15 mittels einer senkrechten gestrichelten Linie markiert (3.059 Bp): 
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Abb. 5-16:  Einfluss des Credit Enhancement Levels sowie der Tranchenstärke auf die Risi-
koprämie 

Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. CDS/ 
CDOs: TCDO=5 Jahre, υ2=70 TEUR, υ3=140 TEUR, υ4=210 TEUR, υ5=280 TEUR, ∆t=0,25 Jahre. Links: 
Tranchenstärke beträgt konst. 70 TEUR. Rechts: Credit Enhancement Level beträgt konstant 70 TEUR. 

Auffällig ist, dass die Summe der Risikoprämienzahlungen der Tranchen Tr1 bis Tr5 

i. H. v. 21.009 EUR1014 für das erste Quartal die Risikoprämienzahlung des Master Basket 

CDS i. H. v. 12.138 EUR weit überschreitet. Gleiches ist für die erste Stufe der Tranchie-

rung zu beobachten. Hier beträgt die Summe der Risikoprämienzahlungen der Tranchen A, 

B, und C 20.177 EUR.1015 Damit erhält der Protection Seller aus dem Master Basket CDS 
                                                           
1013  Vgl. in diesem Zusammenhang auch die Abb. 5-9, die Abb. 5-6 sowie die dortigen Analysen (unter dem 

realen Wahrscheinlichkeitsmaß). 
1014  10.920 EUR+5.354 EUR+3.115 EUR+1.287 EUR+331 EUR 
1015  10.920 EUR+8.926 EUR+331 EUR 
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lediglich 12.138 EUR, muss jedoch in seiner Funktion als Protection Buyer für die Basket 

CDS der Tranchen A, B und C Risikoprämien i. H. v. 20.177 EUR zahlen. Dem gleichen 

Problem steht das SPV gegenüber. Als Protection Seller im Rahmen des Basket CDS für 

die Tranche B erhält es Risikoprämienzahlungen i. H. v. 8.926 EUR, ist jedoch zu Risiko-

prämienzahlungen i. H. v. 9.756 EUR1016 für die emittierten CDOs der Tranchen B1, B2 

und B3 verpflichtet. Wie sind diese Differenzen zu erklären und inwieweit könnte daraus 

ein Ausfallrisiko für das SPV entstehen? 
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Abb. 5-17:  Erwartete Risikoprämienzahlungen in Abhängigkeit der Zeit (I) 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrC=(0 EUR, 70 TEUR], TrB=(70 TEUR, 280 TEUR], TrA=(280 TEUR, 1.050 
TEUR], ∆t=0,25 Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. 

Die Differenzen resultieren daraus, dass die Risikoprämien in Basispunkten auf erwar-

tungsgemäß abnehmende Tranchennominalwerte zu beziehen sind. Die Risikoprämienzah-

lungen für die jeweiligen Tranchen werden mit fortschreitender Zeit und eintretenden Kre-

ditverlusten nominal abnehmen. Dabei ist die Junior Tranche (Tranche C) aufgrund ihrer 

Risikopufferfunktion zuerst betroffen. Zwar weist sie mit 10.920 EUR die anfänglich 

höchste Risikoprämienzahlung auf, jedoch ist zu erwarten, dass dieser Betrag mit fort-

schreitender Zeit rasch abnimmt. In Abb. 5-17 ist unter dem risikoneutralen Wahrschein-

lichkeitsmaß Q′′  der erwartete Verlauf der Risikoprämienzahlungen nach Maßgabe der 

erwarteten Tranchenverluste gem. (5.8) abgetragen (gepunktete Linie). Die Risikoprä-

mienzahlung nimmt relativ zeitnah ab. Ähnliches ist für die Tranche B zu beobachten (ge-

mischt gepunktete und gestrichelte Linie). Im Unterschied zur Tranche C verharrt die Risi-

                                                           
1016  5.354 EUR+3.115 EUR+1.287 EUR 
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koprämienzahlung aufgrund des durch Tranche C zur Verfügung stehenden Ausfallschut-

zes für eine gewisse Zeit auf einem konstanten Niveau, um dann allmählich zu fallen. Für 

die Tranche A verläuft die erwartete Risikoprämienzahlung auf einem weitgehend konstan-

ten, aber niedrigen Niveau (lang-gestrichelte Linie). Die Summe der erwarteten Risiko-

prämienzahlungen wird dominiert durch die Risikoprämienzahlungen der Tranchen C und 

B (kurz-gestrichelte Linie). Ist der Betrag anfänglich deutlich höher als derjenige des Mas-

ter Basket CDS (durchgezogene Linie), so kehrt sich die Beziehung nach ungefähr der 

Hälfte der Transaktionslaufzeit in das Gegenteil um. Die Zahlungen aus dem Master 

Basket CDS fallen in der Erwartung höher aus. Zwar nimmt auch die Risikoprämienzah-

lung des Master Basket CDS ab, jedoch weniger stark als die der einzelnen Tranchen. 

Selbst wenn mit abgeschriebenen Nominalwerten der Tranchen C und B lediglich Risiko-

prämienzahlungen für die Tranche A auf niedrigem Niveau fließen, ist die Höhe der Risi-

koprämienzahlungen aus dem Master Basket CDS mit Blick auf den verbleibenden Nomi-

nalbetrag des Referenzportfolios noch beträchtlich. 

Über den gesamten Transaktionszeitraum hinweg betrachtet, ist – abgesehen von Zinsef-

fekten – die Summe aller erwarteten Risikoprämienzahlungen der Tranchen A, B und C 

identisch mit der Summe der erwarteten Risikoprämienzahlungen des Master Basket 

CDS.1017 Graphisch, anhand der Abb. 5-17 veranschaulicht1018, bedeutet dies, dass die Flä-

che unterhalb der durchgezogenen Linie für den Master Basket CDS, der Fläche unterhalb 

der kurz-gestrichelten Linie für die Tranchen A, B und C entspricht. Zahlungsfehlbeträge 

aus Sicht des Protection Sellers im Rahmen des Master Basket CDS in frühen Perioden 

gleichen sich in der Erwartung durch Zahlungsüberschüsse in späteren Perioden aus. 

Zu analogen Resultaten gelangt man, wenn man die Aufspaltung der Tranche B in die 

Tranchen B1, B2 und B3 mit Blick auf die Risikoprämienzahlungen betrachtet. Eine be-

sondere Bedeutung erfahren die Risikoprämienzahlungen dieser vier Tranchen dadurch, 

dass sie neben den Einzahlungen aus den risikofreien Anlagen der erhaltenen liquiden Mit-

tel aus der Emission der CDOs und den Auszahlungen zur Bedienung des risikofreien Teils 

der Zinsansprüche der CDO-Investoren die einzigen Quellen und Senken für laufende Ein- 

                                                           
1017  Zur Verdeutlichung wurde in Anlage 19 das hier verwendete Beispiel für eine flache Zinsstruktur i. H. v. 

null erneut berechnet. Man erkennt, dass die Summe der Risikoprämienzahlungen der jeweiligen Tran-
chen den erwarteten Tranchenverlusten entsprechen. Zudem entspricht die Summe der Risikoprämien-
zahlungen aller Tranchen über den gesamten Transaktionszeitraum hinweg betrachtet der Summe der Ri-
sikoprämienzahlungen des Master Basket CDS (vgl. Tab. A - 9). 

1018  Die Zahlungen erfolgen zeit-diskret und nicht, wie Abb. 5-17 vermuten lassen könnte, zeit-stetig. Die 
Ermittlung einer Fläche unter einem Graphen ist streng genommen nicht möglich und dient lediglich der 
Illustration. 
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und Auszahlungen des rechtlich und wirtschaftlich selbständigen Special Purpose Vehic-

les1019 während der gesamten Transaktionslaufzeit darstellen.1020 Da die Zahlungseingänge 

aus den risikofreien Geldanlagen stets den Zahlungsausgängen für den risikofreien Teil der 

CDO-Zinszahlungen entsprechen, ist es hinreichend, die Finanzlage des SPVs auf der Ba-

sis der Risikoprämienzahlungen zu analysieren. In Abb. 5-18 ist der erwartete Verlauf der 

entsprechenden Risikoprämienzahlungen unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeits-

maß Q′′  nach Maßgabe der erwarteten Tranchenverluste gem. (5.8), abgetragen. Es wird 

ersichtlich, dass im frühen Stadium der Transaktion die erwarteten Risikoprämienauszah-

lungen für die Bedienung der CDOs (kurz-gestrichelte Linie), die erwarteten Risikoprä-

mieneinzahlungen aus dem abgeschlossenen Basket CDS (durchgezogene Linie) übertref-

fen. Ohne eine hinreichend hohe Cash Reserve, finanziert mit haftendem Eigenkapital, 

wäre das SPV ohne weitere Maßnahmen sofort zahlungsunfähig. 
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Abb. 5-18:  Erwartete Risikoprämienzahlungen in Abhängigkeit der Zeit (II) 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrB(70 TEUR, 280 TEUR], TrB3=(70 TEUR, 140 TEUR], TrB2=(140 TEUR, 210 
TEUR], TrB1=(210 TEUR, 280 TEUR], ∆t=0,25 Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. 

Das SPV-Management könnte überlegen, einen Teil der risikofreien Geldanlagen aufzulö-

sen, um die Risikoprämienzahlungsdifferenz auszugleichen. Allerdings verringerten sich 

damit die Einzahlungen aus den risikofreien Geldanlagegeschäften in den Folgeperioden, 

wodurch zusätzlich zu den Risikoprämienzahlungen auch die Zahlungen des risikofreien 

Teils der CDO-Zinszahlungen in Gefahr gerieten. Zudem stünde den Verbindlichkeiten aus 

den CDOs ein nicht hineichend hohes Vermögen gegenüber. Das SPV wäre überschuldet. 
                                                           
1019  Vgl. zur Konstruktion von Special Purpose Vehicles Abschnitt 222. 
1020  Managementgebühren werden hierbei nicht betrachtet. 



342 

Auch eine Finanzierung der Risikoprämienzahlungsdifferenz mit Fremdkapital scheidet 

mit Blick auf die resultierende Überschuldung aus. 

Eine mit haftendem Eigenkapital finanzierte Cash Reserve wird in den frühen Perioden der 

Transaktion kontinuierlich abnehmen. Erst in späteren Perioden, wenn sich die Risikoprä-

mienzahlungsdifferenz umkehrt, kann die Cash Reserve wieder aufgebaut werden und 

steht bei Liquidation des SPVs am Ende der Transaktion den Eigenkapitalgebern zu. Unter 

dem risikoneutralen Maß entspricht der Erwartungswert des Eigenkapitals am Ende des 

Transaktionszeitraumes dem Anfangsbetrag zuzüglich einer risikofreien Verzinsung. 

Die notwendige Höhe der anfänglichen Cash Reserve ergibt sich in der Erwartung – unter 

Vernachlässigung von Zinseffekten – aus der eingeschlossenen Fläche1021 zwischen den 

kurz-gestrichelten und durchgezogenen Linien bis zu ihrem Schnittpunkt.1022 Im vorlie-

genden Beispiel beträgt die notwendige Cash Reserve mit Blick auf den (risikoneutralen) 

Erwartungswert ca. 8.000 EUR (ca. 0,8 % des Referenzportfolios). Sollte die Zahlungsfä-

higkeit und Schuldendeckungsfähigkeit des SPVs unter der Konstruktion gem. Abb. 5-15 

garantiert werden, müsste die Höhe der Cash Reserve vom Worst-Case ausgehend gestaltet 

werden. Der Worst-Case tritt ein, wenn keine Kreditausfälle im Referenzportfolio zu ver-

zeichnen sind. Dann würde sich (a) die Risikoprämiendifferenz nicht verringern und sich 

(b) auch nicht zum Vorteil des SPVs umkehren. Die Cash Reserve würde stetig sinken. Im 

vorliegenden Beispiel müsste – unter Vernachlässigung von Zinseffekten – ein Betrag 

i. H. v. (9.756 EUR-8.926 EUR)·20 = 16.600 EUR (ca. 1,66 % des Referenzportfolios) zur 

Verfügung stehen. 

Im Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion besteht das Eigenkapital aus 100.000 

Aktien á 1 IEP (1,269738 EUR). Eingezahlt waren davon lediglich 7,505.25 IEP.1023 Das 

sind gerade ca. 0,00095 % des Referenzportfolios. Selbst bei voll eingezahltem Eigenkapi-

tal beträgt der Puffer gerade ca. 0,013 %. Welche Konstruktionsmerkmale des SPVs führen 

dazu, dass kaum haftendes Eigenkapital zur Verfügung gestellt werden muss? 

Im Rahmen des PROMISE-Programms der KfW wird die Tranche B in Abb. 5-15 nicht 

durch einen Basket CDS, sondern durch referenzportfolioperformanceabhängige Schuld-

scheine (Certificates of Indebtedness) besichert. Die Emissionserlöse aus den CDOs wer-

                                                           
1021  Zur Kritik der Flächenbetrachtung bei diskreten Zahlungszeitpunkten vgl. Fn. 1018. 
1022  Zur Verdeutlichung wurde in Anlage 19 das hier verwendete Beispiel für eine flache Zinsstruktur i. H. v. 

null erneut berechnet (vgl. Tab. A - 10). Siehe auch Fn. 1017. 
1023  Vgl. Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 85. 
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den nicht durch das SPV in risikofreie Geldanlagen investiert, sondern direkt an die KfW 

weitergeleitet. Zu den Zins- und Tilgungszahlungen dieser Schuldscheine heißt es im IN-

FORMATION-MEMORANDUM: 

„KfW will issue certificates of indebtedness credit linked to the Reference Claims (the 

‘Certificates’) signed by KfW as obligor and the Issuer [SPV] as creditor under which KfW 

undertakes to pay to the Issuer the principal amount and interest equal to the aggregate 

principal amounts and interest payable under the Notes [CDOs] subject to the conditions 

of the Certificates.”1024 

Damit erhält das SPV Risikoprämieneinzahlungen aus den Schuldscheinen in exakt der 

Höhe der Risikoprämienauszahlungen im Rahmen des Kapitaldienstes für die CDOs. Eine 

(minimale) Cash Reserve ist lediglich notwendig, um Timing-Schwierigkeiten zwischen 

den Risikoprämieneinzahlungen und -auszahlungen auszugleichen. Dadurch ist jedoch die 

Problematik schwankender Cash Reserven nicht grundsätzlich gelöst, sondern lediglich 

vom SPV auf die KfW verlagert worden. 

Während eine faire Risikoprämienkalkulation zu einem erwarteten Prämienauszahlungs-

verlauf nach Maßgabe der durchgezogenen Line in Abb. 5-18 bei der KfW führen würde, 

resultiert aus der obigen Vereinbarung ein erwarteter Prämienauszahlungsverlauf nach 

Maßgabe der kurz-gestrichelten Linie. Die Risikoprämienauszahlungen sind anfänglich 

nach Maßgabe des graphisch ersichtlichen Abstandes zwischen beiden Linien zu hoch und 

schließlich zu niedrig. Hatte die KfW ohnehin schon anfänglich die Differenz aus den 

niedrigen Risikoprämieneinzahlungen aus dem Master CDS Basket und den hohen Risiko-

prämienauszahlungen für die Basket CDS der Tranchen C, B und A zwischen zu finanzie-

ren, erhöht sich der zwischen zu finanzierende Betrag durch die obige Vereinbarung. Den 

Risikoprämieneinzahlungen aus dem Master Basket CDS stehen nun nicht mehr die Risi-

koprämienauszahlungen für die Basket CDS C, B und A, sondern die Risikoprämienaus-

zahlungen für den Basket CDS der Tranche C, die CDOs der Tranchen B3, B2 und B1 und 

den Basket CDS der Tranche A gegenüber. Entsprechend ist die KfW gehalten, eine – auf-

grund der obigen Vereinbarung – betragsmäßig aufgestockte Cash Reserve zum Zwecke 

des Ausgleichs der Risikoprämienzahlungsdifferenzen zu halten. 

Das Vorhalten einer adäquaten Cash Reserve seitens der KfW dürfte zu weitaus weniger 

Problemen führen. Während das SPV nur eine einzelne Transaktion durchführt, wickelt die 

                                                           
1024  Dresdner Kleinwort Wasserstein (2001), Promise-K 2001-1 plc, S. 2. 
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KfW eine Vielzahl solcher Transaktionen ab.1025 Befindet sich eine einzelne Transaktion 

im Stadium von Risikoprämienzahlungsdefiziten, generieren andere Transaktionen bereits 

Risikoprämienzahlungsüberschüsse. Für die transaktionsübergreifende Cash Reserve ent-

steht daraus ein Kompensationseffekt. Da zudem nicht davon ausgegangen werden kann, 

dass exakt die erwarteten Portfolioverlusthöhen eintreten, sind zudem Abweichungen vom 

Erwartungswert einzelner Transaktionen durch andere Transaktionen auszugleichen. 

Schließlich ist zu erwähnen, dass die Höhe der transaktionsübergreifenden Cash Reserve, 

gemessen an der Bilanzsumme der KfW, verschwindet. 

5242 Risikoprämien und Risikoprämienzahlungen in Abhängigkeit der Faktorsen-
sitivitäten 

Abschließend soll der Einfluss der Faktorsensitivitäten (resp. Prozesskorrelationen) auf die 

Risikoprämien und die Risikoprämienzahlungen untersucht werden. Dazu sind in Abb. 

5-19 (links) die erwarteten Verläufe der Risikoprämienzahlungen für verschiedene Faktor-

sensitivitäten nach Maßgabe der erwarteten Tranchenverluste gem. (5.8) unter dem risiko-

neutralen Wahrscheinlichkeitsmaß Q′′  für die Tranchen A, B und C sowie für den Master 

Basket CDS abgetragen: 
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Abb. 5-19:  Erwarteter Risikoprämienzahlungsverlauf vs. Faktorsensitivität 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrC=(0 EUR, 70 TEUR], TrB=(70 TEUR, 280 TEUR], TrA=(280 TEUR, 1.050 
TEUR], TrB3=(70 TEUR, 140 TEUR], TrB2=(140 TEUR, 210 TEUR], TrB1=(210 TEUR, 280 TEUR], ∆t=0,25 
Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. Links: Erwartete Risikoprämienzahlungsverläufe der Tranchen A+B+C 
im Vergleich zum erwarteten Risikoprämienzahlungsverlauf des Master Basket CDS (hervorgehoben). 
Rechts: Differenzen zwischen den erwarteten Risikoprämienzahlungen der Tranchen B1+B2+B3 und den 
erwarteten Risikoprämienzahlungen der Tranche B. 

                                                           
1025  Vgl. Tab. 2-2. 
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Die Risikoprämienzahlungen des Master Basket CDS bleiben von der Faktorsensitivität 

völlig unberührt (hervorgehobene Linie). Das ist insofern plausibel, dass der Master Basket 

CDS (für eine Recovery Rate von null) durch ein Portfolio aus Plain Vanilla CDS dupli-

ziert werden kann.1026 Die Risikoprämienzahlungen der Tranchen A, B und C hingegen 

verändern sich in ihrer Höhe sowie ihrer zeitlichen Struktur. Dabei steigen die Risikoprä-

mienzahlungsdifferenzen als Summe der Risikoprämienzahlungen der drei Tranchen, ab-

züglich der Risikoprämienzahlungen aus dem Master Basket CDS, mit wachsendem Di-

versifikationsgrad des Referenzportfolios. Strebt die Faktorsensitivität gegen den Wert 

eins, verschwinden die Risikoprämienzahlungsdifferenzen. 

Anhand der Abb. 5-20 wird der Beitrag der Risikoprämienzahlungen der Tranchen A, B 

und C zur obigen Summe in Abhängigkeit der Zeit und der Faktorsensitivität sichtbar. Da-

bei verschwindet mit zunehmender Faktorsensitivität die Dominanz der Risikoprämienzah-

lungen der Tranchen B und C. Die Verläufe werden flacher. Gleichzeit steigt das Niveau 

der Risikoprämienzahlungen der Tranche A zeitübergreifend an und beeinflusst den Wert 

der Summe in zunehmend stärkerem Ausmaß. Die Ursache dafür ist die höhere Ausfall-

wahrscheinlichkeit der Tranche A mit abnehmendem Diversifikationsgrad des Referenz-

portfolios. Die Summen konvergieren schließlich gegen die Risikoprämienzahlungen des 

Master Basket CDS. 
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Abb. 5-20:  Erwartete Risikoprämienzahlungsbeiträge der Tranchen in Abhängigkeit der 
Faktorsensitivität 

Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrC=(0 EUR, 70 TEUR], TrB=(70 TEUR, 280 TEUR], TrA=(280 TEUR, 1.050 
TEUR], ∆t=0,25 Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. Dargestellt sind die erwarteten Risikoprämienzahlungs-
verläufe in Abhängigkeit der Faktorsensitivität für die Tranchen C, B und A. 

                                                           
1026  Bei einer von null verschiedenen Recovery Rate müssten theoretisch die zur Duplikation verwendeten 

CDS auch nach dem Kreditausfall auf der Basis des wiedergewonnenen Nominalvolumens Prämienzah-
lungen leisten. Das ist i. d. R. nicht der Fall. Vgl. auch die Ausführungen zu Beginn dieses Abschnitts. 
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Die Ergebnisse sind auf die Risikoprämienzahlungen des SPVs übertragbar. Da jedoch das 

SPV selbst als Tranche zu begreifen ist (Tranche B) und der erwartete Verlauf der Risiko-

prämieneinzahlungen anders als beim Master Basket CDS von der Faktorsensitivität beein-

flusst wird, ist eine absolute Darstellung der Risikoprämienzahlungen in Abhängigkeit der 

Faktorsensitivität wenig aussagekräftig. Stattdessen wurden in Abb. 5-19 (rechts) die Risi-

koprämienzahlungsdifferenzen abgetragen. Erwartungsgemäß verschwinden die Risiko-

prämienzahlungsdifferenzen mit wachsender Faktorsensitivität. Zu bemerken bleibt, dass 

bei niedrigen Faktorsensitivitäten gegen Ende der Transaktion die (dann) positive Risiko-

prämienzahlungsdifferenz nach anfänglichem Wachstum wieder sinkt. Ursache hierfür 

sind die gegen Ende der Transaktionslaufzeit verstärkt abnehmenden Risikoprämienzah-

lungen der Tranche B. 
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Abb. 5-21:  CDO-Risikoprämien in Abhängigkeit der Faktorsensitivität 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrC=(0 EUR, 70 TEUR], TrB=(70 TEUR, 280 TEUR], TrA=(280 TEUR, 1.050 
TEUR], TrB3=(70 TEUR, 140 TEUR], TrB2=(140 TEUR, 210 TEUR], TrB1=(210 TEUR, 280 TEUR], ∆t=0,25 
Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. 

Die faktorsensitivitätsinduzierten Änderungen der Risikoprämienzahlungsstrukturen sind 

nicht nur in der zeitlichen Dimension, sondern auch in der betragsmäßigen Dimension zu 

suchen. In Abb. 5-21 sind die Risikoprämien, gemessen in Bp, für die jeweiligen Tranchen 

in Abhängigkeit der Faktorsensitivität abgetragen. Dabei zeigt sich, dass die Risikoprämie 

der Senior Tranche mit abnehmendem Diversifikationsgrad des Referenzportfolios zu-

nimmt (gepunktete Linie, links). Die Risikoprämie der Junior Tranche nimmt hingegen ab. 

Die Junior Tranche profitiert – ähnlich wie bei einem Call – vom abnehmenden Diversifi-
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kationsgrad und der folglich zunehmenden Volatilität des Wertes des Referenzportfoli-

os.1027 Die Mezzanine-Tranchen absorbieren verbleibende Nettoeffekte. 

Dabei muss die Summe aller erwarteten Risikoprämienzahlungen über den Transaktions-

horizont hinweg stets konstant bleiben. Lediglich die Verteilung des gesamten Betrages der 

Risikoprämienzahlungen auf die einzelnen Tranchen verändert sich. In Abb. 5-22 sind die 

Summen der erwarteten Risikoprämienzahlungen für den gesamten Transaktionszeitraum 

der Tranchen A, B und C für unterschiedliche Faktorsensitivitäten zwischen 0 % und 

100 % abgetragen. Dabei zeigt sich, dass mit zunehmender Faktorsensitivität und abneh-

mendem Diversifikationsgrad der erwartete Verlust und somit die Summe der erwarteten 

Risikoprämienzahlungen der Senior Tranche wächst. Das Bild verändert sich für die Junior 

Tranche. Da die Junior Tranche bei zunehmender Faktorsensitivität von der zunehmenden 

Volatilität des Wertes des Referenzportfolios profitiert, gilt hier exakt das Gegenteil. 

Verbleibende Differenzen werden durch die Mezzanine-Tranchen absorbiert. 
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Abb. 5-22:  Erwartete Risikoprämienzahlungen in Abhängigkeit der Faktorsensitivität (I) 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrC=(0 EUR, 70 TEUR], TrB=(70 TEUR, 280 TEUR], TrA=(280 TEUR, 1.050 
TEUR], ∆t=0,25 Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. Struktur der Balken: unten = Tranche C, mittig = Tran-
che B, oben = Tranche A. 

Nicht immer kann zweifelsfrei entschieden werden, wie sich die Risikoprämien bzw. die 

Risikoprämienzahlungen verhalten. Zur Illustration sind die erwarteten Risikoprämienzah-

lungen der Mezzanine-Tranchen B1, B2 und B3 für den Transaktionszeitraum als Summe 

für verschiedene Faktorsensitivitäten in Abb. 5-23 abgetragen (unten). Kenntlich gemacht 

                                                           
1027  Vgl. D. Duffie und N. Gârleanu (2001), CDOs, S. 24-26. 

100 %
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wurde, welche Beträge die einzelnen Tranchen zu dieser Summe beisteuern. Mit zuneh-

mender Faktorsensitivität sinkt die Summe der erwarteten Risikoprämienzahlungen. Für 

die Tranche B1 jedoch fällt das Ergebnis nicht eindeutig aus. Während die Risikoprämien-

zahlungen für den Transaktionszeitraum mit wachsender Faktorsensitivität zunächst wach-

sen, ist ab einer Faktorsensitivität von 70 % zunehmend das Gegenteil zu beobachten (o-

ben). Zudem kann dieser Effekt unmittelbar an den Risikoprämien abgelesen werden. Die 

Risikoprämie steigt zunächst mit zunehmender Faktorsensitivität, um dann wieder zu fal-

len (vgl. Abb. 5-21, rechts, gepunktete Linie). 
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Abb. 5-23:  Erwartete Risikoprämienzahlungen in Abhängigkeit der Faktorsensitivität (II) 
Referenzportfolio: N=105, D=10 TEUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, R=„BB“, ρ=20 %. 
CDS/CDOs: TCDO=5 Jahre, TrB(70 TEUR, 280 TEUR], TrB3=(70 TEUR, 140 TEUR], TrB2=(140 TEUR, 210 
TEUR], TrB1=(210 TEUR, 280 TEUR], ∆t=0,25 Jahre, vorschüssige Zahlungsweise. Struktur der Balken: 
unten = Tranche B3, mittig = Tranche B2, oben = Tranche B1. 

Bei gegebenen Risikoprämien haben Faktorsensitivitätsänderungen im Umkehrschluss 

eindeutig prognostizierbare Auswirkungen auf die Marktwerte (Barwerte) der Junior- und 

Senior-Tranche, während die Konsequenzen für die Mezzanine-Tranchen nicht sofort er-

sichtlich sind. Der Marktwert der Junior-Tranche steigt mit wachsender Faktorsensitivität. 

Der Marktwert der Senior-Tranche sinkt. Das Ergebnis ist plausibel, da im Falle eines 

Neuabschlusses die geforderte Risikoprämie für die Junior-Tranche seitens der Investoren 

vergleichsweise niedriger und für die Senior-Tranche vergleichsweise höher ausfallen 

würde. Die Änderungen der Marktwerte der Mezzanine-Tranchen hängen dagegen von den 

spezifischen Gestaltungsmerkmalen ab. 
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Bei einer Faktorsensitivität (resp. Prozesskorrelation) von eins sind alle Risikoprämien, 

gemessen in Basispunkten, identisch. Die Risikoprämienzahlungen aus dem Master Basket 

CDS werden direkt nach Maßgabe der einzelnen Tranchengrößen verteilt. Die Marktwerte 

ermitteln sich demzufolge als Anteil am Marktwert des Referenzportfolios in Abhängigkeit 

der jeweiligen Tranchengröße. Zwar wird dadurch ein theoretischer (und praktisch nicht 

vorkommender) Sonderfall beschrieben, vertieft aber das Verständnis für die Höhe fairer 

CDO-Risikoprämien. 
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6 Schlussbetrachtung 
Kapitalmarkttheoretische Modelle zur Quantifizierung der Kreditrisiken und Bewertung 

von CDOs leisten einen wesentlichen Beitrag zu einem tieferen Verständnis der Funkti-

onsweise von CDO-Transaktionen, zur Abschätzung der potentiellen Performance von 

CDO-Investitionen und zur Vereinbarung fairer CDO-Risikoprämien. Die Entwicklung 

neuer und die Weiterentwicklung bestehender Modelle ist ein aktuelles Thema sowohl in 

der wissenschaftlichen Forschung als auch in der Praxis. Durch die Notwendigkeit der 

Vergabe von Ratings für CDOs als Voraussetzung für eine erfolgreiche Emission dieser 

Finanztitel an den organisierten Finanzmärkten haben Ratingagenturen frühzeitig begon-

nen, praktikable und gegenüber den Finanzmarktteilnehmern leicht kommunizierbare, aber 

von der Komplexität der CDO-Transaktionen stark abstrahierende Ansätze zu entwickeln. 

In der wissenschaftlichen Forschung wurde nach theoretisch fundierten Ansätzen gesucht. 

Dabei sind unternehmenswertorientierte Modelle im Sinne von BLACK, SCHOLES & MER-

TON1028 mit Blick auf das kreditausfall- und tranchenausfallauslösende Ereignis ökono-

misch interpretierbar. Gleichzeitig können sie jedoch zu hoher Komplexität bei der Umset-

zung führen. Simulationen sind oft der einzige Ausweg. Reduzierte Modelle im Sinne von 

ARTZNER, DELBAEN, JARROW, LANDOW & TURNBULL1029 sind relativ einfach kapitalmarkt-

adäquat zu kalibrieren, lassen jedoch bzgl. des kreditausfall- und tranchenausfallauslösen-

den Ereignisses eine ökonomische Interpretation vermissen. Obwohl die wissenschaftliche 

Forschung auf diesem Gebiet keineswegs als abgeschlossen betrachtet werden kann, ist 

zunehmend eine Integration der Ergebnisse in die Ansätze der Ratingagenturen zu be-

obachten. Der CDO EVALUATOR™ von STANDARD & POOR’S sei hier als unternehmens-

wertorientiertes Beispiel angeführt. Veränderungen in den CDO-Strukturen, bedingt durch 

Veränderungen der (aufsichts)rechtlichen Rahmenbedingungen und der mit CDO-

Transaktionen verfolgten Ziele, sind zudem stets bei der Modellentwicklung zu berück-

sichtigen. 

Daher sollte zunächst ein ökonomisch interpretierbares unternehmenswertorientiertes Kre-

ditrisikoportfoliomodell konzipiert werden, auf dessen Basis das Kreditrisiko von syntheti-

schen CDOs gemessen, Barwerte dieser Finanztitel ermittelt, faire Risikoprämien abgelei-

tet und Zahlungsströme von CDO-Transaktionen in ihrer Gesamtheit analysiert werden 

können. Die Kreditrisikomessung und Bewertung sollte nicht nur bei homogenen, sondern 

auch bei heterogenen Referenzportfolios weitgehend ohne Monte Carlo-Simulationen 
                                                           
1028  Vgl. R. Merton (1974), Pricing corporate debt, S. 450-455. Vorarbeiten leisteten F. Black und M. Scho-

les (1973), Options and corporate liabilities, S. 649 f. und R. Merton (1973), Option pricing, S. 160-169. 
1029  Vgl. P. Artzner und F. Delbaen (1995), Default risk insurance, S. 188-194; A. Jarrow und S. Turnbull 

(1995), Pricing credit risky derivatives, S. 55-82. 
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möglich sein. Für die praktische Umsetzung sollte das Modell sowohl für den Zweck der 

Kreditrisikomessung als auch für den Zweck der Bewertung mit einer überschaubaren 

Menge an Datenmaterial adäquat zu kalibrieren sein. 

In einem ersten Schritt der Modellentwicklung wurden explizit vorzeitige Kreditausfälle 

zugelassen und dementsprechend für beliebige Zeitabschnitte von null verschiedene Aus-

fallwahrscheinlichkeiten unterstellt. Im Unternehmenswertansatz lassen sich zur Begrün-

dung vorzeitiger Kreditausfälle unterschiedliche Restlaufzeiten der Fremdkapitalkontrakte 

eines Unternehmens mit drohenden Cross-Defaults heranziehen. Zudem können Liquidi-

tätsrisiken zu Schwierigkeiten bei der Bedienung regelmäßiger Zinszahlungen führen, was 

auch bei endfälligen Krediten eine vorzeitige Insolvenz des Schuldners mit resultierenden 

Kreditausfällen zur Folge haben kann. Modelltheoretisch erfolgte die Zuordnung von Aus-

fallwahrscheinlichkeiten zu einzelnen Zeitabschnitten mit Hilfe von Hazard Rate-

Funktionen (Credit Curves). Theoretisch lässt sich jedem einzelnen Kredit eine spezifische 

Credit Curve zuordnen. Mit Blick auf die praktische Umsetzung des Modells und der wei-

ten Verbreitung von externen und internen Ratingsystemen zur ordinalskalierten Kreditri-

sikomessung auf Einzelkreditbasis, erschien die Kalibrierung einiger weniger ratingabhän-

giger Credit Curves sinnvoll. Dazu wurden zunächst von den Ratingagenturen STANDARD 

& POORS’S und MOODY’S veröffentlichte historische kumulative Ausfallraten für Zeithori-

zonte zwischen einem Jahr und 15 Jahren herangezogen. Als Ergebnis erhält man zeitab-

schnittskonstante Credit Curves mit Sprungstellen an den Zeitabschnittsgrenzen. Die Län-

ge der Zeitabschnitte hängt vom verfügbaren Datenmaterial ab und betrug hier ein Jahr. 

Als Alternative wurden Ratingmigrationsmatrizen zur Konstruktion der Credit Curves 

verwendet. Die Ratingagenturen veröffentlichen regelmäßig historische durchschnittliche 

1-Jahres-Ratingmigrationsraten. Unter der Annahme der MARKOV-Eigenschaft für Ra-

tingmigrationen lässt sich mit der Logarithmusfunktion für Matrizen die 1-Jahres-

Ratingmigrationsmatrix in eine Generator-Matrix überführen und anschließend mit der 

Exponentialfunktion für Matrizen auf jeden beliebigen Zeitraum skalieren. Liegen Rating-

migrationsmatrizen für mehrere Zeiträume vor, wurde zur vollständigen Ausnutzung des 

zur Verfügung stehenden Datenmaterials vorgeschlagen, auf der Basis von Forward-

Ratingmigrationsmatrizen zeitabschnittsweise verschiedene Generatoren zu ermitteln. Zu-

dem bieten zeitabschnittsabhängige Generatoren eine Möglichkeit, konjunkturelle 

Schwankungen zu berücksichtigen. Die zugehörigen Credit Curves sind abschnittsweise 

nicht konstant. Bei zeitabschnittsabhängigen Generatoren liegen erneut Sprungstellen zu 
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den Zeitabschnittswechseln vor. Erwartungsgemäß ist jedoch die Lage der Graphen sehr 

ähnlich. Für kurze Analysezeiträume sind die entsprechenden Ereignis- und Verlustvertei-

lungen daher nahezu deckungsgleich. Bei längeren Analysezeiträumen sind dagegen Un-

terschiede, wenn auch nicht von gravierenden Ausmaßen, beobachtbar. 

Im Mittelpunkt der Überlegungen zur Konstruktion eines semi-analytisch rechenbaren 

Modells stand die Zeittransformation von BROWNschen Bewegungen. Es wurde demonst-

riert, dass auf Einzelkreditbasis ein Modellrahmen mit zeitvariablen, Credit Curve-

konsistenten Ausfall- und Reorganisationsschranken und BROWNschen Bewegungen zur 

Modellierung der Unternehmenswertprozesse in einen Modellrahmen mit zeitkonstanten 

Ausfall- und Reorganisationsschranken und Credit Curve-konsistent zeittransformierten 

BROWNschen Bewegungen überführt werden kann. Der Lage der Ausfallschranken kommt 

– anders als bei zeitvariablen Ausfallschranken – bei der Einzelkreditbetrachtung kaum 

eine Bedeutung zu. Theoretisch könnten sie krediteinheitlich mit einem bequemen Wert 

versehen werden. Bereits OVERBECK & SCHMIDT haben jedoch mit Blick auf die einfachere 

Interpretation des Transformationskonzepts vorgeschlagen, die Ausfallschranken kredit- 

bzw. ratingspezifisch so zu platzieren, dass die Bilder der Prozesstransformationen stets 

mit Zeitpunkten verbunden werden, die nicht jenseits des Risikohorizonts liegen.1030 Da-

durch werden, bildlich gesprochen, die BROWNschen Bewegungen in einigen Zeitabschnit-

ten des Analysezeitraums „gebremst“ und in anderen Zeitabschnitten „beschleunigt“. Aus-

führlich wurde die Abhängigkeitsstruktur zwischen den transformierten BROWNschen Be-

wegungen diskutiert. Die Basis bildete dabei ein einfaches Ein-Faktor-Modell. Es wurde 

deutlich, dass sich die Korrelationen zwischen den BROWNschen Bewegungen bei Krediten 

mit einheitlicher Bonität und folglich identischen Zeittransformationen auf die zeittrans-

formierten Prozesse überträgt. Bei Krediten unterschiedlicher Bonität hingegen beeinflus-

sen die Zeittransformationen die Korrelationen zwischen den zeittransformierten Prozessen 

bzgl. eines spezifischen Zeitpunktes auf der originalen Zeitachse. Insofern ist die Wahl der 

Ausfallschranke – zumindest aus portfoliotheoretischer Sicht – nicht gänzlich ohne Bedeu-

tung. Alternativ wurde skizzenhaft ein Modellansatz mit konstanten Korrelationen ange-

dacht, die unabhängig von den kreditweisen Zeittransformationen sind. 

Durch die Modellierung zeitkonstanter Ausfallschranken ist es möglich, (bedingte) Aus-

fallwahrscheinlichkeiten in analytischer Form durch Passage-Wahrscheinlichkeiten von 

(bedingten) BROWNschen Bewegungen anzugeben. Endpunktbedingte BROWNsche Bewe-

                                                           
1030  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 14. 



353 

gungen werden als BROWNsche Brücken bezeichnet. Die Passage-Wahrscheinlichkeit einer 

BROWNschen Brücke ist analytisch ermittelbar. Setzt man den Ability-to-Pay-Prozess mit 

der BROWNschen Brücke gleich, erhält man eine erste bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit 

in analytischer Form. Es wurde vorgeschlagen, die Formel zu modifizieren und den Brü-

ckenendpunkt durch das Faktormodell zu substituieren. Betrachtet man den Endpunkt des 

Faktorprozesses als gegeben, wird implizit der Faktor – nicht mehr der Ability-to-Pay-

Prozess selbst – durch eine BROWNsche Brücke modelliert. Es wurde gezeigt, dass man für 

einen Kredit i mit der Restlaufzeit Ti, der zeitkonstanten Ausfallschranke Ki, der Zeittrans-

formation gi(t) und der Faktorsensitivität ρi in Abhängigkeit des (standardisierten) Faktor-

prozessendpunktes ψ für den Analysezeitpunkt tA die (faktorpfadendpunkt)bedingte Aus-

fallwahrscheinlichkeit 
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erhält. Die Struktur von (3.82) wurde anhand von Spezialfällen näher untersucht und dis-

kutiert. Als hilfreich haben sich dabei Grenzwertbetrachtungen erwiesen. Für Kredite, de-

ren Laufzeit vor dem Analysezeitpunkt tA endet, wurde eine entsprechende (faktorpfadend-

punkt)bedingte Ausfalldichte hergeleitet, auf deren Basis die bedingten Ausfallwahrschein-

lichkeiten dieser kurzlaufenden Kredite numerisch ermittelt werden: 
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Ausführlich wurden mit Blick auf die weitere Modellentwicklung Fragen der Abhängigkeit 

und Unabhängigkeit (faktorpfadendpunkt)bedingter Ausfallereignisse diskutiert. Festzuhal-

ten ist, dass (faktorpfadendpunkt)bedingte Ausfallereignisse nicht unabhängig voneinander 

auftreten. Jedoch konnten sie unter Berücksichtigung ihrer Zeitstruktur approximativ im 

Rahmen der Modellentwicklung als unabhängig behandelt werden. Für Kredite mit ver-

schiedenen Zeittransformationen wurde eine Skalierung der Faktorpfadendpunkte nach der 

Maßgabe der jeweiligen Zeittransformation mit dem Ziel vorgeschlagen, eine objektive 

Vergleichbarkeit der bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten herzustellen. 

Zur Modellierung der Ereignis- und Verlustverteilungen von Referenzportfolios wurden 

wahrscheinlichkeitserzeugende und charakteristische Funktionen verwendet. Da Ereignis-

verteilungen grundsätzlich diskrete Verteilungen mit ganzzahligen nicht-negativen Aus-

prägungen darstellen, ist es nahe liegend, zu ihrer Ermittlung zunächst auf die wahrschein-

lichkeitserzeugenden Funktionen zurückzugreifen. Zur Berechnung der Koeffizienten wur-

de das Verfahren des Sequential Probability Shiftings (SPS) vorgestellt und in seiner Funk-

tionsweise detailliert analysiert. Das Sequential Probability Shifting ist ein leicht verständ-

liches Verfahren, das einfach zu implementieren ist. Veränderungen einer Ereignisvertei-

lung durch das Hinzufügen oder Entfernen einzelner Kredite können mit diesem Verfahren 

gezielt einer Analyse unterzogen werden. Nachteilig ist, dass stets die gesamte Verteilung 

ermittelt werden muss. Einzelne Verteilungsausschnitte können separat und folglich re-

chenaufwandmindernd nicht gewonnen werden. Erreicht werden kann das jedoch mit einer 

Approximation der diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion der gemeinsamen Kreditereig-

nisse durch eine stetige Dichtefunktion. Die Idee besteht darin, die charakteristische Funk-

tion der diskreten Ereignisverteilung einer Inversen FOURIER-Transformation (IFT) zu un-

terziehen. Wäre die charakteristische Funktion diejenige einer stetigen Zufallsvariablen, 

erhielte man - die Existenz vorausgesetzt - die zugehörige Dichtefunktion. Es wurde de-

monstriert, wie mit Hilfe eines Gleichungssystems eine approximative Anpassung einer 

stetigen Dichtefunktion so gelingt, dass die charakteristische Funktion der Ereignisvertei-

lung und die zur stetigen Dichtefunktion gehörende charakteristische Funktion hinreichend 

ähnlich sind. Die Approximationsgüte wurde diskutiert und durch Variationen des Glei-

chungssystems gezielt gesteuert. Das vorgestellte Verfahren eignet sich auch zur Ermitt-

lung der Verlustverteilung eines Referenzportfolios, wobei die Recovery Rates sowohl fix 

als auch stochastisch gestaltet sein können. Für stochastische Recovery Rates sind die Ver-

lustverteilungen stetig, womit das Sequential Probability Shifting ohnehin ausscheidet. Es 

wurde jedoch beispielhaft aufzeigt, dass, anders als bei Kreditportfolios mit wenigen Kre-
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diten, stochastische Recovery Rates bei großen Kreditportfolios kaum einen Einfluss auf 

die Verlustverteilung haben, sofern sie nicht in Abhängigkeit zu anderen Kreditrisikofakto-

ren stehen. Insofern kann vereinfachend mit fixen Recovery Rates gearbeitet und das ein-

fachere Verfahren des Sequential Probability Shiftings verwendet werden. 

Die mit Hilfe des unternehmenswertorientierten semi-analytisch rechenbaren Modells er-

mittelten Ereignis- und Verlustverteilungen sind jenen Ereignis- und Verlustverteilungen 

sehr ähnlich, die auf dem einfachen Unternehmenswertansatz basieren. Im Vergleich mit 

dem Modell nach VASICEK, das den theoretischen Hintergrund zur NEUEN BASLER EIGEN-

KAPITALVERORDNUNG (Basel II) bildet, sind sowohl die für Kreditportfolios typische 

Schiefe als auch die Gestalt der Ereignis- und Verlustverteilungen weitgehend deckungs-

gleich. Voraussetzung ist jedoch, dass zuvor ein Mapping der durch das hier vorgestellte 

semi-analytisch rechenbare Modell erfassbaren Vielzahl an Parametern eines heterogenen 

Kreditportfolios auf die wenigen Parameter des Modells nach VASICEK stattgefunden hat. 

Deutlich wurde dabei, dass die Homogenisierung heterogener Kreditportfolios bei einer 

praktischen Umsetzung zu Schwierigkeiten hinsichtlich der Wahl einer mit Blick auf die 

durchschnittliche Kreditqualität des Referenzportfolios repräsentativen Credit Curve im 

Rahmen einer ratingbasierten Modellkalibrierung führt. Zwar lässt sich mit den Ratingfak-

toren nach MOODY’S und FITCH ein exposuregewichteter Mittelwert errechnen, der die 

durchschnittliche Kreditqualität nach Aussagen der Ratingagenturen hinreichend genau 

widerspiegelt. Dennoch bleibt das Problem der Zuordnung einer Credit Curve. Mit dem 

vorgestellten Modell kann eine willkürliche, ökonomisch schwer zu rechtfertigende Ho-

mogenisierung des Referenzportfolios unterbleiben. Heterogene Nominalwerte werden 

ebenso erfasst, wie heterogene Restlaufzeiten und Bonitäten. 

Zur Untersuchung der Auswirkungen regelmäßiger Kredittilgungen und Portfolioreple-

nishments auf die Gestalt der Ereignis- und Verlustverteilungen wurde eine simulative 

Umsetzung des vorgestellten Modellrahmens verwendet, da Kredittilgungen und Portfolio-

replenishments nicht durch die Semi-Analytik erfasst werden. Portfolioreplenishments 

führen zum Ersatz (teil)amortisierter Kredite. Grundsätzlich erstrecken sich Portfolioreple-

nishments nicht auf ausgefallene Kredite. Einschränkend ist zu sagen, dass regelmäßig die 

Wiedergewinnung von Teilen ausgefallener Kredite gleichwohl zu Replenishmentmaß-

nahmen führen kann. Da der wiedergewonnene Teil eines ausgefallenen Kredits durch 

neue Kredite ersetzt wird, steigt mit wachsenden Recovery Rates die Anzahl der neu in das 

Referenzportfolio aufgenommenen Titel und in Folge dessen die erwartete Ausfallzahl. 
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Damit werden wachsende Recovery Rates durch die zusätzlich aufgenommenen Kreditri-

siken zum Teil konterkariert. Zwar sinken die erwarteten Verluste, allerdings unterpropor-

tional. Bei regelmäßigen Kredittilgungen fällt der gegenläufige Effekt schwächer aus, da 

die Recovery Rates sich lediglich auf die noch nicht amortisierten Teile der ausgefallenen 

Kredite beziehen. 

Wesentliches Anliegen im Rahmen der Analysen der Ereignis- und Verlustverteilungen 

war die Gewinnung von Erkenntnissen über die Wirkung des Instruments des Replenish-

ment-Triggers. Der Trigger bewirkt, dass die Replenishmentmaßnahmen beim Erreichen 

einer spezifischen Verlustgrenze sofort eingestellt werden. Dadurch sollen Investoren vor 

der Aufnahme neuer Kreditrisiken in das Portfolio geschützt werden. Tendenziell führt die 

Einführung eines Replenishment-Triggers ceteris paribus zu niedrigeren Kreditausfallzah-

len und Kreditverlusten. Auffallend ist die regelmäßig niedrige Höhe des Triggers im Ver-

gleich zum Nominalvolumen des Referenzportfolios. Ein (theoretischer) Trigger i. H. v. 

null würde Replenishmentmaßnahmen vollständig unterbinden. Die resultierende Ereignis- 

bzw. Verlustverteilung wäre identisch mit der entsprechenden Verteilung ohne Replenish-

mentmaßnahmen. Ein wachsender Trigger würde die jeweilige Verteilung so verändern, 

dass diese schließlich mit der entsprechenden Verteilung mit Replenishmentmaßnahmen 

aber ohne Trigger zusammenfiele. Die Wirkung des Triggers verschwände. Damit eignen 

sich Replenishment-Trigger zur risikotechnischen Feinsteuerung von CDO-Strukturen. 

Mit Blick auf die primär interessierenden Verlustverteilungen wirken sich Änderungen in 

der Höhe des Triggers jedoch keineswegs linear auf Kreditrisikokennzahlen wie den er-

warteten Verlust aus. Fraglich war, bis zu welcher Höhe ein Trigger einen nennenswerten 

Einfluss auf Verlustverteilungen ausübt. Tendenziell sind Replenishment-Trigger im Ver-

gleich zur Höhe des Nominalvolumens des Referenzportfolios klein zu wählen, damit sie 

eine effektive Wirkung in der Begrenzung potentieller Verluste entfalten können. Im unter-

suchten Beispiel betrug die replenishmenthindernde kritische Verlusthöhe 12 Mio. EUR 

bei einem Portfolionominalvolumen von 1 Mrd. EUR. Es wurde darüber hinaus demonst-

riert, dass die Wirkung des Triggers mit zunehmender (durchschnittlicher) Recovery Rate 

abnimmt. Je höher die Recovery Rates ausfallen, desto unwahrscheinlicher ist es, dass die 

Portfolioverluste eine gegebene Grenze überschreiten. Erst ein hinreichend kleiner Trigger 

führt zu einer spürbaren Beeinflussung der Verlustverteilung. Die erwarteten Portfoliover-

luste fallen merklich. Dabei ist der „kritische Trigger“, d. h. derjenige Trigger, der gerade 

noch einen spürbaren Einfluss auf die Verlustverteilung ausübt, umso niedriger, je höher 
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die Recovery Rate ist. Der Trigger kann demzufolge so gewählt werden, dass dieser unter 

dem angenommenen Recovery-Szenario kaum einen Einfluss auf die Verlustverteilung 

ausübt, aber bei einer durchschnittlichen Verschlechterung der Recovery Rates stark an-

steigende Verluste weitgehend verhindert. Eine ähnliche Wirkung entfaltet ein Trigger bei 

Veränderungen der gesamtwirtschaftlichen Lage. Die durch Replenishment-Trigger einge-

führte kritische Verlustgrenze wird im Falle einer gesamtwirtschaftlich bedingten, allge-

meinen Erhöhung der Ausfallwahrscheinlichkeiten, zeitlich betrachtet, tendenziell früher 

erreicht. Die Replenishmentmaßnahmen wären damit einzustellen, wodurch die Aufnahme 

neuer Kreditrisiken in das Referenzportfolio unterbunden wird. 

Auf der Basis semi-analytisch ermittelter Verlustverteilungen wurden ausführlich typische 

Merkmale von Verlustverteilungen einzelner CDO-Tranchen analysiert. Als Beispiel dien-

te dabei die PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion der KfW. Zugrunde gelegt wurden die 

Tranchengrenzen gemäß dem INFORMATION MEMORANDUM der DRESDNER BANK. Zu-

nächst wurden für unterschiedliche Zeiträume und Recovery-Szenarien die Kennzahlen PD 

(Probability of Default), EL (Expected Loss) und LGD (Loss Given Default) ermittelt. 

Erwartungsgemäß ist das FLP (First Loss Piece) mit an Sicherheit grenzender Wahrschein-

lichkeit von Verlusten betroffen. Die totale Ausfallwahrscheinlichkeit des FLPs beträgt 

jedoch nur wenige Prozentpunkte, wodurch alle vorrangigen Tranchen über einen beachtli-

chen Risikopuffer verfügen. Die Verlustverteilung des FLPs ist durch eine erhebliche 

Wahrscheinlichkeitsmasse auf der oberen Tranchenschwelle gekennzeichnet, wodurch der 

EL und der LGD dieser sehr nahe kommen. Da die Ausfallwahrscheinlichkeit des FLPs 

fast 100 % beträgt, fallen EL und LGD zusammen. 

Ein anderes Bild ergibt sich für die vorrangigen Tranchen. Hier konzentrieren sich sowohl 

auf der unteren als auch auf der oberen Tranchenschwelle Wahrscheinlichkeitsmassen. Je 

größer das Credit Enhancement Level ausfällt, umso größer ist ceteris paribus die Konzent-

ration an Wahrscheinlichkeitsmasse auf der unteren Tranchenschwelle, respektive auf dem 

Tranchenverlust i .H. v. null. Gleichzeitig fällt die Konzentration an Wahrscheinlichkeits-

masse auf der oberen Tranchenschwelle, respektive auf dem Tranchenverlust i. H. v. 

100 %. Das führt zunächst dazu, dass der EL und der LGD auseinander fallen. Dabei gilt, 

dass der EL stets unterhalb des LGD liegt. Wird ceteris paribus die Tranchenstärke erhöht, 

fallen sowohl der EL als auch der LGD, wobei die Messung in Prozentpunkten erfolgt. 

Ursache ist die abnehmende Wahrscheinlichkeitskonzentration auf der oberen Tranchen-

schwelle. Wird umgekehrt die Tranchenstärke ceteris paribus vermindert, sinken der EL 
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und der LGD. Der EL konvergiert gegen die Ausfallwahrscheinlichkeit der Tranche, wäh-

rend der LGD gegen 100 % konvergiert. Wäre im Extremfall eine Tranche lediglich eine 

einzige Währungseinheit breit, würde ein Ausfallereignis sofort zum Totalverlust führen. 

Aus der Sicht eines Investors hängt folglich das Risiko der Investition in eine Tranche 

nicht nur vom Subordination Level respektive dem Credit Enhancement Level und somit 

der Ausfallwahrscheinlichkeit ab, sondern im wesentlichen Maße von der Tranchenstärke. 

Daher haben auch die Aufsichtsbehörden im Rahmen der NEUEN BASLER EIGENKAPITAL-

VERORDNUNG (Basel II) die Unterlegung von kreditrisikobehafteten ABS-Investitionen mit 

der sog. Supervisiory Formula in Abhängigkeit der Tranchenstärke gestaltet. 

Ausführlich wurde die Gestalt von Tranchenrecoveryverteilungen im Vergleich zu Reco-

veryverteilungen von Bonds studiert. Relevant sind derartige Vergleiche immer dann, 

wenn die erwartete Performance eines CDO-Investments und die eines Investments in ei-

nen Bond mit identischer Ausfallwahrscheinlichkeit gegeneinander abgewogen werden 

sollen. Insbesondere die Recoveryverteilungen der im Rahmen von CDO-Transaktionen an 

den Kapitalmärkten regelmäßig platzierten Mezzanine-Tranchen weisen einen leicht pro-

gressiv steigenden Verlauf mit einer Wahrscheinlichkeitskonzentration an der Stelle von 

0 % auf. Ursache ist der leicht degressiv fallende Verlauf der Verlustverteilung des Refe-

renzportfolios im Bereich der jeweiligen Tranchenschwellen. Im Vergleich zu den Recove-

ryverteilungen von Bonds wird damit wesentlich mehr Wahrscheinlichkeitsmasse den ex-

tremen Werten zugeordnet. Bei Bonds hingegen ist es wahrscheinlicher, dass zumindest 

ein Teil der ausgefallenen Schuld wiedergewonnen werden kann. Die Wahrscheinlich-

keitsmasse konzentriert sich stärker auf den mittleren Teil des Definitionsbereichs. Aus-

führlich wurden der Einfluss des Credit Enhancement Levels und der Tranchenstärke auf 

die Gestalt der Recoveryverteilungen untersucht. Der Einfluss des Credit Enhancement 

Levels ist aufgrund der Tatsache, dass Recoveryverteilungen bedingte Verteilungen dar-

stellen nicht eindeutig. Mit Blick auf die Tranchenstärke hingegen lässt sich festhalten, 

dass eine Zunahme der Tranchenstärke die Konzentration von Wahrscheinlichkeitsmassen 

an der Stelle von 0 % verringert. Gleichzeitig verschiebt sich die verstetigte Wahrschein-

lichkeitsfunktion (Dichtefunktion) nach oben und beginnt sich erst wenig, zunehmend je-

doch stärker, entgegen dem Urzeigersinn zu drehen. Als Ursache für die Drehung wurde 

die Art und Weise der Verteilung der Punktmasse auf den übrigen Wertebereich identifi-

ziert. Der Erwartungswert der Recoveryverteilung steigt. Diametral dazu sinkt der LGD 

in %. 
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Quantitativ wurde das Instrument der begrenzten Zinsunterbeteiligung (Interest Sub-

Participation, ISP) am Beispiel der PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion der KfW unter-

sucht. Dazu wurde auf die Monte-Carlo-Simulation zurückgegriffen. Zum einen konnten 

so die Kredittilgungen, die Replenishmentmaßnahmen und der Replenishment-Trigger 

berücksichtigt werden. Zum anderen war für die quantitative Untersuchung die Kenntnis 

der genauen Zeitpunkte der einzelnen Kreditausfälle notwendig. Zinsunterbeteiligungen 

sichern den Investoren eine Beteiligung an den Zinseinnahmen aus dem Referenzportfolio 

im Falle schlagend werdender Kreditrisiken ihrer Tranchen (insbesondere des FLPs) zu. 

Die Beschränkung auf zukünftige, d. h. nach dem Zeitpunkt des Kreditausfalls anfallende 

Zinseinnahmen ist wesensbestimmendes Merkmal einer begrenzten Zinsunterbeteiligung. 

Modelltheoretisch betrachtet, wird – Timing-Effekte außer Acht gelassen – die Verlustver-

teilung des FLPs durch die Verteilung der verbleibenden, nicht bedienten Ansprüche aus 

der ISP ersetzt. Die Analysen ergaben, dass nahezu alle realisierten Verluste auf der Seite 

des FLP-Investors durch Kompensationszahlungen aus der ISP abgedeckt werden. Aus der 

Sicht des Originators wird deutlich, dass das Ausfallrisiko des FLPs trotz der Platzierung 

am Finanzmarkt letztlich doch bei ihm verbleibt. Es ist lediglich in ein Liquiditätsrisiko 

umgewandelt worden. Würde ein FLP mit begrenzter Zinsunterbeteiligung geratet werden, 

käme durchaus ein Investment-Grade Rating in Betracht. 

Ausführlich wurden Fragen der kapitalmarktorientierten Bewertung synthetischer CDOs 

erörtert. Ausgangsbasis bildete die Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsraumes zur ar-

bitragefreien Bewertung ausfallrisikofreier Zinstitel. Dabei war es das Anliegen, die we-

sentlichen Konzepte der kapitalmarktorientierten Bewertung aufzugreifen und in diese 

Arbeit einzuordnen. Es wurde vermieden, einen konkreten Zinssatzprozess und ein konkre-

tes Zinsmodell zu unterstellen. Zur Verdeutlichung einzelner Argumentationen wurden 

jedoch regelmäßig BROWNsche Bewegungen und BROWNsche Filtrationen herangezogen. 

Zur Ergänzung des Marktes für kreditrisikofreie Zahlungsansprüche um kreditrisikobehaf-

tete Zahlungsansprüche bedurfte der kreditrisikofreie Wahrscheinlichkeitsraum einer Er-

weiterung. Die Erweiterung erfolgte durch die Konstruktion eines Produktraums und des 

zugehörigen Produktmaßes. Explizit wurde mit Hilfe des Partial Averaging Theorems und 

des Satzes nach FUBINI1031 gezeigt, dass Martingale des ursprünglichen Wahrscheinlich-

keitsraums durch die Wahrscheinlichkeitsraumerweiterung ihre wesensbestimmenden Ei-

genschaften nicht verlieren. Damit konnte zur Finanztitelbewertung in beiden Räumen 

                                                           
1031  Vgl. G. Fubini (1958), Sugli integrali multipli, S. 243-249. 
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problemlos auf den Erwartungswert als Bewertungsinstrument abgestellt werden. Es wurde 

demonstriert, wie das Wahrscheinlichkeitsmaß des erweiterten Wahrscheinlichkeitsraumes 

durch das semi-analytische Modell konkretisiert werden kann. Zur Berücksichtigung des 

Faktoransatzes wurde der bereits erweiterte Wahrscheinlichkeitsraum erneut einer Erweite-

rung unterzogen und der Faktor als latenter Parameter behandelt. In Abgrenzung zu den 

Credit Curves der vorherigen Kapitel und Abschnitte konnten darauf aufbauend risikoneut-

rale (faktorbezogene) Hazard- und Hazard Rate-Funktionen definiert werden. Die Bezie-

hungen der einzelnen Hazard- und Hazard Rate-Funktionen zueinander wurden erörtert. 

Für die Bewertung ausfallrisikobehafteter Zahlungsansprüche (Kredite, Bonds) konnte, 

basierend auf den Wahrscheinlichkeitsraumkonstruktionen und den Hazard- und Hazard 

Rate-Funktionen, auf bereits bekannte Ergebnisse aus der Modellwelt der Hazard- und 

Hazard Rate-Modelle zurückgegriffen werden. Separat wurden potentielle Nominalwert-

zahlungen, potentielle Recovery-Zahlungen und potentielle Kuponzahlungen einer Bewer-

tung unterzogen. In Anlehnung an die Arbeiten von BILECKI, JEANBLANC & RUT-

KOWSKI1032 waren dazu geeignete Kupon- und Recovery-Prozesse zu definieren. Auf der 

Basis der Bewertungsmodelle für die einzelnen Komponenten ausfallrisikobehafteter Zah-

lungsansprüche kann eine kapitalmarktorientierte Modellkalibrierung erfolgen. 

Die Verwendung von Bonds zur Modellkalibrierung hat den Nachteil, dass der beobacht-

bare Spread neben dem Kreditrisiko auch andere Risiken – insbesondere das Liquiditätsri-

siko – vergütet. Den kreditrisikobasierten Spread zu separieren, um dann risikoneutrale 

Hazard- und Hazard Rate-Funktionen ableiten zu können, ist schwierig. Wird der liquidi-

tätsorientierte Spread nicht separiert, kommt es insbesondere bei der Bewertung von 

Basket-Strukturen und CDOs zu erheblichen Fehlbewertungen. Ursache ist die multiplika-

tive Wirkung des Liquidity Spreads im Rahmen der Bewertung der Multi-Credit Products. 

Je mehr Kredite das Referenzportfolio enthält, desto gravierender fällt die Fehlbewertung 

aus. Daher wird zur Modellkalibrierung oft – auch wegen der hohen Fungibilität – auf 

Credit Default Swaps (CDS) zurückgegriffen. Zur Kalibrierung risikoneutraler Hazard 

Rate-Funktionen wurde ein vollständig analytisch rechenbares Bootstrapping-Verfahren 

vorgeschlagen, das für eine beliebige Anzahl von CDS-Kontrakten mit ganz- und nicht-

ganzzahligen Restlaufzeiten angewendet werden kann. Auf das Verfahren kann auch dann 

zurückgegriffen werden, wenn aufgelaufene Prämienanteile zu berücksichtigen sind. 

                                                           
1032  Vgl. T. Bielecki, M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2004), Modeling and valuation of credit risk; 

M. Jeanblanc und M. Rutkowski (2000), Default risk: Mathematical tools; T. Bielecki und M. Rutkowski 
(2004), Credit risk. 
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Im Rahmen von synthetischen CDO-Transaktionen werden zumeist die Mezzanine-

Tranchen des Referenzportfolios durch (refinanzierende) Portfolio Credit Linked Notes 

(CLN) verbrieft, während die Junior- und die Senior-Tranche durch Portfolio Credit De-

fault Swaps gesichert sind. In der Literatur wird begrifflich von refinanzierten und nicht 

refinanzierten CDOs gesprochen. Letztere sind auch unter der Bezeichnung der Collatera-

lized Synthetic Obligations (CSO) bekannt. Es wurde gezeigt, dass sowohl Plain Vanilla 

CLNs als auch Portfolio Credit Linked Notes mit variabler Zinszahlung, respektive refi-

nanzierte CDOs, duplikationstheoretisch als strukturierte Produkte aufgefasst werden kön-

nen, wobei zur Strukturierung Plain Vanilla CDS bzw. Portfolio Credit Default Swaps, 

respektive CSOs, verwendet werden können. Dadurch lassen sich Bewertungsfragen weit-

gehend durch die Betrachtung von CSOs klären. Die Duplikationsportfolios der (refinan-

zierten) CDOs sowie die Zahlungsmodalitäten der zur Duplikation herangezogenen CDS 

unterscheiden sich in Abhängigkeit davon, ob die CDOs vorschüssig oder nachschüssig 

zahlen. Während die Duplikation bei vorschüssiger Zahlungsweise perfekt ist, benötigt – 

wie ausführlich demonstriert wurde und häufig implizit in der Literatur unterstellt wird – 

die Duplikation bei nachschüssiger Zahlungsweise eine flache und konstante Zinsstruktur. 

Ausführlich wurde die Herleitung der Bewertungsformeln für vorschüssig und nachschüs-

sig zahlende refinanzierte und nicht-refinanzierte CDOs besprochen. Darauf aufbauend 

lassen sich faire Risikoprämien der CDOs berechnen. Für eine Tranche j mit den Tran-

chenschwellen vj und vj+1, mit den vertraglich vereinbarten vorschüssigen Zahlungszeit-

punkten tj,n mit n=1,…,m, wobei tj,1=0, tj,m+1=TCDS,j und , , 1 ,j n j n j nt t t+∆ = − , geschrieben auf 

ein Referenzportfolio mit N Krediten, mit den kreditspezifisch risikoneutral kalibrierten 

Hazard- und Hazard Rate-Funktionen Hi,t bzw. hi,t, den Nominalwerten Di und den Reco-

very Rates δi erhält man die faire Risikoprämie: 
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Dabei stellt ( ) ( ) ( )1i i i iL t D I tδ= −  den Verlust des Kredites i und LTr,j die Verlustfunktion 

der Tranche nach Maßgabe der Verluste des Referenzportfolios im Zeitpunkt t dar. Q′′  ist 

das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmaß des erweiterten Wahrscheinlichkeitsraumes. 
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Für nachschüssig zahlende CDOs mit Teilprämienzahlungen mit den vertraglich vereinbar-

ten Zahlungszeitpunkten tj,n mit n=1,…,m, wobei tj,1>0 und tj,m=TCDS,j, erhält man: 

, ,Tr j nachschüssigRP α
β γ

=
+

 (5.127) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

,

,

,

, 1

,, ,
1 1, 1,0

, , 1 , ,
1

, , 1 ,
1,

1

:

0, ,

0, ,

0, 1

i t

CDS j

j n

j n

H
b i b i t

TN N N

Q Tr j i Tr j
i b b i b b i

m

j n j n j j Tr j j n
n

t N

j n j n Q Tr j b
b b it

L t D L t h e dt

mit

B t E L L

B t t EL t

B t t t E L L t

δα

β υ υ

γ δ
−

−

′′
= = ≠ = ≠

+
=

′′−
= ≠

+ − ⋅ ⋅ ⋅
    

= ⋅ − ⋅         

= ⋅∆ ⋅ − −

= − + −

∑ ∑ ∑∫

∑

∑∫ ( ) ( ) ,
, ,

1 1 1,
.i t

N m N
H

i i Tr j b i t
i n b b i

D L L t h e dt−

= = = ≠

    
− ⋅         

∑∑ ∑

  

Für homogene Referenzportfolios wurden für (5.126) und (5.127) Spezialfälle hergeleitet. 

Insbesondere wurde gezeigt, dass die Bewertungsformeln der CDOs in Bewertungsformeln 

für Basket CDS, insbesondere kth-to Default Swaps, überführt werden können. Dazu wur-

den die Tranchenschwellen vj und vj+1 unter Berücksichtigung der Recovery Rate in die 

kritischen Kreditausfallzahlen kj und kj+1 transformiert. Im Falle vorschüssig zahlender 

CDOs wurde eine Bewertungsformel hergeleitet, die frei von numerisch und zeitaufwendig 

zu lösenden Integralen ist. Zudem kann anstelle der Referenzportfolioverlustverteilung mit 

der einfacher zu handhabenden Referenzportfolioereignisverteilung gearbeitet werden: 
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Vorrangig – aber nicht ausschließlich – wurde, basierend auf dieser vereinfachten Glei-

chung, die kreditrisikoadäquate Cash Flow-Struktur einer synthetischen CDO-Transaktion, 

angefangen beim Originator, der das Kreditrisiko des Referenzportfolios ggf. bereits selbst 

in tranchierter Form mit Hilfe von Kreditderivaten an Dritte – insbesondere das Special 

Purpose Vehicle – überträgt, bis hin zu den CDO-Investoren, die für das übernommene 

Kreditrisiko (adäquate) Risikoprämien erhalten, in zeitlicher und betragsmäßiger Dimensi-

on dargestellt und diskutiert. Im Mittelpunkt der Diskussion stand die Aufrechterhaltung 

der Zahlungsfähigkeit der beteiligten Parteien, wobei der Schwerpunkt der Betrachtungen 
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auf dem Special Purpose Vehicle lag. Neben der Höhe der Risikoprämien für die einzelnen 

Tranchen in Abhängigkeit vom jeweiligen Credit Enhancement Level und von der entspre-

chenden Tranchenstärke, gemessen in Prozentpunkten, wurden die Risikoprämieneinzah-

lungen und -auszahlungen auf der Ebene des Special Purpose Vehicles, gemessen in Wäh-

rungsbeträgen, analysiert. Zu Beginn der Transaktion fallen die Risikoprämieneinzahlun-

gen deutlich geringer aus als die Risikoprämienauszahlungen. Ohne eine hinreichend hohe 

Cash Reserve, finanziert mit haftendem Eigenkapital, wäre das SPV ohne weitere Maß-

nahmen sofort zahlungsunfähig. Als Ursache wurde der erwartete Verlauf der Risikoprä-

mienein- und -auszahlungen nach Maßgabe der Tranchenverluste identifiziert. Insgesamt 

sinken sowohl die Risikoprämienein- als auch die -auszahlungen in der Erwartung, jedoch 

mit Blick auf die Entwicklung der Bezugsgröße für die prozentual angegebene, konstant 

bleibende Risikoprämie unterschiedlich stark. Wie demonstriert wurde, ist über den Trans-

aktionszeitraum hinweg betrachtet, abgesehen von Zinseffekten, die Summe der erwarteten 

Risikoprämieneinzahlungen identisch mit der Summe der erwarteten Risikoprämienaus-

zahlungen. Eine mit haftendem Eigenkapital finanzierte hinreichend hohe Cash Reserve 

wird in den frühen Perioden der Transaktion kontinuierlich abnehmen und erst in spätern 

Perioden wieder zunehmen. Alternative Finanzierungsmöglichkeiten der Risikoprämien-

zahlungsdifferenzen wurden angedacht, letztlich aber verworfen. In der Praxis kommen 

SPVs synthetischer Transaktionen jedoch fast vollständig ohne Eigenkapital aus. Die Lö-

sung dieses Widerspruchs liegt in der Änderung des Transaktionswaterfalls, wodurch die 

Problematik der Risikoprämienzahlungsdifferenzen auf Dritte verschoben wird. Verdeut-

licht wurde das anhand der bereits zuvor verwendeten PROMISE-K 2001-1 PLC-Transaktion 

der KfW. 

Viele der vorgestellten Verfahren und Methoden sind auf alternative Modellsettings einer-

seits und klassische CDO-Transaktionen andererseits übertragbar. Im Rahmen von Ver-

briefungsprozessen können sie daher auch über synthetische CDO-Transaktionen hinaus 

für Originatoren und Ratingagenturen beim Transaktionsstructuring bzw. bei der Vergabe 

von Ratings für die CDO-Emissionen dienlich und hilfreich sein. Verfahren, die heteroge-

ne Referenzportfolios mit Hilfe der Durchschnittsbildung homogenisieren, sollten durch 

Modellkonzeptionen, welche die Heterogenität hinreichend genau erfassen, ersetzt werden. 

Transaktionsspezifika wie Portfolioreplenishments und (Replenishment-)Trigger sind in 

die Analysen mit einzubeziehen und sollten – mit Blick auf die Wahl der Höhe der jeweili-

gen Trigger – mit Bedacht eingesetzt und in ihrer Ausgestaltung zielgerecht formuliert 



364 

werden. Die durchgeführten quantitativen Analysen lassen sich in der Phase des Transakti-

onsstructurings hierzu als Hilfestellung heranziehen. 

Investoren und externe Analysten können sich der vorgestellten Verfahren und Methodiken 

bedienen, um sich unabhängig von den Beurteilungen der Ratingagenturen ein Bild über 

den Risikogehalt potentieller CDO-Investments zu verschaffen und zu einer eigenständi-

gen Einschätzung über die Höhe adäquater Risikoprämien zu gelangen. Ein wachsendes 

Verständnis aller Transaktionsbeteiligter über die Funktionsweise, den Risikogehalt und 

die Cash-Flow-Struktur in betragsmäßiger und zeitlicher Dimension von (synthetischen) 

CDO-Transaktionen trägt wesentlich zu einem funktionsfähigen CDO-Markt mit fair abge-

schlossenen CDO-Kontrakten bei. 
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Anlage 1:  Herleitung der BROWNschen Prozesse von Eigen- und Fremdkapital mit Hilfe 
von ITÔ's Lemma 

 

Das Eigenkapital eines Unternehmens i sei als Funktion in Abhängigkeit vom Unterneh-

menswert Ai,t und der Zeit t darstellbar: 

( )( ), ,i t i iE E A t t= . (2.14) 

Eigenkapital und Unternehmenswert folgen jeweils einem stochastischen Prozess mit den 

folgenden stochastischen Differentialgleichungen: 

, , , , , ,i t A i i t A i i t i tdA A dt A dWµ σ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ , (2.10) 

, , , , , ,i t E i i t E i i t i tdE A dt A dBµ σ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . (A1.1) 

Dann folgt aus ITÔ’s Lemma:1033 
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Durch Einsetzen von (2.10) in (A1.2) und Umstellen folgt: 
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Für das Fremdkapital ergibt sich analog: 
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1033  Für Einführung in die Anwendung von ITÔ’s Lemma siehe S. Neftci (2000), Mathematics of financial 

derivatives, S. 230-251. 
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Anlage 2:  Lösung einer linearen stochastischen Differentialgleichung mittels ITÔ’s Lemma  

 

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f in Abhängigkeit von t und Wt. 

Dann lässt sich für infinitesimal kleine dt der Funktionswert ( ), t dtf t dt W ++  mit Hilfe einer 

TAYLOR-Reihe 2. Ordnung um dass Entwicklungszentrum (t, Wt) approximieren:1034 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

2

, , ,1, , .
2

t t t
t dt t t

t t

f t W f t W f t W
f t dt W f t W dt dW dW

t W W+

∂ ∂ ∂
+ − ≅ + +

∂ ∂ ∂
 (A2.1) 

Durch formelles Integrieren beider Seiten von (A2.1) erhält man ITÔ’s Lemma in Form 

einer stochastischen Integrationsgleichung, wobei dW² durch dt ersetzt wurde: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 2
0 0

, , ,1, 0, .
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t t
u u u

t u
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f u W f u W f u W
f t W f W du dW
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− = + ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ 
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Man setzt nun: 
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2
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A i
A i A i i tt t W

tf t W e
σ

µ σ⋅ − ⋅ + ⋅
= . (A2.3) 

Für die partiellen Ableitungen aus (A2.2) erhält man folglich: 
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f t W

W
σ

∂
= ⋅

∂
 (A2.6) 

Durch Einsetzen von (A2.4) bis (A2.6) in (A2.2) folgt, dass der stochastische Prozess 

(A2.3) die Lösung1035 für die stochastische Integrationsgleichung 

( ) ( )0 , , , ,
0 0

, 0, .
t t

t A i i u A i i u uf t W f W A du A dWµ σ− = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫  (A2.7) 

darstellt.

                                                           
1034  Vgl. hierzu und im Folgenden T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 117-122 u. 138-145. 
1035  Der stochastische Prozess (A2.3) stellt die einzige Lösung für (A2.7) dar. Gefolgert werden kann dies 

aus den linearen Koeffizienten von du und dWt bezüglich Ai,t. Sie erfüllen regelmäßig die sog. LIPSCHITZ-
Bedingung. Vgl. T. Mikosch (2004), Stochastic calculus, S. 138. 
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Fortsetzung von Anlage 2: 

Durch Teilung der Zeitachse [0,t] in 2 disjunkte Teilabschnitte [0,s] und (s,t] mit 0<s<t 

sowie Ausnutzung der Eigenschaft der Linearität des ITÔ-Integrals bezüglich zweier be-

nachbarter Integrationsintervalle erhält man für (A2.2) bzw. (A2.3): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Definiert man nun 

 :t s T− = , (A2.10) 

dann lässt sich aufgrund der MARKOV-Eigenschaft sowie der Stationarität der BROWNschen 

Bewegung Wt 1036 für (A2.8) bzw. (A2.9) auch schreiben: 
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(A2.11) 
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Stellt man nun (A2.11) unter analoger Anwendung von (A2.2) auf die ersten beiden Integ-

rale von (A2.11) um, erhalten wir: 
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1036  Vgl. Definition 2-7. 



369 

Fortsetzung von Anlage 2: 

Setzt man 

( ) ,, t i Tf t W A=  und (A2.14) 

( ) ,0, s if s W A= , (A2.15) 

dann kann man für (A2.13) und (A2.12) abschließend schreiben: 

, ,0 , , , ,
0 0

,
T T

i T i A i i u A i i u uA A A du A dWµ σ− = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫  (2.11) 

2
,

, , ,2
, ,0 .

A i
A i A i i TT T W

i T iA A e
σ

µ σ⋅ − ⋅ + ⋅
= ⋅  (2.12) 

Schlussfolgernd lässt sich festhalten, dass (2.12) die stochastische Integrationsgleichung 

(2.11) eindeutig löst. 
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Anlage 3:  Unternehmenswertkorrelation 

 

Werden die Werte der Vermögensgegenstände der Unternehmen i=1,…,N im Zeitpunkt T 

durch den Zufallvektor TA  (2.58) beschrieben, sind die logarithmierten Unternehmens-

wertänderungen bzgl. des Zeitpunkts T normalverteilt: 
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Für die Korrelation zwischen den logarithmierten Unternehmenswertänderungen folgt: 
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Für den Erwartungswert in Gleichung (A3.2) erhält man: 
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Zur Berechnung von ( ), ,i T j TE W W⋅  sind gem. Gleichung (2.62) , ,i T i tW B= �  und , ,j T j tW B= �  

zu setzen: 
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Aus der Unabhängigkeit der BROWNschen Prozesse ,m TB  und ,l TB  für l m≠  gem. 

Definition 2-12 folgt: 
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 (A3.5) 

Rekursives Einsetzen von (A3.5) bis (A3.3) in (A3.2) ergibt schließlich: 
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. (2.64) 



371 

Anlage 4:  Lower-Partial Moments der Ordnungen null und eins im einfachen Unterneh-
menswertansatz für tH=T 

 

Den Ausgangspunkt der Betrachtung bildet die Dichtefunktion des Unternehmenswertes 

iA  in T. Da der logarithmierte Unternehmenswert normalverteilt ist mit 

2 2
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hat die Dichtefunktion folgende Form:1037 
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(a) Lower Partial Moment der Ordnung null:1038 

( ) ( ) ( )) ( ))
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(b) Lower Partial Moment der Ordnung eins: 

( ) ( ) ( ) ( ))*, ,
,

1 * *
, ,0,i T i T
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Als Zwischenschritt ist zunächst zu ermitteln: 

( ))* ,
,0, i T
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u f u du



⋅ ⋅∫ . (A4.5) 

                                                           
1037  Zur Dichtefunktion der Lognormalverteilung siehe K. Shimizu und E. Crow (1988), Lognormal distribu-

tion, S. 2-4. 
1038  In (A4.3) wurde berücksichtigt, dass die Dichtefunktionen des Unternehmenswertes und des Assetwertes 

für Ht T=  auf 0 NW
iu D≤ <  identisch sind. Soll dagegen die Schranke *

, ,
NW

i T i TD D= berücksichtigt wer-
den, ist zu beachten, dass die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse für ,

NW
i T iA D≥ auf der Stelle NW

iD  
liegt. 
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Fortsetzung von Anlage 4: 

Dazu wird der der Klammerausdruck in (A4.2) durch h substituiert: 
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,A idu dh T uσ= ⋅ ⋅ ⋅ . (A4.7) 

Man erhält für (A4.5) mit angepasster unterer und oberer Integrationsgrenze: 
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Nach quadratischer Ergänzung des Klammerausdruckes in (A4.8) durch 2
,A i Tσ ⋅ wird dieser 

durch g substituiert: 

,A ig h Tσ= − ⋅ , (A4.9) 

.dh dg=  (A4.10) 

Man erhält für (A4.8) mit angepasster unterer und oberer Integrationsgrenze: 
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 (A4.11) 

Damit erhält man abschließend für das Lower Partial Moment der Ordnung eins: 
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Für *
,

NW
i T iD D=  repräsentiert der erste Term in (A4.12) den Nominalwert, multipliziert mit 

der Ausfallwahrscheinlichkeit, d. h. den erwarteten Verlust im Falle einer Wiedergewin-

nung von null. Der zweite Term stellt folglich die Wiedergewinnung dar. 
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Anlage 5:  Ausfallwahrscheinlichkeiten mit Hazard Rate-Funktionen 

 

Die Hazard Rate-Funktion h(t) gibt die instantane Ausfallwahrscheinlichkeit im Zeitpunkt t 

unter der Bedingung an, dass bis zum Zeitpunkt t das ausfalldefinierende Ereignis noch 

nicht eingetreten ist: 
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Umstellen liefert: 
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Beide Seiten sind zu integrieren: 
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Mit ln x  als Stammfunktion von 1 x  folgt: 
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Mit ( )
,

0 0
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Fτ =  ergibt sich: 
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Mit der Exponentialfunktion als Umkehrung der Logarithmusfunktion erhält man schließ-

lich nach kurzem Umstellen die Ausfallwahrscheinlichkeit: 
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374 

Anlage 6:  Faktorendpunktbedingte Erwartungswerte mit BROWNschen Faktorbrücken 
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Abb. A - 1:  Bedingte Erwartungswerte mit BROWNschen Brücken als Faktoren (I) 
Faktorendpunktbedingte Erwartungswerte bei BROWNschen Faktorbrücken. Der Endpunkt beträgt 2. Die 
Zeittransformationen erfolgen auf der Basis der Credit Curves vom Typ B. Die Faktorsensitivitäten sind 
ratingspezifisch gewählt.1039 
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Abb. A - 2:  Bedingte Erwartungswerte mit BROWNschen Brücken als Faktoren (II) 
Faktorendpunktbedingte Erwartungswerte bei BROWNschen Faktorbrücken. Der Endpunkt beträgt (-2). Die 
Zeittransformationen erfolgen auf der Basis der Credit Curves vom Typ B. Die Faktorsensitivitäten sind 
ratingspezifisch gewählt. 

                                                           
1039  Bei identischen Korrelationen würden alle Graphen im Risikohorizont tH=5 im selben Punkt münden. 
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Anlage 7:  Faktorendpunktbedingte Varianzen mit BROWNschen Faktorbrücken 
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Abb. A - 3:  Bedingte Varianzen mit BROWNschen Brücken als Faktoren (I) 
Faktorendpunktbedingte Varianzen bei BROWNschen Faktorbrücken, abgetragen gegen die originale Zeitach-
se. Die Zeittransformationen erfolgen auf der Basis der Credit Curves vom Typ B. Die Faktorsensitivitäten 
sind ratingspezifisch gewählt.1040 Der Faktorendpunkt übt keinen Einfluss aus. 
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Abb. A - 4:  Bedingte Varianzen mit BROWNschen Brücken als Faktoren (II) 
Faktorendpunktbedingte Varianzen bei BROWNschen Faktorbrücken, abgetragen gegen die transformierte 
Zeitachse. Die Zeittransformationen erfolgen auf der Basis der Credit Curves vom Typ B. Die Faktorsensiti-
vitäten sind ratingspezifisch gewählt.1041 Der Faktorendpunkt übt keinen Einfluss aus. 

                                                           
1040  Vgl. Tab. 3-6 für die ratingspezifischen Faktorsensitivitäten. 
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Anlage 8:  Grenzwertbetrachtung der bedingten Ausfalldichte für s=0 

 

Ausgangspunkt ist die faktorendpunktbedingte Passage-Dichte einer BROWNschen Bewe-

gung für den Kredit i: 
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Zu untersuchen ist ( )
iWf sψ  für 0s2 : 
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. (A8.1) 

Damit wird die Grenzwertbetrachtung auf den Term 2 3/ 2exp( 0.5 / )iK s s−− ⋅  reduziert. Für 

s=0 erhält man den unbestimmten Ausdruck 0/0. Die einfache Anwendung der Regel von 

L'HÔPITAL1042 führt nicht zum Ziel, da sich dadurch die Grundstruktur des Terms nicht 

verändert. Der Exponent von 3 / 2s−  verringert sich dabei regelmäßig um den Wert eins. Zu-

sätzlich erhält man durch die Ableitung der Exponentialfunktion eine multiplikative Kon-

stante. Daher sei zunächst der folgende Grenzwert betrachtet: 
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1041  Vgl. Fn. 1040. 
1042  Vgl. zur Regel von L'HÔPITAL M. Abramowitz und I. Stegun (1972), Handbook of mathematical functi-

ons, S. 13. 
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Fortsetzung von Anlage 8: 

Auf den eigentlich interessierenden Grenzwert lässt sich schließen, wenn man den Verlauf 

der Funktion des natürlichen Logarithmus betracht und in der Äquivalenz 

lim ln 0
x y

x y= −∞ ⇔ =
2

 (A8.5) 

die Substitution 

21
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s

 
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 

=  (A8.6) 

vornimmt. Da der natürliche Logarithmus von (A8.6) wegen (A8.5) genau dann gegen 

minus unendlich strebt, wenn sich der Ausdruck (A8.6) der Zahl Null nähert und sich 

gleichzeitig mit (A8.4) derselbe Grenzwert für 0s2  ergibt, folgt: 
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Setzt man schließlich den Grenzwert von 2 3/ 2exp( 0.5 / )iK s s−− ⋅  i. H. v. null in (A8.1) ein, 

erhält man den Grenzwert der faktorbedingten Passage-Dichte: 

( )
0

lim 0
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. (A8.8) 
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Anlage 9:  Grenzwertbetrachtung der bedingten Ausfalldichte für s=tH 

 

Ausgangspunkt ist die faktorendpunktbedingte Passage-Dichte einer BROWNschen Bewe-

gung für den Kredit i: 
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Zu untersuchen ist ( )
iWf sψ  für Hs t/ : 
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Vereinfachend wird angenommen, dass ρi≠0 gilt. Dadurch lässt sich zunächst schreiben: 
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Problematisch ist, dass für s=tH im Exponenten der Zahl e zwei Terme durch null dividiert 

und anschließend voneinander abgezogen werden. Eine Separation dieser Terme führt zu: 
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Wenn der Grenzwert des Exponenten der Zahl e existiert, dann kann man schreiben: 
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Fortsetzung von Anlage 9: 

Durch Ausmultiplizieren des Zählers und des Nenners im Exponenten der Zahl e folgt: 
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Anhand des ausmultiplizierten Zählers und Nenners wird deutlich, dass man für s=tH den 

unbestimmten Ausdruck 0/0 erhält. Die Grenzwertbetrachtung des Bruches erfolgt nach 

der Regel von L'HÔPITAL.1043 Dazu sind die Ableitungen des Zählers und Nenners nach s 

durcheinander zu dividieren: 
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Bildung des Grenzwertes und Zusammenfassen der Exponentialfunktionen führt zu: 
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Durch Aufspalten des Bruches im Exponenten der Zahl e erhält man: 
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Anwendung der Binomischen Formeln sowie Vereinfachungen ergeben schließlich: 
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1043  Vgl. zur Regel von L'HÔPITAL M. Abramowitz und I. Stegun (1972), Handbook of mathematical functi-

ons, S. 13. 
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Anlage 10:  Bedingte Ausfalldichte für den Spezialfall 1iρ =  

 

Ausgangspunkt ist die faktorendpunktbedingte Passage-Dichte einer BROWNschen Bewe-

gung für den Kredit i: 
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Zunächst ist für ρi der Wert eins einzusetzen: 
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Umformen ergibt: 
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Mit ,H i tHH
t tψ β= folgt: 
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Anlage 11:  Bedingte Ausfalldichte für den Spezialfall 0iρ =  

 

Ausgangspunkt ist die faktorendpunktbedingte Passage-Dichte einer BROWNschen Bewe-

gung für den Kredit i: 
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Zunächst ist für ρi der Wert null einzusetzen: 
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Umformen ergibt die Passage-Dichte einer BROWNschen Bewegung:1044 
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1044  Zum Konzept der Passage-Dichte einer BROWNschen Bewegung siehe I. Karatzas und S. Shreve (2005), 

Brownian motion, S. 80. 
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Anlage 12:  Erwartungswert des Produkts zweier Punkte einer BROWNschen Brücke 

 

Ausgangspunkt ist eine BROWNsche Brücke gem. Definition 3-5 mit der Repräsentation: 
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Mit Bildung des Erwartungswertes folgt: 
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Mit der Martingaleigenschaft des ITÔ-Integrals folgt für den ersten Erwartungswert in 

(A12.2) der Wert null.1045 O. b. d. A. gelte gi,t<gj,t. Dann lässt sich der Term im zweiten 

Erwartungswertoperator wie folgt umschreiben: 
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1045  Vgl. S. Neftci (2000), Mathematics of financial derivatives, S. 220-224 u. 226 f. 
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Fortsetzung von Anlage 12: 

Durch Multiplikation erhält man: 
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Mit der Martingaleigenschaft des ITÔ-Integrals folgt für den zweiten Erwartungswert in 

(A12.4) unter Berücksichtigung der Unabhängigkeit der beiden dort aufgeführten ITÔ-

Integrale der Wert null. Mit Blick auf den ersten Erwartungswert lässt sich mit Hilfe der 

ITÔ-Isometrie1046 schließlich schreiben: 
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Durch Integration folgt: 
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Vereinfachungen unter Aufhebung der Annahme gi,t<gj,t ergeben: 
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1046  Vgl. B. Øksendal (2003), Stochastic differential equations, S. 26, Lemma 3.1.5. 
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Ausklammern liefert abschließend: 
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Für den Spezialfall des Erwartungswertes einer quadrierten BROWNsche Brücke 

( ) ( )
, ,

,

2
2

2, ,2 2
, , , , ,2

0 0

2
i t i t

i t H H

g g
i t i t s s

g t t H i t H i t
H H H H

g g dB dBX t g t g
t t t s t sψ ψ ψβ β

 
= + − + −   − − 

∫ ∫  (A12.8) 

erhält man: 

( ) ( )
,

2 2
, , , ,2

, 2 .H

i t

t i t H i t H i t
g

H

g t g t g
E X

t
ψ

ψ

β + −
=  (A12.9) 
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Anlage 13:  Kreditrisikomodell nach HULL & WHITE 

 

Das Modell nach HULL & WHITE ist ein zeitdiskretes Modell.1047 Zunächst ist eine beliebi-

ge Zeitachse in n-1 diskrete Zeitabschnitte von nicht notwendigerweise identischer Inter-

valllänge aufzuteilen:1048 

1 1,...,j j jt t t j n−∆ = − ∀ = . (A13.1) 

Ein Kreditausfall kann ausschließlich zu den diskreten Zeitpunkten tj erfasst werden. Dazu 

bedienen sich HULL & WHITE Standard-WIENER-Prozesse Wi(t) in Verbindung mit kredit-

spezifischen (ratingspezifischen) diskreten Mengen von Punkten Ki,j, die als zeitdiskrete 

Ausfallschranken zu interpretieren sind. Erreicht oder durchschlägt der Standard-WIENER-

Prozess Wi(t) in einem Zeitpunkt tj den zugehörigen Punkt Ki,j, dann ist der Kredit i ausge-

fallen. 

Für den ersten diskreten Zeitpunkt t1 ist das Modell unproblematisch. Sei Ki,1 bekannt, 

dann ist unter Berücksichtigung der Normalverteilung der Ausprägung wi,t1 des Standard-

WIENER-Prozesses Wi(t) in t1 die Ausfallwahrscheinlichkeit gegeben durch: 

( )
,1

1

,1
, , ,1

1

iK
i

i t NV i SN

K
p f u du F

t−∞

 
= =   ∆ 
∫ , (A13.2) 

( )
2
,1

, ,1 ,1
11

:

1 exp .
22

i
NV i i

mit

w
f w

ttπ

 
= −  ∆∆  

 (A13.3) 

Wird umgekehrt die Ausfallwahrscheinlichkeit pi,t1 vorgegeben, dann kann der dazugehö-

rige Punkt Ki,1 der Ausfallschranke angegeben werden: 

( )1

1
,1 1 ,i SN i tK t F p−= ∆ ⋅ . (A13.4) 

Die Ausfallwahrscheinlichkeit pi,t1 lässt sich basierend auf den Credit Curves gem. (3.8) 

berechnen. Im Vergleich mit einer zeitstetigen (zeitvariablen) Ausfallschranke spiegelt sich 

demzufolge eine zeitraumbezogene Ausfallwahrscheinlichkeit in dem einzelnen Punkt Ki,1 

in t1 wider. Für ein hinreichend feines Zeitgitter sind die zeitstetige und die zeitdiskrete 

Ausfallschranke einander sehr ähnlich. 

                                                           
1047  Vgl. hierzu und zum Folgenden J. Hull und A. White (2001), Valuing credit default swaps II, S. 13 f. 
1048  I. d. R. wird zur praktischen Umsetzung ein äquidistantes Zeitgitter verwendet werden. 
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Wesentlich komplizierter stellt sich die Kalibrierung der Punkte der Ausfallschranke in 

allen nachfolgenden diskreten Zeitpunkten dar. Ausgangspunkt bilden die marginalen Aus-

fallwahrscheinlichkeiten pi,tj+∆tj|tj für j>1 gem. (3.9). Das heißt, es werden die Wahrschein-

lichkeiten dafür betrachtet, dass der Kredit i im Zeitintervall ∆tj ausfällt, unter der Bedin-

gung, dass der Kredit i bis zum Zeitpunkt tj überlebt hat. 

Betrachtet wird nun eine beliebige Ausprägung wi,tj des Standard-WIENER-Prozesses Wi(t) 

im diskreten Zeitpunkt tj. Weiterhin sei eine mögliche Ausprägung wi,tj-1 des Standard-

WIENER-Prozesses Wi(t) im vorhergehenden diskreten Zeitpunkt tj angenommen. Für j=2 

ergibt sich die Dichte für wi,t1∨wi,t2 durch Multiplikation der Dichte fNV,i,1 an der Stelle wi,t1 

und der Dichtefunktion der Normalverteilung unter Berücksichtigung des Erwartungswer-

tes wi,t1 sowie der Varianz ∆t2 an der Stelle wi,t2: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

,2 ,1
,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,1

22

,1 ,1 , ,1 ,1

1, exp
22

:

.

i i
i i i i i i

i i NV i i

w w
f W w w w f w

tt

mit

f w f w

π

 −
 = = = ⋅ −
 ∆ ∆  

=

 (A13.5) 

Werden nun alle Ausprägungen wi,t1 oberhalb des Punktes Ki,1 der Ausfallschranke betrach-

tet, dann erhält man: 

( ) ( ) ( )
,1

2
,2

,2 ,2 ,2 ,1 ,1 ,1
22

1, exp
22

i

i
i i i i i i

K

w u
f W w W K f u du

ttπ

∞  −
 = > = ⋅ −
 ∆ ∆  

∫ . (A13.6) 

Die Funktion (A13.6) lässt sich in allgemeiner Form für alle j=2,..,n schreiben. Gegebene 

Werte für Ki,j vorausgesetzt, erhält man: 

( )

( ) ( )
, 1

, , , , 1 , 1 , 2 , 2 ,1 ,1

2

,
, 1 , 2 , 2 ,1 ,1

, , , ,

1, , , exp
22

:
1.

i j

i j i j i j i j i j i j i j i i

i j
i j i j i j i i

jK j

f W w W K W K W K

w u
f u W K W K du

tt

für
j

π
−

− − − −

∞

− − −

= > > > =

 − > > ⋅ −
 ∆∆
 

>

∫

…

…  (A13.7) 
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Durch Integration von (A13.7) bis zu den jeweiligen Punkten Ki,j der Ausfallschranke er-

hält man die marginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,tj+∆tj|tj: 

( )
,

,

, , , 1 , 1 , 2 , 2 ,1 ,1

, , 1 , 1 , 2 , 2 ,1 ,1

Pr , , , ,

, , , ,

:
1.

j j j

i j

i t t t

i j i j i j i j i j i j i i

K

i j i j i j i j i j i i

p

W K W K W K W K

f u W K W K W K du

für
j

+∆

− − − −

− − − −
−∞

 = ≤ > > > 

= > > >

>

∫

…

…  (A13.8) 

Einsetzen von (A13.7) in (A13.8) liefert: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

,

, 1

,

, 1

, 1

2

, 1,

2

, 1

,
, 1

1, exp
22

1, exp
22

, .

i j

j j j

i j

i j

i j

i j

K

i ji t t t
jK j

K

i j
jK j

i j
i j SN

K j

s u
p f u du ds

tt

s u
f u ds du

tt

K u
f u F du

t

π

π

−

−

−

∞

−+∆
−∞

∞

−
−∞

∞

−

 −
= ⋅ − ⋅ 

 ∆∆  
  −
 = ⋅ − ⋅ 

 ∆∆   
 −
 = ⋅ ⋅
 ∆ 

∫ ∫

∫ ∫

∫

…

…

…

 (A13.9) 

Bei Vorgabe der marginalen Ausfallwahrscheinlichkeiten pi,tj+∆tj|tj kann mit iterativen Ver-

fahren auf die Punkte Ki,j der zeitdiskreten Ausfallschranke geschlossen werden. 

Nachteilig ist, dass der Ansatz von HULL & WHITE schwer implementierbar ist. Die Integ-

rale in (A13.7) und (A13.9) bedürfen einer numerischen Auswertung. Je mehr Zeitschritte 

verwendet werden, je höher sind die Dimensionen der auszuwertenden Integrale. Zudem 

sind iterative Verfahren zur Ermittlung der Ausfallschranke bei gegebenen marginalen 

Ausfallwahrscheinlichkeiten in (A13.9) rechentechnisch zeitintensiv und fehleranfällig. 

Approximationsfehler im Rahmen der Iterationsverfahren und der numerischen Auswer-

tung der Integrale multiplizieren sich durch das iterative Einsetzen der bedingten Dichten 

in (A13.7). Angewendet auf die Credit Curves in Abb. 3-3 und Abb. 3-4 zeigt das Verfah-

ren nach HULL & WHITE Schwächen bezüglich der Kalibrierung der Ausfallschranken, 

insbesondere für Kredite mit geringer bzw. geringster Bonität.1049 

                                                           
1049  Für “CCC”-geratete Kredite konnte keine zeitvariable Ausfallschranke aufgrund des angesprochenen 

Multiplikatoreffektes der Approximationsfehler angepasst werden. 



388 

Anlage 14:  Beispiel eines Produktraumes anhand eines diskretisierten Zins- und Ausfallin-
dikatorprozesses 

 

Betrachtet wird ein fixer Zeithorizont T=3 sowie die diskreten Zeitpunkte t=0,1 und 2. Sei 

{ } 0,1,2t t
r

=
 ein diskretisierter Prozess für den (Spot-)Zinssatz und { } 0,1,2t t

I
=

 mit { }1t tI τ ≤=  ein 

diskretisierter Ausfallindikatorprozess. Die Prozesse seien auf den gefilterten messbaren 

Räumen ( )( )0,1,2
, t t=

Ω F  und ( )( )0,1,2
ˆˆ , t t=

Ω F  definiert, mit: 

{ }1 2 3 4, , ,w w w wΩ =  und { }1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,w w wΩ =  (A14.1) 

sowie: 

{ }0 , ,F = ∅ Ω  (A14.2) 

{ } { }{ }1 1 2 3 4, , , , , ,F w w w w= ∅ Ω  (A14.3) 

{ } { } { } { } { } { } { } { }{
{ } { } { } { } { } { }

{ } { }{ } { } { }{ } { } { }{ } }

2 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 1 3 1 4

1 2 1 3 1 4

, , , , , , , , , ,

, , ,

, , ,

C C C C

C C C

F w w w w w w w w

w w w w w w

w w w w w w

= ∅ Ω

∪ ∪ ∪

∪ ∪ ∪

 (A14.4) 

{ }0̂
ˆ, ,= ∅ ΩF  (A14.5) 

{ } { }{ }1 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,w w w= ∅ ΩF  (A14.6) 

{ } { } { } { } { } { }{ }2 1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,C C Cw w w w w w= ∅ ΩF . (A14.7) 

Die Zufallsvariablen rt und It nehmen, anhand von Prozessbäumen betrachtet, die folgen-

den Werte an: 

 

Abb. A - 5:  Zins- und Ausfallindikatorprozessbaum 

Zinsprozess Indikatorprozess 

r0 

r1,u=r1({w1,w2}) 

r1,d=r1({w3,w4}) 

r2,uu=r2({w1}) 

r2,ud=r2({w2}) 

r2,du=r2({w3}) 

r2,dd=r2({w4}) 

I0=0 

I1({ŵ1,ŵ2})=0 

I1({ŵ3})=1 

I2({ŵ1})=0 

I2({ŵ2})=1 

I2({ŵ3})=1 

t0 t1 t2 t0 t1 t2 
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Das Produkt der beiden Zustandsräume Ω  und Ω̂  gem. (A14.1) sieht wie folgt aus: 

{
{
{
{ }

1 2 1 31 1

2 2 2 32 1

3 2 3 33 1

4 24 1 4 3

ˆ ˆ( , ), ( , ),ˆ( , ),
ˆ ˆ( , ), ( , ),ˆ( , ),ˆ
ˆ ˆ( , ), ( , ),ˆ( , ),
ˆ( , ),ˆ ˆ( , ), ( , ) .

w w w ww w
w w w ww w
w w w ww w
w ww w w w

′Ω = Ω×Ω =  (A14.8) 

Exemplarisch soll auf der Produktmenge ′Ω  eine σ-Algebra 1 ′F  so definiert werden, dass 

Abbildungen der Form 1
ˆ:ξ Ω×Ω→Ω  und 2

ˆ ˆ:ξ Ω×Ω→Ω  gerade noch 1 1′−F F - bzw. 

1 1̂′−F F -messbar sind. Dazu sind gem. (5.28) und (5.29) Teilmengen der Form 

( ) ( ){ }1
1 1 1 1 1

ˆˆ, :A w w w A mit Aξ − = ∈Ω×Ω ∈ ∈F  und (A14.9) 

( ) ( ){ }1
2 2 2 2 1̂

ˆˆ ˆ, :A w w w A mit Aξ − = ∈Ω×Ω ∈ ∈F  (A14.10) 

zu konstruieren. Für (A14.9) erhält man: 

( ) ( ){ } { }1
1

ˆˆ, :w w wξ − ∅ = ∈Ω×Ω ∈∅ = ∅ , (A14.11) 

( ) ( ){ } { }1
1

ˆˆ, :w w wξ − ′Ω = ∈Ω×Ω ∈Ω = Ω , (A14.12) 

{ }( ) ( ) { }{ }
{ }

1
1 1 2 1 2

1 1 1 3 2 1 2 3

ˆˆ, , : ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( , )...( , ), ( , )...( , ) ,

w w w w w w w

w w w w w w w w

ξ − = ∈Ω×Ω ∈

=
 (A14.13) 

{ }( ) ( ) { }{ }
{ }

1
1 3 4 3 4

3 1 3 3 4 1 4 3

ˆˆ, , : ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( , )...( , ), ( , )...( , ) .

w w w w w w w

w w w w w w w w

ξ − = ∈Ω×Ω ∈

=
 (A14.14) 

Für (A14.10) erhält man: 

( ) ( ){ } { }1
2

ˆˆ ˆ, :w w wξ − ∅ = ∈Ω×Ω ∈∅ = ∅ , (A14.15) 

( ) ( ){ } { }1
2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, :w w wξ − ′Ω = ∈Ω×Ω ∈Ω = Ω , (A14.16) 

{ }( ) ( ) { }{ }
{ }

1
2 1 2 1 2

1 1 4 1 1 2 4 2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , : ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( , )...( , ), ( , )...( , ) ,

w w w w w w w

w w w w w w w w

ξ − = ∈Ω×Ω ∈

=
 (A14.17) 

{ }( ) ( ) { }{ }
{ }

1
2 3 3

1 3 4 3

ˆˆ ˆ ˆ ˆ, :

ˆ ˆ( , )...( , ) .

w w w w w

w w w w

ξ − = ∈Ω×Ω ∈

=
 (A14.18) 
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Das Erzeugendensystem, bestehend aus den Mengen (A14.11) bis (A14.18), ist nicht 

durchschnittsstabil. Daher werden paarweise die folgenden Schnittmengen gebildet: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) { }( ) ( ) { }( )
( ) ( ) { }( ) ( ) { }( ) ( )

{ }

1 1
1 2

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 3

1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 2 1 3 4 2

ˆ ˆ ˆ ˆ,

, ,

,

w w w

w w w w

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− −

− − − − − −

− − − − − −

∅ ∩ ∅

= ∅ ∩ Ω = ∅ ∩ = ∅ ∩

= Ω ∩ ∅ = ∩ ∅ = ∩ ∅

= ∅

 (A14.19) 

( ) ( )1 1
1 2

ˆξ ξ− − ′Ω ∩ Ω = Ω , (A14.20) 

( ) { }( ) { }1 1
1 2 1 2 1 1 4 1 1 2 4 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , )...( , ), ( , )...( , )w w w w w w w w w wξ ξ− −Ω ∩ = , (A14.21) 

( ) { }( ) { }1 1
1 2 3 1 3 4 3ˆ ˆ ˆ( , )...( , )w w w w wξ ξ− −Ω ∩ = , (A14.22) 

{ }( ) ( ) { }1 1
1 1 2 2 1 1 1 3 2 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , )...( , ), ( , )...( , )w w w w w w w w w wξ ξ− −∩ Ω = , (A14.23) 

{ }( ) ( ) { }1 1
1 3 4 2 3 1 3 3 4 1 4 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ( , )...( , ), ( , )...( , )w w w w w w w w w wξ ξ− −∩ Ω = , (A14.24) 

{ }( ) { }( ) { }1 1
1 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ( , ), ( , ), ( , ), ( , )w w w w w w w w w w w wξ ξ− −∩ = , (A14.25) 

{ }( ) { }( ) { }1 1
1 1 2 2 3 1 3 2 3ˆ ˆ ˆ, ( , ), ( , )w w w w w w wξ ξ− −∩ = , (A14.26) 

{ }( ) { }( ) { }1 1
1 3 4 2 1 2 3 1 3 2 4 1 4 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ( , ), ( , ), ( , ), ( , )w w w w w w w w w w w wξ ξ− −∩ = , (A14.27) 

{ }( ) { }( ) { }1 1
1 3 4 2 3 3 3 4 3ˆ ˆ ˆ, ( , ), ( , )w w w w w w wξ ξ− −∩ = . (A14.28) 

Man kann sich leicht davon überzeugen, dass das Erzeugendensystem C , bestehend aus 

den Mengen (A14.19) bis (A14.28), durchschnittsstabil ist. Um ein Wahrscheinlichkeits-

maß auf ( )1,′ ′Ω F  mit ( )1 σ′=F C  zu definieren, kann ein möglicher Kandidat zunächst auf 

dem einfacher zu handhabenden Erzeugendensystem C  mit einer offensichtlichen Funkti-

on festgelegt und anschließend auf ( )σ C  erweitert werden. Sofern das Wahrscheinlich-

keitsmaß existiert, ist es aufgrund der Durchschnittsstabilität von C  eindeutig. Die einfa-

chere Handhabbarkeit von C  wird im vorliegenden Beispiel insbes. daran deutlich, dass 

den Teilmengen (A14.21) bis (A14.28) prägnante Interpretationen zukommen. Den Teil-

mengen (A14.21) bis (A14.24) lassen sich Ereignisse in den separaten Prozessbäumen von 

{ } 0,1,2t t
r

=
 und { } 0,1,2t t

I
=

 (vgl. Abb. A - 5) zuordnen. In Reihenfolge erkennt man die Ereig-

nisse „Kredit überlebt“, „Kredit fällt aus“, „Zinssatz steigt“ und „Zinssatz fällt“. Die Men-

gen  (A14.25) bis (A14.28)  repräsentieren  Knotenpunkte im  gemeinsamen  Prozessbaum 



391 

Fortsetzung von Anlage 14: 

(vgl. Abb. A - 6). Die σ-Algebra ( )1 σ′=F C  enthält darüber hinaus weitere, jedoch we-

sentlich komplizierter zu behandelnde Ereignisse. Beispiele sind die Ereignisse „Kredit 

überlebt bei fallendem Zinssatz oder Kredit fällt aus bei steigendem Zinssatz“ und „Kredit 

überlebt bei steigendem Zinssatz oder Kredit fällt aus bei fallendem Zinssatz“:1050 

{
{ } { }
{ }
{ }
{ } { }

1

1 3 2 3 3 3 4 3

1 1 1 2 2 1 2 2

3 1 3 2 4 1 4 2

1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2 4 1 4 2
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∪
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∪
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(A14.29) 

Der gemeinsame Prozessbaum zur Produkt-Filtration ( ) 0,1,2t t=
′F  sieht wie folgt aus: 

 

Abb. A - 6:  Erweiterter (gemeinsamer) Prozessbaum 

                                                           
1050  (i) Knoten, (ii) Kredit überlebt, (iii) Kredit fällt aus, (iv) Zinssatz steigt, (v) Zinssatz fällt, (vi) Kredit 

überlebt bei fallendem Zinssatz oder Kredit fällt aus bei steigendem Zinssatz, (vii) Kredit überlebt bei 
steigendem Zinssatz oder Kredit fällt aus bei fallendem Zinssatz, (viii) Komplementäre der Knoten. 

{ }1 1ˆ( , )w w  

{ }1 2ˆ( , )w w  

{ }2 1ˆ( , )w w  

{ }2 2ˆ( , )w w  

{ }4 2ˆ( , )w w  
{ }4 1ˆ( , )w w  
{ }3 2ˆ( , )w w  
{ }3 1ˆ( , )w w  

{ }2 3ˆ( , )w w  
{ }1 3ˆ( , )w w  

{ }1 1 1 2 2 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ),( , ),( , ),( , )w w w w w w w w

′Ω  

{ }3 1 3 2 4 1 4 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ),( , ),( , ),( , )w w w w w w w w

{ }1 3 2 3ˆ ˆ( , ),( , )w w w w

{ }3 3 4 3ˆ ˆ( , ),( , )w w w w
{ }3 3ˆ( , )w w  

{ }4 3ˆ( , )w w  
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Anlage 15:  Bootstrapping von Hazard Rate-Funktionen unter Berücksichtigung aufgelaufe-
ner Risikoprämienanteile 

 

Ausgangsbasis bilden die Gleichungen (5.93), (5.96) und (5.97) zum Bootstrapping von 

abschnittsweise konstanten Hazard Rate-Funktionen ohne Berücksichtigung aufgelaufener 

Risikoprämienanteile. Da der Protection Seller bei nachschüssiger Prämienzahlung im Fal-

le eines Kreditereignisses unmittelbar vor einem oder im vereinbarten Zahlungszeitpunkt 

ti,j einen Prämienanteil entsprechend des besicherten Zeitabschnittes [ti,j-1,τFP,i] erhält, sind 

die Gleichungen einer Modifikation zu unterziehen. Insbesondere ist das Premium Leg um 

aufgelaufene Prämienanteile zu ergänzen. Dazu wird in Analogie zur Vorgehensweise im 

Rahmen des Protection Legs die Zeitachse diskretisiert und in Abhängigkeit des jeweils 

betrachteten Zeitpunkts ( ), 1 , , 1 /CDS j CDS j CDS j jT T T k v− −+ − ⋅  ein Prämienanteil modelliert: 
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Dabei stellt ti,j* jeweils den unmittelbar nachfolgenden Zahlungstermin dar. Erneut wird 

danach unterschieden, ob die Prämienzahlungszeitpunkte vor oder nach dem Fälligkeits-

zeitpunkt TCDS,i-1 des unmittelbar kürzer laufenden CDS anfallen. Gleichung (5.93) hat nun 

die folgende Form: 
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Fortsetzung von Anlage 15: 

Wie zuvor lässt sich h[TCDS,i-1,TCDS,i] explizit nur dann ermitteln, wenn m*=m und vi=1 gel-

ten. Anstelle der Gleichung (5.96) erhält man nun: 

, 1 ,,
,

1 ln
CDS i CDS iT T

CDS i

h
T

χ α γ
β−  

′ ′ ′+ −
= −

′∆
 (A15.2) 

( )

( )

,

, 1

1

,,, 1 ,
1

1

,,, 1 ,
1

, 1

,

,

, ,

, ,

,
, 0,

0,

0,

:
,

,

,

CDS j

CDS j

j

i

CDS nT TCDS n CDS n
n

i

CDS nT TCDS n CDS n
n

TCDS n

CDS i

CDS i

h T

CDS i i m

h T

CDS i i m

h
j k

CDS i

T
T k

v

T

T

mit

B RP t e

B RP t e

RP B e

α α

β β

γ γ

χ χ

−

−

 − =

−

 − 
=

−

− ⋅∆

− ⋅∆

−∆
+ ⋅

′ =

∑
′ = − ⋅ ⋅ ∆ ⋅

∑
′ = + ⋅ ⋅ ∆ ⋅

′ =

 
+ ⋅ ⋅ 

 

( )
,

, 1

1
,

,, ,, , 1 ,
1

1
,

,, ,, 1 , , 1 ,
1

1

1 1

1 1
,

,
1 1

0, .CDS j

CDS j

j

j
CDS j

j CDS nT T TCDS n CDS j CDS j jn

j
CDS j

j CDS nT T T TCDS n CDS n CDS j CDS j jn

Tvi T h k
v

j k

Tvi h T h k
vi k

CDS i
j k

T
T k

v
RP B e

−

−

   −   =

−

   − −   =

∆
− ⋅∆ − ⋅ ⋅

= =

∆
− − ⋅∆ − ⋅ ⋅ −

= =

∆
+ ⋅

∑

∑ 
− ⋅ ⋅ 

 

∑∑

∑∑

  

Für den ersten Zeitabschnitt, basierend auf dem CDS-Kontrakt mit der kürzesten Restlauf-

zeit TCDS,1, vereinfacht sich (A15.2) zu: 
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. (A15.3) 

Der Bruch innerhalb der Logarithmusfunktion von (A15.3) ist, abgesehen vom Vorzei-

chenwechsel vor der Risikoprämie, das Reziproke des entsprechenden Bruchs aus Glei-

chung (5.97). Die Ursache liegt darin begründet, dass unter den getroffenen Vereinfachun-

gen m*=m und vi=1 die Risikoprämie auf jeden Fall gezahlt wird und somit sicher ist. In 

(5.97) hingegen geht die Risikoprämie im Kreditereignisfall vollständig verloren. Äquiva-

lent könnte barwertig eine vorschüssige Prämie gezahlt werden. 
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Anlage 16:  Historische durchschnittliche kumulative Ausfallhäufigkeiten 

 

In % 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
AAA 0,00 0,00 0,03 0,07 0,11 0,20 0,30 0,47 0,54 0,61
AA 0,01 0,03 0,08 0,17 0,28 0,42 0,61 0,77 0,90 1,06
A 0,05 0,15 0,30 0,48 0,71 0,94 1,19 1,46 1,78 2,10
BBB 0,36 0,96 1,61 2,58 3,53 4,49 5,33 6,10 6,77 7,60
BB 1,47 4,49 8,18 11,69 14,77 17,99 20,43 22,63 24,85 26,61
B 6,72 14,99 22,19 27,83 31,99 35,37 38,56 41,25 42,90 44,59
CCC 30,95 40,35 46,43 51,25 56,77 58,74 59,46 59,85 61,57 62,92
Inv. 0,13 0,34 0,59 0,93 1,29 1,65 1,99 2,33 2,64 2,99
Spec. 5,56 11,39 16,86 21,43 25,12 28,35 31,02 33,32 35,24 36,94
Gesamt 1,73 3,51 5,12 6,48 7,57 8,52 9,33 10,04 10,66 11,27

Tab. A - 1:  Historische Ø kumulative Ausfallhäufigkeiten nach STANDARD & POOR'S1051 
Ergebnisse der ständigen Analysen durch STANDARD & POORS’S. Erfasster Zeitraum: 1981-2002. Anzahl der 
gerateten Unternehmen: 9.931. Geographischer Beobachtungsraum: International. 

 

In % 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Aaa 0,00 0,00 0,00 0,04 0,12 0,21 0,30 0,40 0,52 0,64
Aa 0,02 0,03 0,07 0,16 0,26 0,36 0,46 0,57 0,65 0,73
A 0,02 0,09 0,22 0,36 0,51 0,68 0,86 1,07 1,31 1,56
Baa 0,22 0,61 1,08 1,69 2,25 2,81 3,38 3,94 4,58 5,26
Ba 1,28 3,51 6,09 8,76 11,36 13,74 15,66 17,60 19,46 21,29
B 6,51 14,16 21,03 27,04 32,31 36,73 40,97 44,33 47,17 50,01
Caa-C 23,83 37,12 47,43 55,05 60,09 65,22 69,26 73,88 76,50 78,54
Inv. 0,08 0,24 0,45 0,72 0,98 1,25 1,52 1,81 2,13 2,47
Spec. 4,99 10,05 14,66 18,67 22,18 25,18 27,73 30,00 31,99 33,92
Gesamt 1,59 3,19 4,64 5,90 6,96 7,85 8,62 9,32 9,96 10,60

Tab. A - 2:  Historische Ø kumulative Ausfallhäufigkeiten nach MOODY'S1052 
Ergebnisse der ständigen Analysen durch MOODY’S. Erfasster Zeitraum: 1970-2002. Anzahl der gerateten 
Unternehmen: ca. 16.000. Geographischer Beobachtungsraum: International. 

Im Jahr 2002 veröffentlichte MOODY’S erstmalig einen Ratings Performance Report für 

europäische Anleiheemittenten. Die Anzahl an Emittenten ist jedoch wesentlich geringer. 

Von insgesamt ca. 16.000 Emittenten hatten 1.585 ihren Sitz in Europa.1053 Daher wird im 

Rahmen dieser Arbeit auf die Ergebnisse der globalen Studie zurückgegriffen. 

                                                           
1051  Vgl. B. Brady, D. Vazza und R. Bos (2003), Corporate defaults, S. 7 (STANDARD & POOR’S Studie). 
1052  Vgl. D. Hamilton et al. (2003), Default & recovery rates, S. 38 (MOODY’S Studie). 
1053  Vgl. D. Hamilton et al. (2002), European default & recovery rates, S. 6 (MOODY’S Studie). 
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Anlage 17:  Adjustierte Generatoren basierend auf 1-jährigen Forward-Übergangsmatrizen 

 

 AAA AA A BBB BB B CCC D 
AAA -0,0723 0,0683 0,0021 0,0013 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 
AA 0,0064 -0,0953 0,0829 0,0042 0,0004 0,0012 0,0002 0,0000 
AA 0,0005 0,0229 -0,0914 0,0620 0,0037 0,0016 0,0004 0,0003 
BBB 0,0003 0,0019 0,0484 -0,1185 0,0536 0,0083 0,0031 0,0029 
BB 0,0003 0,0008 0,0031 0,0693 -0,1911 0,0929 0,0140 0,0106 
B 0,0000 0,0008 0,0030 0,0022 0,0632 -0,2030 0,0708 0,0631 
CCC 0,0014 0,0000 0,0039 0,0078 0,0178 0,1449 -0,5852 0,4095 
D 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Tab. A - 3:  Adjustierte1054 Generator-Matrix für den Zeitabschnitt [0,1] 

 

 AAA AA A BBB BB B CCC D 
AAA -0,0681 0,0648 0,0017 0,0008 0,0007 0,0002 0,0000 0,0000 
AA 0,0064 -0,0913 0,0797 0,0037 0,0005 0,0010 0,0000 0,0000 
AA 0,0002 0,0257 -0,0921 0,0588 0,0048 0,0022 0,0001 0,0004 
BBB 0,0008 0,0010 0,0570 -0,1222 0,0507 0,0073 0,0031 0,0023 
BB 0,0000 0,0009 0,0013 0,0880 -0,2161 0,0889 0,0145 0,0225 
B 0,0001 0,0007 0,0034 0,0000 0,0863 -0,2378 0,0399 0,1074 
CCC 0,0009 0,0000 0,0038 0,0220 0,0050 0,1753 -0,3918 0,1847 
D 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Tab. A - 4:  Adjustierte Generator-Matrix für den Zeitabschnitt [1,2] 

 

 AAA AA A BBB BB B CCC D 
AAA -0,0698 0,0681 0,0006 0,0009 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 
AA 0,0071 -0,0896 0,0775 0,0041 0,0000 0,0007 0,0000 0,0003 
AA 0,0000 0,0242 -0,0845 0,0506 0,0052 0,0038 0,0006 0,0001 
BBB 0,0006 0,0007 0,0584 -0,1157 0,0467 0,0050 0,0043 0,0000 
BB 0,0000 0,0012 0,0000 0,0985 -0,2207 0,0856 0,0101 0,0254 
B 0,0006 0,0000 0,0060 0,0008 0,1007 -0,2651 0,0405 0,1166 
CCC 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000 0,0181 0,2457 -0,4395 0,1744 
D 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

Tab. A - 5:  Adjustierte Generator-Matrix für den Zeitabschnitt [2,3] 

                                                           
1054  Einzelne Elemente abseits der Hauptdiagonalen der nicht-adjustierten Generatoren wiesen Werte kleiner 

als eins auf. Das weist auf Nicht-Stationarität des MARKOV-Prozesses hin. Vereinfachend werden hier al-
le negativen Elemente abseits der Hauptdiagonalen auf null gesetzt. Die Diagonalelemente werden ent-
sprechend (3.14) adjustiert. Eine Neuberechnung der Übergangsmatrizen mit Hilfe der so „adjustierten“ 
Generatoren hat lediglich Fehler in der 4. Stelle nach dem Komma ergeben. 
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Anlage 18:  Basket Credit Default Swap Spreads im Modellvergleich 

 

Ausgangspunkt bildet das Zahlenbeispiel von OVERBECK & SCHMIDT zur Ermittlung von 

kth-to Default Swap Spreads.1055 Ein kth-to Default Swap sichert den k-ten Ausfall aus ei-

nem Portfolio mit n Schuldtiteln ab. Die Risikoprämie (Swap-Satz) wird solange gezahlt 

bis entweder der k-te Ausfall eintritt oder der Fälligkeitszeitpunkt des Kontrakts erreicht 

wird. Zugrunde gelegt wird ein Basket mit fünf Schuldtiteln. Die Nominalwerte betragen 

uniform eins. Die Recovery Rate beträgt – ebenfalls krediteinheitlich – 15 %. Zur Kalibrie-

rung der risikoneutralen Hazard Rate-Funktionen werden CDS-Spreads herangezogen. Die 

Spreads sind von den Laufzeiten unabhängig und betragen bei vierteljährlicher Zahlungs-

weise 80, 90, 100, 110 und 120 Basispunkte. Die Zinsstruktur ist flach mit einem Wert von 

5 %. Wenig hilfreich ist, dass die beiden Autoren weder das Ergebnis ihrer Kalibrierung 

angeben, noch genauere Angaben über das verwendete „Standardverfahren“ machen. Hier 

sollen die Gleichungen (5.93), (5.95) und (A15.1) verwendet werden. Da sowohl die Zins-

struktur als auch die Swap-Satz-Struktur flach ist, fällt auch die Hazard Rate-Struktur flach 

aus. Daher kann man sich zur Kalibrierung auf den ersten CDS zur Bestimmung der Ha-

zard Rate-Funktion für das erste Quartal beschränken. Mit Hilfe eines numerischen Iterati-

onsverfahrens erhält man:1056 

Swap-Satz 80 Bp1057 90 Bp 100 Bp 110 Bp 120 Bp 
Hazard-Rate 0,00935309 0,0105223 0,01169137 0,01286051 0,01402965 

Tab. A - 6:  Risikoneutrale (flache) Hazard Rate-Funktionen 
Die CDS-Prämienzahlungen erfolgen vierteljährlich und nachschüssig. Teilprämienzahlungen sind berück-
sichtigt. Kompensationszahlungen erfolgen unmittelbar im Zeitpunkt des Kreditereignisses. Die Recovery 
Rate beträgt einheitlich 15 % und bezieht sich auf den Nominalwert. Die Zinsstruktur ist flach und beträgt 
5 % p. a. Das Quartal wurde in 100.000 Zeitabschnitte zerlegt. 

Die kth-to Default Swaps zahlen ebenfalls auf vierteljährlicher Basis. Zur Bestimmung der 

fairen Swap-Sätze wird die Gleichung (5.152) verwendet. Berücksichtigt werden muss 

jedoch die Recovery Rate von 15 %. Deshalb ist das Ergebnis aus (5.152) noch mit dem 

Ausdruck (1-δ) zu multiplizieren. Das Ergebnisse sind in Tab. A - 7 abgetragen: 

                                                           
1055  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 17 f. 
1056  Das Quartal wurde in 100.000 Zeitabschnitte zerlegt. 
1057  Mit Hilfe von Gleichung (A15.2) erhält man nur approximativ eine flache Hazard Rate-Struktur. Ursache 

ist, dass regelmäßig vi (approximativ) auf eins gesetzt wird. Für den Swap Satz i. H. v. 80 Bp erhält man 
für t=0.25, 0.50, …, 4.75, 5.00 die folgende Hazard Rate Funktion: 0.009422855, 0.009352300, 
0.009352829, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 
0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 
0.009352825, 0.009352825, 0.009352825, 0.009352825. 
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Fortsetzung von Anlage 18: 

 

Korrelation 10 % 20 % 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 
1st-to-Default 4,779 % 4,535 % 4,272 % 3,996 % 3,706 % 3,402 % 3,083 % 
2nd-to-Default 0,613 % 0,745 % 0,867 % 0,974 % 1,065 % 1,114 % 1,189 % 
3rd-to-Default 0,062 % 0,116 % 0,185 % 0,266 % 0,357 % 0,454 % 0,555 % 
4th-to-Default 0,004 % 0,014 % 0,033 % 0,065 % 0,110 % 0,172 % 0,251 % 
5th-to-Default 0,000 % 0,001 % 0,004 % 0,011 % 0,024 % 0,048 % 0,088 % 

Tab. A - 7:  Faire Basket Credit Default Swap-Sätze auf der Basis des semi-analytischen 
Modelansatzes 

Die CDS-Prämienzahlungen erfolgen vierteljährlich und nachschüssig. Teilprämienzahlungen sind berück-
sichtigt. Kompensationszahlungen erfolgen unmittelbar im Zeitpunkt des Kreditereignisses. Die Recovery 
Rate beträgt einheitlich 15 % und bezieht sich auf den Nominalwert. Die Zinsstruktur ist flach und beträgt 
5 % p. a. Das Jahr wurde in 365 Zeitabschnitte zerlegt. Die numerische Integration über den Faktor Ψ erfolgt 
über das Intervall [-6,+6] in 120 Teilschritten. 

Zum Vergleich sind die fairen Swap-Sätze, wie sie von OVERBECK & SCHMIDT auf der 

Basis der Simulation ermittelt worden sind, in Tab. A - 8 abgetragen. Für Korrelationen bis 

40 % liegt weitgehende Übereinstimmung vor. Für darüber hinausgehende – jedoch unrea-

listische – Korrelationen, macht sich die Unabhängigkeitsapproximation im Rahmen des 

Faktoransatzes mit BROWNschen Brücken bemerkbar.1058 Die Swap-Sätze werden für den 

1st-to Default Swap leicht zu hoch und für den 5th-to Default Swap leicht zu niedrig ausge-

wiesen. Ursache ist der approximationsbedingte leichte Verlust an Abhängigkeitsstruktur 

zwischen den einzelnen Kreditausfällen. 

Korrelation 10 % 20 % 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 
1st-to-Default 4,791 % 4,563 % 4,296 % 3,953 % 3,620 % 3,252 % 2,845 % 
2nd-to-Default 0,625 % 0,799 % 0,941 % 1,055 % 1,131 % 1,201 % 1,259 % 
3rd-to-Default 0,058 % 0,130 % 0,201 % 0,296 % 0,398 % 0,523 % 0,635 % 
4th-to-Default 0,003 % 0,015 % 0,040 % 0,076 % 0,126 % 0,202 % 0,306 % 
5th-to-Default 0,000 % 0,003 % 0,006 % 0,013 % 0,030 % 0,057 % 0,118 % 

Tab. A - 8:  Faire Basket Credit Default Swap-Sätze auf der Basis der Simulation 
Die Zahlen wurden durch Overbeck & Schmidt1059 mit Hilfe von jeweils 10.000 Simulationsläufen ermittelt. 
Genaue Spezifikationen der Basket Credit Default Swaps haben die beiden Autoren leider nicht angegeben 
und konnten nur vermutet werden. 

 

                                                           
1058  Vgl. Abschnitt 356. 
1059  Vgl. L. Overbeck und W. Schmidt (2005), Modeling default dependence, S. 18, Exhibit 7. 
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Anlage 19:  Erwartete Tranchenverluste und erwartete Risikoprämienzahlungen bei einer 
flachen Zinsstruktur von null 

 

EUR Erwartete Tranchenverluste Erwartete Risikoprämienzahlungen
Zeit C B A Basket C B A Basket 
0,00 0 0 0 0 11.099 9.316 354 12.373 
0,25 3.280 0 0 3.280 10.579 9.316 354 12.335 
0,50 8.102 1 0 8.103 9.814 9.316 354 12.278 
0,75 14.283 12 0 14.295 8.834 9.316 354 12.205 
1,00 21.672 109 0 21.781 7.663 9.311 354 12.117 
1,25 29.915 540 0 30.455 6.356 9.292 354 12.014 
1,50 38.556 1.809 0 40.365 4.986 9.236 354 11.898 
1,75 46.492 4.437 0 50.929 3.727 9.119 354 11.773 
2,00 53.490 9.033 0 62.523 2.618 8.915 354 11.637 
2,25 59.052 15.823 0 74.875 1.736 8.614 354 11.491 
2,50 63.059 24.551 1 87.611 1.100 8.227 354 11.341 
2,75 65.854 35.275 6 101.135 657 7.752 354 11.182 
3,00 67.605 47.166 21 114.792 380 7.224 354 11.021 
3,25 68.670 60.013 66 128.749 211 6.654 354 10.856 
3,50 69.287 73.471 175 142.933 113 6.057 354 10.689 
3,75 69.629 87.193 410 157.232 59 5.448 354 10.520 
4,00 69.811 100.877 863 171.551 30 4.842 354 10.352 
4,25 69.904 113.886 1.626 185.416 15 4.264 353 10.188 
4,50 69.953 126.721 2.873 199.547 7 3.694 353 10.021 
4,75 69.977 138.376 4.648 213.001 4 3.177 352 9.863 
5,00 69.988 149.090 7.076 226.154 0 0 0 0 
∑ --- --- --- --- 69.988 149.090 7.076 226.154 
∑ --- --- --- --- 226.154 --- 

Tab. A - 9:  Erwartete Tranchenverluste und Risikoprämienzahlungen bei vorschüssiger 
Zahlungsweise und flacher Zinsstruktur von null (I) 

Referenzportfolio: 105 Kredite, NW=10.000 EUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, Rating „BB“, 
Faktorsensitivität ρ=20 %. Zinsstruktur: flach i. H. v. null. Hazard Rate-Funktion: vgl. Tab. 5-6. Tranchen: (0 
EUR, 70.000 EUR] (Tranche C), (70.000 EUR, 280.000 EUR] (Tranche B), (280.000 EUR, 1.050.000 EUR] 
(Tranche A). CDO-Transaktion: 5 Jahre Laufzeit, vierteljährliche vorschüssige Zahlungsweise. Angegeben 
sind die erwarteten Tranchenverluste sowie die erwarteten Risikoprämienzahlungen unter dem risikoneutra-
len Wahrscheinlichkeitsmaß. 
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EUR Erwartete Tranchenverluste Erwartete Risikoprämienzahlungen 
Zeit B3 B2 B1 B B3 B2 B1 B 
0,00 0 0 0 0 5.563 3.281 1.366 9.316 
0,25 0 0 0 0 5.563 3.281 1.366 9.316 
0,50 0 0 0 1 5.563 3.281 1.366 9.316 
0,75 12 0 0 12 5.562 3.281 1.366 9.316 
1,00 109 0 0 109 5.554 3.281 1.366 9.311 
1,25 538 2 0 540 5.520 3.281 1.366 9.292 
1,50 1.793 16 0 1.809 5.420 3.280 1.366 9.236 
1,75 4.356 80 1 4.437 5.217 3.277 1.366 9.119 
2,00 8.726 303 4 9.033 4.869 3.267 1.366 8.915 
2,25 14.908 894 21 15.823 4.378 3.239 1.366 8.614 
2,50 22.348 2.126 77 24.551 3.787 3.181 1.365 8.227 
2,75 30.659 4.379 237 35.275 3.126 3.076 1.361 7.752 
3,00 38.756 7.803 606 47.166 2.483 2.915 1.354 7.224 
3,25 46.180 12.491 1.343 60.013 1.893 2.696 1.341 6.654 
3,50 52.536 18.298 2.637 73.471 1.388 2.423 1.315 6.057 
3,75 57.646 24.877 4.670 87.193 982 2.116 1.275 5.448 
4,00 61.539 31.777 7.561 100.877 672 1.792 1.218 4.842 
4,25 64.303 38.364 11.219 113.886 454 1.483 1.147 4.264 
4,50 66.300 44.652 15.770 126.721 294 1.188 1.058 3.694 
4,75 67.610 50.017 20.749 138.376 191 937 961 3.177 
5,00 68.478 54.557 26.055 149.090 0 0 0 0 
∑ --- --- --- --- 68.479 54.556 26.055 149.090 
∑ --- --- --- --- 149.090 --- 

Tab. A - 10: Erwartete Tranchenverluste und Risikoprämienzahlungen bei vorschüssiger 
Zahlungsweise und einer flachen Zinsstruktur von null (II) 

Referenzportfolio: 105 Kredite, NW=10.000 EUR, δ=30 %, T=5 Jahre, endfällige Tilgung, Rating „BB“, 
Faktorsensitivität ρ=20 %. Zinsstruktur: flach i. H. v. null. Hazard Rate-Funktion: vgl. Tab. 5-6. Tranchen: 
(70.000 EUR, 280.000 EUR] (Tranche B), (70.000 EUR, 140.000 EUR] (Tranche B3), (140.000 EUR, 
210.000 EUR] (Tranche B2), (210.000 EUR, 280.000 EUR] (Tranche B1), CDO-Transaktion: 5 Jahre Lauf-
zeit, vierteljährliche vorschüssige Zahlungsweise. Angegeben sind die erwarteten Tranchenverluste sowie die 
erwarteten Risikoprämienzahlungen unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmaß. 
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Für ein Portfolio mit drei Schuldtiteln ist ein LP-Modell mit 8 Veränderlichen (Elementar-

wahrscheinlichkeiten) aufzustellen. Neben der trivialen Anforderung, dass die Elementar-

wahrscheinlichkeiten zwischen 0 und 1 liegen, sind bei gegebenen (bivariaten) Randvertei-

lungen 7 Nebenbedingungen zu beachten. Daraus resultiert ein Freiheitsgrad. Die Neben-

bedingungen lassen sich wahlweise mit Hilfe der Ausfall- oder den Überlebenswahrschein-

lichkeiten formulieren. In diesem Beispiel wird dem letzteren Weg gefolgt. Als Zielfunkti-

on kommt prinzipiell jede der Elementarwahrscheinlichkeiten in Betracht. Hier wird die 

gemeinsame Überlebenswahrscheinlichkeit π000 maximiert bzw. minimiert: 

Zielfunktion: 
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Nebenbedingungen in Form von Gleichungen (Randverteilungen): 
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Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen (Wertebereich der Wahrscheinlichkeiten): 

,≤π 1  (A20.3) 

.≥π 0  (A20.4) 
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Anlage 21:  PROMISE-K 2001-1 PLC Information Memorandum (Auszüge) 

 

THE NOTES 
 
The following is the text of the Terms and Conditions applicable to each Class of Notes which will be at-
tached to each Global Note. In case of any overlap or inconsistency in the definition of a term or expression 
in the Terms and Conditions and elsewhere in this Information Memorandum, the definition in the Terms and 
Conditions will prevail. 
 
THE PAYMENT OF PRINCIPAL OF AND, DUE TO POTENTIAL PRINCIPAL REDUCTIONS, INTER-
EST ON THE NOTES IS CONDITIONAL UPON THE PERFORMANCE OF THE REFERENCE 
CLAIMS AS SET OUT IN SECTION 8 (LOSS ALLOCATION) AND SECTION 9 (UNJUSTIFIED LOSS 
ALLOCATION). THERE IS NO GUARANTEE THAT THE NOTEHOLDERS SHALL RECEIVE THE 
FULL PRINCIPAL AMOUNT OF THE NOTES AND INTEREST THEREON AND ULTIMATELY THE 
OBLIGATIONS OF THE ISSUER TO PAY PRINCIPAL UNDER THE NOTES COULD EVEN BE RE-
DUCED TO EUR 1 PER NOTE AS A RESULT OF LOSSES INCURRED IN RESPECT OF THE REFER-
ENCE CLAIMS. NEITHER THE NOTEHOLDERS NOR THE ISSUER SHALL HAVE ANY RIGHT TO 
OR INTEREST IN ANY REFERENCE CLAIM EVEN IN THE CASE THAT A REALISED LOSS IN 
RESPECT OF SUCH REFERENCE CLAIM HAS BEEN ALLOCATED TO THE NOTES IN ACCOR-
DANCE WITH THE LOSS ALLOCATION. THE NOTES REPRESENT OBLIGATIONS OF THE IS-
SUER ONLY, AND DO NOT REPRESENT AN INTEREST IN OR OBLIGATIONS OF THE TRUSTEE, 
THE BANK, KFW OR ANY OF THEIR RESPECTIVE AFFILIATES OR ANY AFFILIATE OF THE 
ISSUER OR ANY OTHER THIRD PERSON OR ENTITY. NEITHER THE NOTES NOR THE REFER-
ENCE CLAIMS WILL BE INSURED OR GUARANTEED BY ANY GOVERNMENTAL AGENCY OR 
INSTRUMENTALITY OR BY THE BANK, THE TRUSTEE OR KFW OR ANY OF THEIR RESPEC-
TIVE AFFILIATES OR BY ANY OTHER PERSON OR ENTITY EXCEPT AS DESCRIBED HEREIN. 
 
1. Notes 
1.1 Principal Amounts; Definitions 
 
PROMISE-K 2001-1 PLC, incorporated under the laws of Ireland as a public limited company with its regis-
tered office in Dublin, Ireland (the "Issuer") issues the following classes of credit linked notes in bearer form 
(each a "Class", and collectively, the "Notes") pursuant to these terms and conditions (the "Terms and Condi-
tions"): 
 
(a) Class A+ Floating Rate Credit Linked Notes (the "Class A+ Notes") which are issued in an initial aggre-
gate principal amount of EUR 250,000 and divided into 25 Class A+ Notes, each having a principal amount 
of EUR 10,000, 
 
(b) Class A Floating Rate Credit Linked Notes (the "Class A Notes'') which are issued in an initial aggregate 
principal amount of EUR 10,000,000 and divided into 100 Class A Notes, each having a principal amount of 
EUR 100,000, 
 
(c) Class B Floating Rate Credit Linked Notes (the "Class B Notes'') which are issued in an initial aggregate 
principal amount of EUR 11,000,000 and divided into 110 Class B Notes, each having a principal amount of 
EUR 100,000, 
 
(d) Class C Floating Rate Credit Linked Notes (the "Class C Notes'') which are issued in an initial aggregate 
principal amount of EUR 26,500,000 and divided into 265 Class C Notes, each having a principal amount of 
EUR 100,000, and 
 
(e) Class D Floating Rate Credit Linked Notes (the "Class D Notes'') which are issued in an initial aggregate 
principal amount of EUR 10,000,000 and divided into 100 Class D Notes, each having a principal amount of 
EUR 100,000. 
 
Terms used but not defined in the Terms and Conditions have the same meaning as in Appendix A, B or C 
attached hereto, each of which forms an integral part of the Terms and Conditions. The holders of the Notes 
are referred to as the "Noteholders". 
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1.2 Global Notes 
 
Each Class of Notes is initially represented by a temporary global bearer note (the "Temporary Global Note") 
without interest coupons. The Temporary Global Notes shall be exchangeable, as provided in Section 1.3 
(Notes — Exchange of Temporary Global Notes) for permanent global bearer notes (each a "Permanent Glo-
bal Note") without interest coupons representing each such Class. Each Permanent Global Note shall be kept 
in custody by The Chase Manhattan Bank London Branch or any successor as common depositary for Euro-
clear Bank S.A./N.V. as operator of the Euroclear System ("Euroclear") and Clearstream Banking, société 
anonyme ("Clearstream, Luxembourg"), until all obligations of the Issuer under the Class represented by it 
have been satisfied. 
 
Definitive Notes and interest coupons shall not be issued. 
 
Each Permanent Global Note and each Temporary Global Note is also referred to herein as a "Global Note". 
 
Copies of the form of the Global Notes are available free of charge at the specified offices of the Principal 
Paying Agent and the Luxembourg Intermediary. 
 
1.3 Exchange of Temporary Global Notes 
 
The Temporary Global Notes shall be exchanged for the Permanent Global Notes on a date (the "Exchange 
Date") not earlier than 40 calendar days and not later than 180 calendar days after the date of issue of the 
Temporary Global Notes upon delivery by the relevant Euroclear Participant or Clearstream, Luxembourg 
Participant to Euroclear or Clearstream, Luxembourg, as relevant, and by Euroclear or Clearstream, Luxem-
bourg to the Principal Paying Agent, of certificates in the form which forms part of the Temporary Global 
Notes and are available from the Principal Paying Agent for such purpose, to the effect that the beneficial 
owner or owners of the Notes represented by the relevant Temporary Global Note is not a U.S. person or are 
not U.S. persons other than certain financial institutions or certain persons holding through such financial 
institutions. Each Permanent Global Note delivered in exchange for the relevant Temporary Global Note 
shall be delivered only outside of the United States. "United States" means, for the purposes of this Section 
1.3, the United States of America (including the States thereof and the District of Columbia) and its posses-
sions (including Puerto Rico, the U.S. Virgin Islands, Guam, American Samoa, Wake Island and the North-
ern Mariana Islands). Any exchange of a Temporary Global Note pursuant to this Section 1.3 shall be made 
free of charge to the Noteholders. 
 
1.4 Execution 
 
Each Global Note is manually signed by or on behalf of the Issuer. 
 
2. Rights and Obligations under the Notes 
2.1 Status of the Notes 
 
The Notes constitute direct and unsubordinated obligations of the Issuer, ranking pari passu among them-
selves and at least pari passu with all other current and future unsubordinated obligations of the Issuer, sub-
ject to the Loss Allocation, the Collateral and the Noteholder Collateral pursuant to Section 3 (Collateral; 
Noteholder Collateral), the redemption of the Notes in accordance with Section 10.1 (Redemption — Sched-
uled Maturity) and Section 10.3 (Redemption — Early Amortisation), if applicable. 
 
The payment of principal of and, due to potential principal reductions, interest on the Notes is conditional 
upon the performance of the Reference Claims as set out in Section 8 (Loss Allocation) and Section 9 (Un-
justified Loss Allocation). There is no guarantee that the Noteholders shall receive the full principal amount 
of the Notes and interest thereon and ultimately the obligations of the Issuer to pay principal under the Notes 
could even be reduced to EUR 1 per Note as a result of losses incurred in respect of the Reference Claims. 
 
2.2 Obligations under the Notes 
 
The Notes represent obligations of the Issuer only, and do not represent an interest in or obligations of the 
Trustee, the Bank, KfW or any of their respective affiliates or any affiliate of the Issuer or any other third 
person or entity. Neither the Notes nor the Reference Claims will be insured or guaranteed by any govern- 
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mental agency or instrumentality or by the Bank, the Trustee or KfW or any of their respective affiliates or 
by any other person or entity except as described herein. 
 
2.3 Limited Recourse 
 
The Issuer's ability to satisfy its payment obligations under the Notes is dependent upon it receiving in full 
the amounts payable to it under the Certificates and under the other Transaction Documents or the amount of 
the proceeds resulting from enforcement of the security granted by the Issuer to the Trustee over the Certifi-
cates and its other assets pursuant to the Trust Agreement and the Irish Security Agreement or, as the case 
may be, the amount of proceeds resulting from enforcement of the security granted by the Issuer to the man-
ager, as the initial holder of the Notes, pursuant to the Noteholder Security Agreement. If the Trustee en-
forces the claims under the Notes, such enforcement will be limited to those assets of the Issuer over which 
the Trustee was granted security. To the extent that such assets, or the proceeds of the realisation thereof, 
prove ultimately insufficient to satisfy the claims of all Noteholders in full, then any shortfall arising shall be 
extinguished and neither any Noteholder nor the Trustee shall have any further claims against the Issuer. 
Such assets and proceeds shall be deemed to be "ultimately insufficient" at such time when no further assets 
are available and no further proceeds can be realised therefrom to satisfy any outstanding claims of the Note-
holders, and neither assets nor proceeds will be so available thereafter. 
 
2.4 No Interest in Reference Claims 
 
Neither the Noteholders nor the Issuer shall have any right to or interest in any Reference Claim even in the 
case that a Realised Loss in respect of such Reference Claim has been allocated to the Notes in accordance 
with the Loss Allocation. 
 
3. Collateral; Noteholder Collateral 
 
The Issuer shall: 
 
(i) pledge (Pfandrecht) all its present and future claims and rights against KfW under the Certificates as well 
as all its present and future claims and rights under the other Transaction Documents (other than the Irish 
Account Agreement, the Administration Agreement and the Irish Security Agreement) and in respect of the 
Issuer's German Account to the Trustee to secure the Trustee Claim under the Trust Agreement. The Trustee 
Claim entitles the Trustee to demand that all present and future obligations of the Issuer under the Notes be 
fulfilled, as set out in Appendix A to the Terms and Conditions; and 
 
(ii) charge all its present and future right, title and interest in the administration agreement (the "Administra-
tion Agreement") between the Issuer and SPV Management (Dublin) Limited as corporate administrator of 
the Issuer (the "Administrator") dated May 30, 2001 to the Trustee as security for the Trustee Claim pursuant 
to an Irish security agreement (the "Irish Security Agreement") between the Issuer and the Trustee dated May 
30, 2001 (together with the rights and claims pledged as set out under (i), the "Collateral"). 
 
In addition to the Collateral, the Issuer will on the Closing Date grant a Second Pledge for each Note of a 
Class over all its present and future rights and claims under the corresponding Certificate to secure the Is-
suer's obligations under such Note (together, the "Noteholder Collateral") pursuant to an agreement (the "No-
teholder Security Agreement") between the Issuer and the manager, as the initial holder of the Notes, dated 
May 30, 2001. The text of the Noteholder Security Agreement is attached as Appendix D to the Terms and 
Conditions and constitutes an integral part of the Terms and Conditions. The Second Pledges securing the 
Notes of a particular Class shall rank pari passu among each other. The First Pledge on any Certificate under 
the Trust Agreement shall rank senior to all Second Pledges in respect of such Certificate created by the 
Noteholder Security Agreement. The Second Pledges in respect of any Certificate may not be exercised as 
long as the First Pledge in respect of such Certificate validly exists. 
 
Notwithstanding the Collateral and/or the Noteholder Collateral, the amount of principal of and, due to po-
tential principal reductions, interest on the Notes may be reduced as a result of Realised Losses incurred with 
respect to the Reference Claims and only the obligations of the Issuer to pay any amount of principal and 
interest determined to be due to the Noteholders in accordance with the Terms and Conditions, which may be 
reduced by such Realised Losses, shall have the benefit of the Collateral and/or the Noteholder Collateral. 
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4. Reference Pool 
 
The payment of principal of and, due to potential principal reductions, interest on the Notes is conditional 
upon the performance of a reference pool of certain claims (the "Reference Pool") as set out in Section 8 
(Loss Allocation) and Section 9 (Unjustified Loss Allocation). The Reference Pool is constituted in accor-
dance with and must comply with certain requirements and conditions (the "Reference Pool Provisions ") set 
out in Appendix B attached to the Terms and Conditions. The Reference Pool Provisions constitute an inte-
gral part of the Terms and Conditions. 
 
5. Trustee 
5.1 Trust Agreement 
 
(…) 
 
5.2 Obligation to Maintain a Trustee 
 
(…) 
 
6. Payments 
6.1 General 
 
Payments in respect of the Notes shall be made by wire transfer of same day funds to, or to the order of, 
Euroclear and Clearstream, Luxembourg, as relevant, for credit to the accounts held by the relevant Euroclear 
Participants and Clearstream, Luxembourg Participants for subsequent transfer to the holders of the Notes. 
 
6.2 Payments of Interest on Temporary Global Notes 
 
Payments of interest in respect of any Notes represented by a Temporary Global Note shall be made by wire 
transfer of same day funds to, or to the order of, Euroclear and Clearstream, Luxembourg, as relevant, for 
credit to the relevant Euroclear Participants and Clearstream, Luxembourg Participants for subsequent trans-
fer to the holders of the Notes upon due certification as provided in Section 1.3 (Notes — Exchange of Tem-
porary Global Notes). 
 
6.3 Discharge 
 
All payments in respect of any Note made by the Issuer to Euroclear and Clearstream, Luxembourg, as rele-
vant, shall discharge the liability of the Issuer under such Note to the extent of the sums so paid. 
 
6.4 Business Day 
 
If the date for any payment in respect of any Note is not a Business Day, such payment shall not be made 
until the next succeeding day which is a Business Day unless it would thereby fall into the next calendar 
month, in which case the payment shall be made on the immediately preceding Business Day. "Business 
Day" means a day which is a TARGET Settlement Day and a Frankfurt Business Day. "TARGET Settlement 
Day" means a day on which TARGET (the Trans- European Automated Real-time Gross settlement Express 
Transfer system) is open. "Frankfurt Business Day" means a day on which commercial banks are open for 
general business (including dealings in foreign exchange and foreign currency deposits) and foreign ex-
change markets settle payments in Frankfurt am Main. 
 
7. Payments of Interest 
7.1 Accrual Basis 
 
The Note Principal Amount shall bear interest from May 30, 2001 (the "Issue Date") until the close of the 
day (both days inclusive) preceding the day on which such amount has been redeemed in full or reduced to 
EUR 1 by allocation of Realised Losses pursuant to the Loss Allocation. "Note Principal Amount" of any 
Note means with respect to any date an amount (rounded, if necessary, to the nearest EUR 0.01, with EUR 
0.005 being rounded upwards) equal to the initial principal amount of such Note as, on or before such date, 
(i) reduced by any Realised Losses allocated to such Note, (ii) increased by any Late Recoveries or as a result 
of any Unjustified Loss Allocation procedure, and (iii) reduced by any amounts paid on such Note in respect  
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of principal. "Class Principal Amount" means, with respect to each Class, the aggregate of the Note Principal 
Amounts of such Class. 
 
7.2 Interest Payment Dates 
 
Without prejudice to Section 13, third paragraph, payments of interest on the Notes to the Noteholders shall 
become due and payable quarterly in arrear, on each 30th day of March, June, September and December of 
each year (each, an "Interest Payment Date"), subject to Section 6.4 (Business Day). The first Interest Pay-
ment Date shall be September 30, 2001. 
 
7.3 Interest Amount 
 
The amount of interest payable in respect of each Note on any Interest Payment Date (the "Interest Amount") 
shall be calculated by applying the Interest Rate for the relevant Interest Accrual Period to its Note Principal 
Amount outstanding as of the immediately preceding Interest Payment Date or the Issue Date (in the case of 
the first Interest Payment Date), and multiplying the result by the actual number of days in the relevant Inter-
est Accrual Period divided by 360 and rounding the result to the nearest EUR 0.01 (with EUR 0.005 being 
rounded upwards). 
 
7.4 Interest Accrual Periods 
 
"Interest Accrual Period" means, in respect of the first Interest Payment Date, the period commencing on 
(and including) the Issue Date and ending on (but excluding) the first Interest Payment Date and in respect of 
any subsequent Interest Payment Date, the period commencing on (and including) the immediately preceding 
Interest Payment Date and ending on (but excluding) such Interest Payment Date. 
 
7.5 Interest Rates 
 
The interest rate payable on the Notes for each Interest Accrual Period (each, an "Interest Rate") shall be 
 
in the case of the Class A+ Notes, EURIBOR plus 0.25% per annum, 
in the case of the Class A Notes, EURIBOR plus 0.45% per annum, 
in the case of the Class B Notes, EURIBOR plus 0.65% per annum, 
in the case of the Class C Notes, EURIBOR plus 1.30% per annum, and 
in the case of the Class D Notes, EURIBOR plus 3.50% per annum. 
 
"EURIBOR" for each Interest Accrual Period means the rate for deposits in euro for a period of three months 
(with respect to the first Interest Accrual Period interpolated between 3 and 4 months) which appears on 
Bridge Telerate Page 248 of the Associated Press-Dow Jones Telerate Service (or such other page as may 
replace such page on that service for the purpose of displaying Brussels interbank offered rate quotations of 
major banks) as of 11:00 a.m. (Brussels time) on the second TARGET Settlement Day immediately preced-
ing the commencement of such Interest Accrual Period (each, a "EURIBOR Determination Date"), all as 
determined by the Principal Paying Agent. 
 
(…) 
 
In the event that the Principal Paying Agent is on any EURIBOR Determination Date required but unable to 
determine EURIBOR for the relevant Interest Accrual Period in accordance with the above, EURIBOR for 
such Interest Accrual Period shall be the EURIBOR as determined on the previous EURIBOR Determination 
Date. 
 
7.6 Determinations; Notifications 
 
(…) 
 
8. Loss Allocation 
8.1 Order and Conditions 
 
On each Interest Payment Date the aggregate amount of any Realised Losses shall be allocated as follows 
(the "Loss Allocation"): 
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first, to reduce the Outstanding Threshold Amount, 
 
second, after the Outstanding Threshold Amount has been reduced to zero, to reduce equally the Note Princi-
pal Amounts of the Class D Notes, 
 
third, after the Note Principal Amount of the Class D Notes has been reduced to EUR 1 per Note, to reduce 
equally the Note Principal Amounts of the Class C Notes, 
 
fourth, after the Note Principal Amount of the Class C Notes has been reduced to EUR 1 per Note, to reduce 
equally the Note Principal Amounts of the Class B Notes, 
 
fifth, after the Note Principal Amount of the Class B Notes has been reduced to EUR 1 per Note, to reduce 
equally the Note Principal Amounts of the Class A Notes, 
 
sixth, after the Note Principal Amount of the Class A Notes has been reduced to EUR 1 per Note, to reduce 
equally the Note Principal Amounts of the Class A+ Notes, provided that only the product of the Realised 
Losses and the A+ Factor shall be allocated to the Class A+ Notes on such Interest Payment Date, whereby 
"A+ Factor" means 250 divided by 895,000; 
 
provided that (i) the Bank has duly notified the Trustee pursuant to Section 8.4 (Loss Allocation — Notice to 
Trustee) and (ii) such Loss Allocation shall be made in accordance with the terms of the Trustee's confirma-
tion pursuant to Clause 8(3) of the Trust Agreement. Realised Losses may not be allocated pursuant to the 
Loss Allocation if and for as long as the Issuer is in breach of its obligation to maintain a trustee pursuant to 
Section 5 (Trustee) or the Bank or the Issuer is in breach of its obligations under the Trust Agreement and 
such breach of the Trust Agreement may affect the exercise of the Trustee's rights and obligations under the 
Trust Agreement to the detriment of the Transaction Creditors, provided that such Realised Losses may be 
allocated pursuant to the Loss Allocation once such breach has been remedied but only to the extent that no 
such breach has resulted in or increased any such Realised Loss. 
 
Reference Claims in respect of which any of the Eligibility Criteria, Replenishment Conditions, Servicing 
Standards or, if relevant, requirements for transfer of such Reference Claim pursuant to Provision 8(A) of the 
Reference Pool Provisions (Transfers) is not complied with shall not qualify for allocation of Realised Losses 
pursuant to the Loss Allocation, subject to certain limited exceptions, as set out in Provision 9 of the Refer-
ence Pool Provisions (Non-compliance). 
 
The allocation of Realised Losses to any Note shall not be affected by the invalidity or unenforceability of 
any other Note ranking equal or junior to such Note for the purposes of the Loss Allocation. If any Note 
remains outstanding after any other Note, ranking equal or junior to such outstanding Note for the purposes 
of the Loss Allocation, has, for any reason, been redeemed, other than in accordance with the Terms and 
Conditions, in full or in part (as opposed to any reduction of the principal amount by the Loss Allocation), 
each such redeemed Note shall be deemed to remain outstanding for the purposes of the Loss Allocation in 
respect of such Note. 
 
"Realised Loss" means, with respect to a Liquidated Reference Claim, the Outstanding Nominal Amount of 
such Liquidated Reference Claim as of the end of the Collection Period during which it became a Liquidated 
Reference Claim, provided that in connection with payment rescheduling or debt restructuring of a Reference 
Claim any amount of principal foregone as part thereof in accordance with the Servicing Standards, shall be 
included in the Realised Loss with respect to such Reference Claim. 
 
For the avoidance of doubt, Realised Loss shall not include any accrued interest on or enforcement costs in 
respect of a Liquidated Reference Claim. 
 
"Collection Period" means with respect to the first Interest Payment Date the period from the Cut-off Date 
until the last Frankfurt Business Day of the calendar month immediately preceding the month in which the 
first Interest Payment Date occurs (both days inclusive), and with respect to any subsequent Interest Payment 
Date the period from the calendar day immediately following the last day of the previous Collection Period 
until the last Frankfurt Business Day of the calendar month immediately preceding the month in which the 
relevant Interest Payment Date occurs (both days inclusive) and "related Collection Period" means in connec-
tion with an Interest Payment Date or a Determination Date the Collection Period immediately preceding 
such Interest Payment Date or Determination Date. 
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"Outstanding Threshold Amount" means, in respect of any Interest Payment Date, EUR 47,500,000 minus 
any Realised Losses previously allocated to the Outstanding Threshold Amount pursuant to this Section 8.1 
(such Realised Losses as reduced by any Late Recoveries and as a result of the Unjustified Loss Allocation 
procedure). 
 
"Liquidated Reference Claim" means a Reference Claim: 
 
(i) in respect of which a Credit Event had occurred and was not remedied before a Credit Event Notice has 
been given pursuant to (ii) below, 
 
(ii) in respect of which a Credit Event Notice has been given regarding such Credit Event, and 
 
(iii) in respect of which the Bank has notified the Trustee as set out in Section 8.4 (Loss Allocation — Notice 
to Trustee). 
 
"Defaulted Reference Claim" means a Reference Claim, other than a Liquidated Reference Claim: 
 
(i) in respect of which a Credit Event had occurred and was not remedied before a Credit Event Notice has 
been given pursuant to (ii) below, and 
 
(ii) in respect of which a Credit Event Notice has been given regarding such Credit Event. 
 
"Credit Event" means with respect to a Reference Claim the occurrence, after the Issue Date, of (i) Bank-
ruptcy, or (ii) Failure to Pay. Without prejudice to the Eligibility Criteria and the Replenishment Conditions, 
if an occurrence would otherwise constitute a Credit Event, such occurrence will constitute a Credit Event 
whether or not such occurrence arises directly or indirectly from (a) any lack or alleged lack of authority or 
capacity of a Debtor (as defined in Provision 4(e) of the Reference Pool Provisions) to enter into any Refer-
ence Transaction underlying a Reference Claim, and (b) any actual or alleged unenforceability, illegality, 
impossibility or invalidity with respect to any Reference Claim, however described. 
 
"Bankruptcy" means the Debtor: (a) is dissolved (other than pursuant to a consolidation, amalgamation or 
merger); (b) becomes insolvent or is unable to pay its debts or fails or admits in writing its inability generally 
to pay its debts as they become due; (c) makes a general assignment, arrangement or composition with or for 
the benefit of its creditors; (d) institutes or has instituted against it proceedings seeking a judgement of insol-
vency or bankruptcy or any other relief under any bankruptcy or insolvency law or other similar law affecting 
creditors’ rights, or a petition is presented for its winding-up or liquidation, and, in the case of any such pro-
ceeding or petition instituted or presented against it, such proceedings or petition (i) results in a judgement of 
insolvency or bankruptcy or the entry of an order for relief or the making of an order for its winding-up or 
liquidation or (ii) is not dismissed, discharged, stayed or restrained in each case within 30 calendar days of 
the institution or presentation thereof; (e) has a resolution passed for its winding-up, official management or 
liquidation (other than pursuant to a consolidation, amalgamation or merger); (f) seeks or becomes subject to 
the appointment of an administrator, provisional liquidator, conservator, receiver, trustee, custodian or other 
similar official for it or for all or substantially all its assets; (g) has a secured party take possession of all or 
substantially all its assets or has a distress, execution, attachment, sequestration or other legal process levied, 
enforced or sued on or against all or substantially all its assets and such secured party maintains possession, 
or any such process is not dismissed, discharged, stayed or restrained, in each case within 30 calendar days 
thereafter; (h) causes or is subject to any event with respect to it which, under the applicable laws of any 
jurisdiction, has an analogous effect to any of the events specified under clauses (a) to (g) (inclusive); or (i) 
takes any action in furtherance of, or indicating its consent to, approval of, or acquiescence in, any of the 
foregoing acts. 
 
"Failure to Pay" means, with respect to a Reference Claim that a due payment in an aggregate amount of not 
less than EUR 2,500, or, if lower, 50% of the Outstanding Nominal Amount of such Reference Claim has not 
been made when due within 90 calendar days from the relevant due date (after giving effect to any grace 
period applicable on the Issue Date or the Replenishment Date on which such Reference Claim was added to 
the Reference Pool, as relevant, but irrespective of any extension thereof after the Issue Date or the relevant 
Replenishment Date, as the case may be), provided that a payment of any amount shall have been "made" if 
the related payment obligation of the Debtor pursuant to the underlying Reference Transaction has been fully 
satisfied in such amount. 
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"Credit Event Notice" means an irrevocable notice by the Bank to the Trustee that a Credit Event has oc-
curred and was not remedied. A Credit Event Notice must be given by the Bank as soon as practicable, but 
not later than 90 calendar days, after the relevant Bank Entity has become aware of the occurrence of the 
Credit Event, and must contain a description in reasonable detail of the facts relevant to the determination 
that a Credit Event has occurred and specify the date when the Credit Event occurred and the Reference 
Claim in respect of which the Credit Event occurred. A Credit Event Notice may be delivered between 9:00 
a.m. and 4:00 p.m. (Frankfurt time) on any Frankfurt Business Day by mail, telefax or e-mail in accordance 
with the Trust Agreement. If a Credit Event Notice is delivered to the Trustee after 4:00 p.m. (Frankfurt time) 
on a Frankfurt Business Day or on a day which is not a Frankfurt Business Day, such Credit Event Notice 
shall be deemed delivered on the immediately following Frankfurt Business Day. 
 
8.2 Late Recoveries 
 
Any payment a Bank Entity receives on a Liquidated Reference Claim during a Collection Period and which 
is allocable to the principal amount of the Liquidated Reference Claim pursuant to Provision 7 of the Refer-
ence Pool Provisions (Allocations of Payments and Foreclosure Proceeds; Set-off) in respect of which Real-
ised Losses had been allocated to the Notes and/or the Outstanding Threshold Amount (each, a "Late Recov-
ery"), shall be allocated as of the following Interest Payment Date (after the Loss Allocation on such date in 
accordance with Section 8.1 (Loss Allocation - Order and Conditions)) to reverse previous Loss Allocations 
in an order which is the reverse of the order of the Loss Allocation set forth in Section 8.1 (Loss Allocation - 
Order and Conditions). Accordingly, the amount of such Late Recoveries shall be allocated, in such reverse 
order, to increase the Note Principal Amounts of the Notes of the relevant Class or Classes and/or the Out-
standing Threshold Amount, provided that the allocation of any Late Recoveries to reverse any Loss Alloca-
tion to the Class A+ Notes shall increase the Note Principal Amount of the Class A+ Notes in an amount 
equal to the product of such Late Recoveries and the A+ Factor. 
 
For the avoidance of doubt, 
 
(i) for the period from the allocation of Realised Losses to any Notes pursuant to the Loss Allocation until the 
allocation of related Late Recoveries pursuant to this Section 8.2, the Noteholders shall receive no additional 
payment of interest in respect of the increase of the Note Principal Amounts pursuant to this Section 8.2 or 
otherwise on the account of the amount of such Late Recoveries; 
 
(ii) Late Recoveries shall constitute Collections on the relevant Reference Claims; and 
 
(iii) the Noteholders shall have no rights with respect to any Late Recoveries after the final redemption of 
their Notes. 
 
8.3 Determinations 
 
Any Realised Losses in respect of a Collection Period and their allocation on the related Interest Payment 
Date shall be determined by the Bank not later than on the relevant Determination Date. The Trustee is 
obliged under the Trust Agreement duly to protect the interests of the Noteholders subject to and in accor-
dance with Clause 2(1) of the Trust Agreement. 
 
8.4 Notice to Trustee 
 
(…) 
 
9. Unjustified Loss Allocation 
9.1 Reversal of Realised Loss 
 
On the Interest Payment Date following the determination of an Unjustified Loss Allocation: 
 
(i) the amount of such Unjustified Loss Allocation shall be allocated pursuant to Section 8.2 (Loss Allocation 
- Late Recoveries) in the same way as Late Recoveries, and 
 
(ii) the Issuer shall, in respect of each Interest Payment Date since the Interest Payment Date on which the 
Unjustified Loss Allocation was made, pay the amount of interest which would have been payable on any 
Class of Notes on such Interest Payment Date if such Unjustified Loss Allocation had not occurred, increased  
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in each case by default interest at a rate of 6% per annum on the amount by which the Note Principal A-
mounts of each relevant Class of Notes are increased in accordance with Section 8.2 (Loss Allocation- Late 
Recoveries) as a result of such Unjustified Loss Allocation. 
 
Noteholders shall have no rights with respect to an Unjustified Loss Allocation after the final redemption of 
their Notes. 
 
"Unjustified Loss Allocation" means any Loss Allocation or any part thereof which was not made in compli-
ance with Section 8 (Loss Allocation). 
 
9.2 Collections 
 
For the avoidance of doubt, any payment or other reduction of the principal amount (in accordance with 
Provision 7 of the Reference Pool Provisions (Allocations of Payments and Foreclosure Proceeds; Set-off) of 
a Reference Claim for which an Unjustified Loss Allocation has been determined shall constitute a Collec-
tion on such Reference Claim. 
 
9.3 Determinations 
 
Unjustified Loss Allocation for a given Collection Period, if any, shall be determined and the reinstatement 
of the Outstanding Threshold Amount and/or the Note Principal Amount of any Note shall be calculated by 
the Bank in accordance with the Trust Agreement not later than on the relevant Determination Date. 
 
10. Redemption 
10.1 Scheduled Maturity 
 
The Notes shall be redeemed on the Interest Payment Date falling in June 2006 (the "Scheduled Maturity 
Date") at their Note Principal Amount as of the Scheduled Maturity Date, unless redeemed earlier in accor-
dance with Section 11 (Early Redemption for Default), Section 12 (Early Redemption by the Issuer) or Sec-
tion 10.3 (Redemption — Early Amortisation) or unless any Reference Claim (other than a Liquidated Refer-
ence Claim or a Non-qualifying Reference Claim) is overdue and outstanding as to principal as of the end of 
the Collection Period immediately preceding the Scheduled Maturity Date (each, an "Overdue Reference 
Claim"). If any Reference Claim qualifies as an Overdue Reference Claim, the redemption of the Notes shall 
be subject to the following: 
 
(a) the Outstanding Nominal Amount of each Overdue Reference Claim as of the end of the Collection Pe-
riod immediately preceding the Scheduled Maturity Date shall be deemed to be a Realised Loss, if the sum of 
(A) such deemed Realised Losses, and (B) any other Realised Losses to be allocated as of the Scheduled 
Maturity Date does not exceed the Outstanding Threshold Amount as of the end of the Collection Period 
immediately preceding the Scheduled Maturity Date; 
 
(b) if the sum of the amounts referred to in (a)(A) and (B) above, exceeds the Outstanding Threshold Amount 
as of the end of the Collection Period immediately preceding the Scheduled Maturity Date, the Bank shall 
have the right to determine Appraised Loss for one or more Overdue Reference Claims, provided that the 
sum of (i) the Appraised Losses and (ii) the Outstanding Nominal Amounts of any Overdue Reference 
Claims as of the end of the Collection Period immediately preceding the Scheduled Maturity Date for which 
Appraised Losses have not been determined, if any, shall be deemed to be Realised Losses if, on such basis, 
(A) the aggregate amount of the Realised Losses so determined together with (B) all other Realised Losses to 
be allocated as of the Scheduled Maturity Date does not exceed the Outstanding Threshold Amount as of the 
end of the Collection Period immediately preceding the Scheduled Maturity Date; 
 
(c) if the Overdue Reference Claims cannot be allocated pursuant to (a) or (b) above, the redemption of those 
Notes, to which the Outstanding Nominal Amounts of those Overdue Reference Claims would be allocated 
pursuant to the Loss Allocation if those amounts were Realised Losses, shall be deferred so that the aggregate 
outstanding Note Principal Amounts of such Notes immediately after the Scheduled Maturity Date are in an 
amount equal to the aggregate Outstanding Nominal Amount of the Overdue Reference Claims minus the 
Outstanding Threshold Amount as of the end of the Collection Period immediately preceding the Scheduled 
Maturity Date; and 
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 (d) if one or more Classes of Notes remain outstanding pursuant to paragraph (c) above, the Terms and Con-
ditions shall continue to apply to such Classes of Notes, provided that on each Interest Payment Date follow-
ing the Scheduled Maturity Date, such Classes of Notes shall be redeemed sequentially, starting with the 
most senior Class or Classes of Notes for the purposes of the Loss Allocation and provided that next Class or 
Classes shall be redeemed only after the Class or Classes more senior for the purposes of the Loss Allocation 
have been fully redeemed, as follows: the Note Principal Amount of each Note of the relevant Class, as re-
duced by the Loss Allocation as of such Interest Payment Date, shall be repaid in an amount equal to the 
excess of (A) the aggregate Note Principal Amounts of all Notes as of the calendar day preceding such Inter-
est Payment Date reduced by Realised Losses allocated to such Notes as of such Interest Payment Date and 
increased by any Late Recoveries or as a result of any Unjustified Loss Allocation procedure as of such In-
terest Payment Date over (B) the amount of the aggregate Outstanding Nominal Amounts of all Defaulted 
Reference Claims and/or Overdue Reference Claims as of the end of the Collection Period immediately pre-
ceding such Interest Payment Date. 
 
provided that such amount shall 
 
(A) in the case of the Class A+ Notes be multiplied by the A+ Factor; and 
 
(B) in each case, be divided by the number of Notes of such Class and rounded to the nearest EUR 0.01 (with 
EUR 0.005 being rounded upwards). 
 
"Outstanding Nominal Amount" means (i) with respect to a Reference Claim other than a Guarantee Refer-
ence Claim, the initial principal amount of such Reference Claim as of the Cut-off Date or the Replenishment 
Date on which it was added to the Reference Pool, as relevant, as reduced by the Collections in respect of 
such Reference Claim and any amounts of principal foregone and (ii) with respect to a Guarantee Reference 
Claim, the sum of the amount of the Indemnification Guarantee Reference Claim and the amount of the Con-
tingent Guarantee Reference Claim under such Guarantee Reference Claim. 
 
"Guarantee Reference Claim" means at any time the Indemnification Guarantee Reference Claim or the Con-
tingent Guarantee Reference Claim under a Reference Guarantee at such time or, in the case of a Reference 
Guarantee which is partly drawn and partly still available for drawing, the Indemnification Guarantee Refer-
ence Claim and the Contingent Guarantee Reference Claim under such Reference Guarantee, taken together. 
"Indemnification Guarantee Reference Claim" means the claim of the relevant Bank Entity under a Reference 
Guarantee for repayment of the amount for which such Reference Guarantee has been drawn. 
 
"Contingent Guarantee Reference Claim" means the potential Indemnification Guarantee Reference Claim 
with respect to a Guarantee Reference Claim corresponding to the portion of the underlying Reference Guar-
antee not drawn and still available for drawing. 
 
"Collections " means with respect to a Reference Claim, all payments (including prepayments, foreclosure 
proceeds and Late Recoveries) allocable to the principal amount of such Reference Claim pursuant to Provi-
sion 7 of the Reference Pool Provisions (Allocations of Payments and Foreclosure Proceeds; Set-off), and 
any other reductions of the principal amount, including by way of set-off, of such Reference Claim, provided 
that each direct debit (the "Direct Debit") (Lastschrifteinzugsverfahren) shall constitute a Collection at the 
time it is made, provided that if it is claimed back (Lastschriftrückbelastung) within 6 calendar weeks there-
after, it shall cease to constitute a Collection and the Outstanding Nominal Amount of the relevant Reference 
Claim shall be re-increased by the amount claimed back (the "Direct Debit Increase"). If as a result of a Di-
rect Debit Increase the Aggregate Principal Balance would exceed the Maximum Aggregate Principal Bal-
ance, the Reference Claims added to the Reference Pool pursuant to Provision 5 of the Reference Pool Provi-
sions (Replenishments) after such Direct Debit has been made shall be removed (in whole or in part) in the 
reverse chronological order from the Reference Pool, provided that if only some but not all of the Reference 
Claims added to the Reference Pool at the same time need to be so removed, the Bank may, at its sole discre-
tion, choose among such Reference Claims the Reference Claims (or portion thereof) to be removed. 
 
"Appraised Loss" means, with respect to any Reference Claim, the excess of (A) the Outstanding Nominal 
Amount of such Reference Claim at any time over (B) its Appraised Value at such time. 
 
"Appraised Value" means, with respect to a Reference Claim, the aggregate amount of the expected future 
recoveries allocable to the principal amount of such Reference Claim in accordance with the Reference Pool 
Provisions and the Servicing Standards plus, in the case of a Guarantee Reference Claim, the amount of any  
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Contingent Guarantee Reference Claim which is expected not to become an Indemnification Guarantee Ref-
erence Claim, determined as the arithmetic mean of amounts determined by two independent experts ap-
pointed for this purpose by the Trustee in accordance with the Trust Agreement, provided that for the deter-
mination of an Appraised Value otherwise that for the purposes of Section 10.2 (Legal Maturity) an amount 
determined by one independent expert appointed for this purpose by the Trustee in accordance with the Trust 
Agreement shall suffice. 
 
10.2 Legal Maturity 
 
In the event that any Defaulted Reference Claim for which no Realised Loss has been determined remains 
outstanding as of the end of the Collection Period immediately preceding the Interest Payment Date falling in 
June 2008 (the "Legal Maturity Date"), the Issuer shall: 
 
(i) cause the determination of the Appraised Loss in respect of each such Defaulted Reference Claim; 
 
(ii) cause the Bank to determine whether any such Appraised Loss shall constitute a Realised Loss to be 
allocated to the Outstanding Threshold Amount and to the remaining outstanding Notes in accordance with 
the Loss Allocation on the Legal Maturity Date, and 
 
(iii) redeem the remaining outstanding Notes at their Note Principal Amounts on the Legal Maturity Date. 
 
10.3 Early Amortisation 
 
(a) Without prejudice to the provisions of Section 10.1 (Scheduled Maturity) and Section 12.1 (Early Re-
demption by the Issuer-Certificate Termination), on each Interest Payment Date following the occurrence of 
an Early Amortisation Event and the reduction of the Aggregate Principal Balance to an amount below the 
aggregate of the Class Principal Amounts of all Classes of Notes and the Outstanding Threshold Amount, if 
any, the Issuer shall redeem the Class A+ Notes, then, after the Class A+ Notes are fully redeemed, the Class 
A Notes, then, after the Class A Notes are fully redeemed, the Class B Notes, then, after the Class B Notes 
are fully redeemed, the Class C Notes, then, after the Class C Notes are fully redeemed, the Class D Notes, in 
this order sequentially, in each case after any Loss Allocation on such Interest Payment Date, in an amount 
equal to the excess of (A) the sum of (i) the Class Principal Amount of the Class A+ Notes divided by the A+ 
Factor and (ii) the aggregate Note Principal Amounts of all Notes (excluding the Class A+ Notes) in all cases 
as of the calendar day preceding such Interest Payment Date and as reduced by Realised Losses allocated to 
such Notes as of such Interest Payment Date and increased by any Late Recoveries or as a result of any Un-
justified Loss Allocation procedure as of such Interest Payment Date over (B) the amount of the aggregate 
Outstanding Nominal Amounts of all Reference Claims (other than Liquidated Reference Claims) as of the 
end of the Collection Period immediately preceding such Interest Payment Date; provided that such excess 
amount shall in the case of the Class A+ Notes be multiplied by the A+ Factor. 
 
An "Early Amortisation Event" occurs when the cumulative Realised Losses (as reduced by any Late Recov-
eries and as a result of the Unjustified Loss Allocation procedure) exceed 1.2% of the Maximum Aggregate 
Principal Balance. 
 
Section 10.3(a) shall not be affected if after the occurrence of an Early Amortisation Event and the reduction 
of the Aggregate Principal Balance to an amount below the aggregate of the Class Principal Amounts of all 
Classes of Notes and the Outstanding Threshold Amount there is any change (including as a result of any 
Late Recoveries or Unjustified Loss Allocation procedure) in the circumstances which gave rise to such Ear-
ly Amortisation Event. 
 
(b) On each relevant Determination Date the Bank will, pursuant to the Trust Agreement, determine the a-
mounts of principal payable on each Class of Notes and on each Note on the related Interest Payment Date. 
The amount of principal payable on each Note of a particular Class of Notes on an Interest Payment Date 
shall equal the aggregate amount of principal payable on such Class of Notes on such Interest Payment Date 
divided by the number of Notes of such Class of Notes then outstanding. The amounts of principal payable 
on the Notes shall be rounded to the nearest EUR 0.01 (with EUR 0.005 being rounded upwards). 
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11. Early Redemption for Default 
11.1 Default Events 
 
Each Noteholder may declare due the Notes held by it by delivery of a written notice to the Issuer with a 
copy to the Trustee if a Default Event with respect to any Note held by it occurred. 
 
"Default Event" means either of the following: 
 
(i) the Issuer fails to make any payment due to be made under the Notes within 30 Business Days from the 
relevant due date, 
 
(ii) the Issuer or its assets become subject to bankruptcy, examinership, insolvency, moratorium or similar 
proceedings, which affect or prejudice the performance of obligations under the Notes, or there is a refusal to 
institute such proceedings for lack of assets, or 
 
(iii) the delivery of a notice by the Trustee to the Noteholders pursuant to Section 15 (Form of Notices) that it 
will resign as Trustee pursuant to the Trust Agreement for good cause (aus wichtigem Grund) upon the ex-
piry of 30 calendar days after the delivery of such notice, unless the cause for such resignation will have been 
remedied to the Trustee's satisfaction within that period. 
 
11.2 Method and Amount 
 
In the event that any Noteholder exercises its right pursuant to Section 11.1 (Early Redemption for Default — 
Default Events) the Issuer shall redeem all of the Notes (but not some only) within 10 Business Days follow-
ing the Termination Date in the amount equal to the Note Principal Amounts as of the Termination Date as 
reduced by Realised Losses to be determined and allocated pursuant to the Loss Allocation as of the Termi-
nation Date (as reduced by Late Recoveries and as a result of the Unjustified Loss Allocation procedure) as if 
such date were an Interest Payment Date (with the related Collection Period ending on the Termination Date) 
plus accrued interest thereon; provided that, if as of the Termination Date, the aggregate Outstanding Nomi-
nal Amount of all Defaulted Reference Claims exceeds the Outstanding Threshold Amount (as reduced by 
any such Loss Allocation as of the Termination Date), the Issuer may, at its option, so redeem the Notes 
subject to the following: 
 
(a) the redemption of each Note, to which any subsequent Realised Losses in respect of such Defaulted Ref-
erence Claim(s) are to be allocated pursuant to the Loss Allocation, shall be deferred in an amount equal to 
the amount by which the Note Principal Amount of such Note would be reduced if the aggregate amount of 
such Realised Losses were equal to the aggregate Outstanding Nominal Amount of such Defaulted Reference 
Claims as of the Termination Date; and 
 
(b) the Issuer shall procure that Appraised Losses in respect of the Defaulted Reference Claims referred to in 
(a) above are determined within 30 calendar days of the Termination Date. Each such Appraised Loss shall 
constitute a Realised Loss to be allocated pursuant to the Loss Allocation. Not later than on the fifth Business 
Day following the expiry of such 30 calendar day period: (i) each such Realised Loss shall be allocated pur-
suant to the Loss Allocation, and (ii) the Issuer shall redeem the remaining outstanding Notes at the then 
outstanding Note Principal Amounts following such Loss Allocation together with accrued interest thereon to 
the date of redemption. 
 
"Termination Date" means the date on which the first early redemption notice from a Noteholder pursuant to 
Section 11.1 (Early Redemption for Default — Default Events) is received by the Issuer. 
 
12. Early Redemption by the Issuer 
12.1 Certificate Termination 
 
The Issuer shall redeem the Notes (all Classes but not some only, in whole but not in part except by operation 
of Section 12.2) on the Interest Payment Date on which the Certificate Termination occurs, in each case, at 
the then current Note Principal Amount as of the relevant Interest Payment Date (the "Early Redemption 
Date") in accordance with this Section 12 (the "Early Redemption"). 
 
"Certificate Termination" occurs on the Interest Payment Date on which the payment of principal under the 
Certificates becomes due: 
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 (A) as a result of the termination of the Bank Swap (in whole or in the part of the Bank Swap providing for 
payments in respect of Realised Losses allocated to the Class A through Class D Notes) as of such Interest 
Payment Date at the option of the Bank (i) following the Collection Period during which a Regulatory Event 
occurred or (ii) following the Collection Period during which an Early Amortisation Event occurred, (iii) on 
or after the 4th anniversary of the Issue Date or (iv) following the Collection Period during which the aggre-
gate Outstanding Nominal Amount of the Reference Claims has been reduced to less than 10% of the Maxi-
mum Aggregate Principal Balance, 
 
(B) immediately following the Collection Period during which the termination of the Bank Swap occurred 
because of the occurrence of a Serious Cause or Insolvency, or 
 
(C) as a result of the exercise by KfW of its pre-payment option under the Certificates as of such Interest 
Payment Date following the occurrence of a Tax Event. 
 
"Tax Event" means any enactment of or supplement or amendment to, or change in, the laws of the Federal 
Republic of Germany or Ireland, or an official communication of previously not existing or not publicly 
available official interpretation of such laws, or a change in the official interpretation, implementation or 
application of such laws, in each case that becomes effective on or after the Issue Date, as a result of which, 
in the determination of KfW, for reasons outside its control KfW and/or the Issuer would be required to pay 
any additional amounts on account of taxes resulting from a change in the Issuer's status for Irish tax pur-
poses and/or to make any tax withholding or deduction in respect of any payments on the Notes and/or the 
Certificates or the Issuer would be required to pay any insurance tax in respect of the Notes. 
 
"Regulatory Event" means any enactment of or supplement or amendment to, or change in, the laws of the 
Federal Republic of Germany or Ireland, or an official communication of previously not existing or not pub-
licly available official interpretation of such laws, or a change in the official interpretation, implementation or 
application of such laws, in each case that becomes effective on or after the Issue Date, as a result of which, 
in the determination of the Bank subject to the professional judgement of the Trustee, for reasons outside 
their control, and after taking reasonable measures (such measures not involving any material additional 
payment by, or capital or other expenses for, the Bank, KfW or the Issuer), (i) the Bank, KfW and/or the 
Issuer would be materially restricted from performing any of their obligations under any of the Notes, the 
Swap Agreements, the Certificates, the Trust Agreement and/or the Certificate Purchase Agreement, (ii) the 
Bank and/or KfW would be subject to less favourable capital adequacy treatment with respect to the Transac-
tion, the Reference Claims (taking into account any capital relief from the Notes, the Certificates or the Swap 
Agreements) and/or the amount of regulatory capital freed up in respect of any Reference Claim, including as 
a result of a reduction of the risk weighting factor for such Reference Claim by comparison to the situation 
that existed on the Issue Date immediately after the issue of the Notes, or (iii) the Bank, KfW and/or the 
Issuer would be required to pay any additional amounts on account of taxes resulting from a change in the 
Issuer's status for Irish tax purposes and/or to make any tax withholding or deduction in respect of any pay-
ments on the Notes, the Certificates or any Swap Agreement. 
 
"Serious Cause" occurs, inter alia, where a payment or other performance due by the Bank under the Bank 
Swap has not been received, for whatever reason, by KfW within five Business Days after the Bank has been 
notified of non-receipt of the payment or other non-performance. 
 
"Insolvency" occurs if an application is filed for the commencement of bankruptcy or other insolvency pro-
ceedings against the assets of the Bank and the Bank either has filed the application itself or is generally 
unable to pay its debts as they fall due or is otherwise in a situation which justifies the commencement of 
such proceedings. 
 
12.2 Deferred Redemption 
 
(a) If any Defaulted Reference Claim is outstanding as of the end of the Collection Period preceding the 
Early Redemption Date, the Early Redemption pursuant to Section 12.1 shall be subject to the following: 
 
(i) the Outstanding Nominal Amount of each such Defaulted Reference Claim as of the end of the Collection 
Period preceding the Early Redemption Date shall be deemed to be a Realised Loss, if the sum of (A) such 
deemed Realised Losses, and (B) any other Realised Losses to be allocated as of the Early Redemption Date 
does not exceed the Outstanding Threshold Amount on such date; 
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 (ii) if the sum of the amounts referred to in (i)(A) and (B) above, exceeds the Outstanding Threshold A-
mount as of the end of the Collection Period preceding the Early Redemption Date, the Bank shall have the 
right to determine the Appraised Loss for one or more Defaulted Reference Claims, provided that the sum of 
(x) the Appraised Losses and (y) the Outstanding Nominal Amounts of any such Defaulted Reference Claims 
as of the end of the Collection Period immediately preceding the Early Redemption Date for which Ap-
praised Losses have not been determined, if any, shall be deemed to be Realised Losses if, on such basis, (A) 
the aggregate amount of the Realised Losses so determined together with (B) all other Realised Losses to be 
allocated as of the Early Redemption Date does not exceed the Outstanding Threshold Amount on such date; 
 
(iii) if the conditions set out in paragraphs (i) or (ii) above are not met, the Notes to which the Outstanding 
Nominal Amounts of such Defaulted Reference Claims would be allocated pursuant to the Loss Allocation if 
those amounts were Realised Losses shall not be redeemed on the Early Redemption Date. The Notes not 
redeemed on the Early Redemption Date shall be redeemed on each Interest Payment Date following the 
Early Redemption Date in the order set out in Section 10.3 (Redemption — Early Amortisation), in an a-
mount equal to the excess of (A) the aggregate Note Principal Amounts of all such Notes as of the calendar 
day preceding such Interest Payment Date reduced by Realised Losses allocated to such Notes as of such 
Interest Payment Date and increased by any Late Recoveries or as a result of any Unjustified Loss Allocation 
procedure as of such Interest Payment Date, over (B) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all 
Defaulted Reference Claims outstanding as of the end of the Collection Period immediately preceding such 
Interest Payment Date. 
 
(b) For the avoidance of doubt, the redemption pursuant to Section 12.1 shall not result in the exclusion of 
any Reference Claim from the Reference Pool. 
 
(c) If only a portion of the Class Principal Amount of any Class is redeemed on the Early Redemption Date, 
each Note of such Class will be redeemed in an amount equal to such portion divided by the number of Notes 
of such Class, provided that the result shall, for each Note, be rounded to the nearest EUR 0.01 (with EUR 
0.005 being rounded upwards). 
 
13. Taxes 
 
(…) 
 
14. Notifications 
 
 (…) 
 
15. Form of Notices 
 
(…) 
 
16. Agents 
 
(…) 
 
17. Substitution of the Issuer 
 
(…) 
 
18. Miscellaneous 
 
(…) 
 
19. Applicable Law and Place of Jurisdiction 
 
(…) 
 
19.1 Applicable Law 
 
(…) 
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DESCRIPTION OF THE REFERENCE POOL 
 
Reference Pool Provisions 
 
The Reference Pool is constituted in accordance with and must comply with the Reference Pool Provisions. 
The following is the text of the Reference Pool Provisions which are attached as Appendix B to the Terms 
and Conditions and constitute an integral part of the Terms and Conditions. In case of any overlap or incon-
sistency in the definition of a term or expression in the Reference Pool Provisions and elsewhere in this In-
formation Memorandum, the definition in the Reference Pool Provisions will prevail. 
 
1. General 
 
The Reference Pool shall consist of claims, including partial claims (each, a "Reference Claim") held by or 
for the benefit of the Bank (including its branches) or any consolidated German banking subsidiary of the 
Bank (each of the Bank and such subsidiaries, a "Bank Entity") for the payment of principal and interest 
arising from certain loans, including syndicated loans, (each, a "Reference Loan") and other payment claims 
arising from warranties (Gewährleistungsbürgschaften), indemnity bonds (Ausfallgarantien), bid bonds (Bie-
tungsgarantien), performance bonds (Vertragserfüllungsgarantien), credit guarantees (Kreditsicherungsgaran-
tien), documentary letters of credit (Akkreditiven) and other letters of credit, customs guarantees (Zoll-
bürgschaften) or other similar instruments granted by a Bank Entity (each, a "Reference Guarantee") to cor-
porate entities and from subparticipations in such Reference Loans and Reference Guarantees (each, a "Sub-
participation" and each Reference Loan, Reference Guarantee or Subparticipation, a "Reference Transac-
tion"), originated, including by acquisition from a third party, by the Bank or any other Bank Entity pursuant 
to the Credit and Collections Policies, which are included in the Reference Pool as of the Cut-off Date or 
from time to time thereafter as of any Replenishment Date in accordance with Provision 2.1 (Reference 
Claims - Identification) and not removed from the Reference Pool pursuant to Provision 9 of the Reference 
Pool Provisions (Non-compliance) or Provision 8 of the Reference Pool Provisions (Transfers). 
 
Any interest in respect of a Reference Claim capitalised since the inclusion of such Reference Claim in the 
Reference Pool shall not be included in the principal amount of such Reference Claim, but, for the avoidance 
of doubt, such capitalised interest may be added to the Reference Pool as a separate Reference Claim in ac-
cordance with Provision 5 (Replenishment). 
 
"Credit and Collection Policies" means the standard credit and collection policies of the Bank for corporate 
entities as amended or supplemented from time to time in accordance with the Servicing Standards, consis-
tently applied by the Bank and each other Bank Entity and including modifications and adjustments applica-
ble to any Bank Entity other than the Bank, provided that any such modification or adjustment does not and 
will not, in the professional judgement of the Bank acting in commercially reasonable manner, adversely 
affect the quality and standards of servicing. 
 
The aggregate Outstanding Nominal Amount of the Reference Claims included in the initial Reference Pool 
as of the beginning of business (in Frankfurt am Main) on March 30, 2001 (the "Cut-off Date") was ap-
proximately EUR 1,000,000,000. 
 
2. Reference Claims 
2.1 Identification 
 
Each Reference Claim forming part of the initial Reference Pool as of the Cut-off Date has been and each 
Reference Claim which is subsequently added to the Reference Pool as of any Replenishment Date shall be 
identified to the Trustee in a notice in the form set out as Schedule 1 to the Trust Agreement delivered to the 
Trustee on or before the Issue Date and on each Replenishment Date (each such notice, a "Reference Claim 
List"), by reference to: 
 
(i) the account number and sub-account number or any other relevant identifier attributed in the records of 
the relevant Bank Entity to the Reference Claim, 
 
(ii) the Outstanding Nominal Amount of the Reference Claim as of the Cut-off Date or the relevant Replen-
ishment Date, and 
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 (iii) the remaining term to maturity of the Reference Claim as of the Cut-off Date or the relevant Replenish-
ment Date. 
 
Further details regarding each Reference Claim are contained in the related records of the relevant Bank 
Entity. Such records are attributable to the relevant Reference Claim by reference to the account number, the 
relevant sub-account number or any other relevant identifier referred to in (i) above. 
 
The account number, the sub-account number or any other relevant identifier attributed to a particular Refer-
ence Claim may change provided that the Reference Claim remains identifiable in the records of the relevant 
Bank Entity. 
 
Each Bank Entity may maintain records and documentation relating to the Reference Claims in paper or 
electronic form or in any other commercially reasonable manner. 
 
2.2 Debt Restructuring, Payment Rescheduling-Replacement 
 
If, as a result of debt restructuring or payment rescheduling in compliance with the Servicing Standards, any 
Reference Claim is replaced by a new claim by way of novation, refinancing or consolidation with one or 
more other claims (the "New Claim") 
 
(i) such Reference Claim shall be substituted by a portion of the New Claim (such portion, the "New Refer-
ence Claim") the principal amount of which shall be equal to the Outstanding Nominal Amount of the rele-
vant Reference Claim immediately prior to such replacement as reduced by any amount thereof foregone in 
connection with such debt restructuring or payment rescheduling, if relevant, provided that if a Credit Event 
has not occurred in respect of such Reference Claim, the New Reference Claim must meet the Eligibility 
Criteria and Replenishment Conditions as of the date of such replacement, and 
 
(ii) for the purposes of allocating payments received on such New Reference Claim, any fees, disbursements, 
costs and expenses in respect of the New Claim, including as a result of such replacement, any such amounts 
shall be allocated to the New Reference Claim in the same proportion as the principal amount of the New 
Reference Claim bears to the principal amount of the New Claim. 
 
3. Reference Collateral 
3.1 Allocation 
 
A Reference Claim may be secured by collateral (or a portion thereof) which may from time to time be held 
or acquired by the relevant Bank Entity for its own benefit or by a third party for the benefit of the relevant 
Bank Entity (the "Reference Collateral"). The Reference Collateral shall not include collateral (or a portion 
thereof) held for the benefit of third parties and not the relevant Bank Entity. Together with such Reference 
Claim, such Reference Collateral may from time to time secure also (i) any other payment claims (including 
other Reference Claims) of any Bank Entity and/or (ii) payment claims transferred from time to time by the 
relevant Bank Entity together with a pro rata benefit from such Reference Collateral. 
 
For the purpose of the Loss Allocation any proceeds of a Reference Collateral securing one or more Refer-
ence Claims shall be allocated to reduce the Outstanding Nominal Amount of the Reference Claims as fol-
lows: 
 
(i) if, pursuant to the records of any relevant Bank Entity, any Reference Collateral is allocated to any par-
ticular claim or claims or such Reference Collateral, at any time after the Issue Date, is relevant for the calcu-
lation of regulatory capital and reserves of such Bank Entity or other regulatory purposes with respect to such 
claim or claims under the applicable capital adequacy laws and regulations, in particular, pursuant to Princi-
ple I (Grundsatz I) of the Principles on Own Capital and Liquidity of Banking Institutions (Grundsätze über 
das Eigenkapital und die Liquidität der Kreditinstitute) of January 20, 1969, as amended or replaced from 
time to time, the proceeds of such Reference Collateral shall be allocated in accordance with such collateral 
allocation in the records of such Bank Entity, and 
 
(ii) with respect to any Reference Collateral also securing claims other than Reference Claims and not allo-
cated pursuant to (i), a portion of the proceeds from such Reference Collateral shall be allocated to the rele-
vant Reference Claim(s); such portion (in each case, the "Reference Collateral Share ") shall represent the 
ratio between: 
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 (A) the Outstanding Nominal Amount at such time of the relevant Reference Claim(s) secured by such Ref-
erence Collateral; and 
 
(B) the actual outstanding principal amount, at such time of all payment claims (including contingent claims) 
secured by such Reference Collateral. 
 
The Reference Collateral Share may change from time to time, as the claims of the Bank Entities secured by 
the Reference Collateral may be redeemed and new claims secured by such Reference Collateral created. 
 
3.2 Release 
 
Each Bank Entity may at any time release, or cause to be released, any Reference Collateral, if it either (i) in 
its professional judgement concludes that it is required to do so by applicable law or contractual arrange-
ments, or (ii) does so in the ordinary course of its business and in accordance with the Credit and Collection 
Policies. 
 
4. Eligibility Criteria 
 
The following criteria (the "Eligibility Criteria") shall be met (i) as of the Issue Date, in respect of each Ref-
erence Claim and (ii) as of each Replenishment Date, in respect of each Reference Claim added to the Refer-
ence Pool on such date: 
 
(a) the Bank Entity which the Bank specified to the Trustee as creditor of the Reference Claim is the sole 
creditor of such Reference Claim, subject only, in the case of a Contingent Guarantee Reference Claim, to the 
Reference Guarantee being drawn and provided that (i) in the case of a Subparticipation, such Reference 
Claim is held by the relevant Agent Bank (as defined in Provision 6) for the sole benefit of the relevant Bank 
Entity and (ii) in the case of a Reference Claim under a syndicated Reference Transaction such Bank Entity is 
either the sole creditor of such Reference Claim or such Reference Claim is held by the relevant Agent Bank 
for the sole benefit of such Bank Entity. 
 
(b) The Reference Claim is free of third party rights other than (i) rights to re-transfer excess Reference Col-
lateral, (ii) security interests for the benefit of KfW, Deutsche Ausgleichsbank, European Investment Bank 
and/or any other public sector entity granted in connection with refinancing of such Reference Claim, and 
(iii) security interests for the benefit of the German central bank (Bundesbank) or the European Central Bank, 
 
(c) the Reference Claim has been originated, including by way of acquisition from a third party, by a Bank 
Entity in compliance with all applicable legal provisions and the Credit and Collection Policies in effect at 
the time of origination and all required consents, approvals and authorisations have been obtained in respect 
thereof, and in respect of the ability of the relevant Bank Entity to undertake such business, 
 
(d) the Reference Claim is legally valid and enforceable, subject only, in the case of a Contingent Guarantee 
Reference Claim, to the Reference Guarantee being drawn, in accordance with its terms and applicable provi-
sions of law, 
 
(e) the Reference Claim constitutes an unsubordinated, irrevocable, binding and enforceable obligation, sub-
ject only, in the case of a Contingent Guarantee Reference Claim, to the Reference Guarantee being drawn, 
of the debtor including a partnership (such as Kommanditgesellschaft, Offene Handelsgesellschaft or 
Gesellschaft des bürgerlichen Rechts) to whom the FK Rating is allocated pursuant to the files of the relevant 
Bank Entity (the "Debtor") to pay the amount of principal as specified to the Trustee in the relevant Refer-
ence Claim List and is not subject to any defence, dispute, counterclaim or enforcement order, 
 
(f) the relevant Bank Entity has proper documentation in place for the Reference Claim, indicating, in par-
ticular, the amounts outstanding thereunder from time to time and the related Reference Collateral, 
 
(g) the Reference Claim is distinguishable from other claims of the relevant Bank Entity, 
 
(h) the principal amount payable on the Reference Claim is not determined by reference to any formula or 
index involving any contingency and the principal amount payable on such Reference Claim, other than a 
Contingent Guarantee Reference Claim, is not subject to any other contingency, 
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 (i) the Debtor is not in breach of any of its obligations pursuant to the Reference Transaction in any material 
respect, 
 
(j) no payment on the Reference Claim is overdue (irrespective of any applicable grace period), 
 
(k) no litigation is pending with respect to the Reference Claim nor, to the best knowledge of the relevant 
Bank Entity and, if different, the Bank is any such litigation threatened, 
 
(l) the Reference Claim is denominated in euro, "euro" or "EUR" means with respect to the Reference 
Claims, the single unified currency of the members of the European Union which adopted the euro in accor-
dance with the Treaty on European Union, as amended, and any national currency sub-unit of euro, in each 
case at the time of determination; any reference to an amount denominated in euro shall include a reference 
to an equivalent amount in any of the national currency sub-units of euro, 
 
(m) at least one scheduled payment of principal or interest has been made in respect of the Reference Claim, 
provided that this Eligibility Criterion does not apply if the Reference Claim is a Contingent Guarantee Ref-
erence Claim, 
 
(n) the final maturity of the Reference Claim falls on or before the last day of the Collection Period immedi-
ately preceding the Scheduled Maturity Date, 
 
(o) to the best knowledge of the Bank and the relevant Bank Entity, the Debtor is not in Bankruptcy, morato-
rium or any other similar proceedings, 
 
(p) the information provided in respect of the Reference Claims in the information memorandum (the "In-
formation Memorandum") dated May 22, 2001 published in relation to the issue of the Notes and in the rele-
vant Reference Claim List is true, accurate and complete in all material respects, 
 
(q) the Reference Claim and the related Reference Collateral can be identified in the files of the relevant 
Bank Entity on the basis of the relevant Reference Claim List, 
 
(r) the Debtor has an FK Rating of 5 or better, 
 
(s) the Debtor is domiciled in Germany, 
 
(t) no agreement has been concluded or is being negotiated for the Reference Claim according to which its 
repayment would be suspended, 
 
(u) neither the relevant Bank Entity, the Bank nor, to the best knowledge of the relevant Bank Entity, the 
relevant Agent Bank, as applicable, has commenced enforcement proceedings against the Debtor, and 
 
(v) without prejudice to any risk transfer between the Bank, the other Bank Entities and other affiliated com-
panies of the Bank, neither the relevant Bank Entity, nor the Bank nor any person affiliated with any of them 
carries direct or indirect obligations of liability for the performance of the Reference Claim. 
 
Compliance with the Eligibility Criteria is, subject to Provision 9 of the Reference Pool Provisions (Non-
compliance), a condition to the Loss Allocation and does not constitute an obligation of the Bank, any other 
Bank Entity, KfW or the Issuer. 
 
5. Replenishment 
 
The Bank may, without the consent of the Trustee, add new Reference Claims to the Reference Pool (in each 
case, a "Replenishment") as of any Frankfurt Business Day from (and including) the Issue Date until (but 
excluding) the last calendar day of the Collection Period immediately preceding the Scheduled Maturity Date 
(each, a "Replenishment Date"), if the following conditions (the "Replenishment Conditions") are met as of 
the relevant Replenishment Date: 
 
(i) The aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims including (A) the Outstanding No-
minal Amount of any Reference Claim which is either a Defaulted Reference Claim or a Liquidated Refer-
ence Claim and (B) the Outstanding Nominal Amount of such new Reference Claims, but, for the avoid- 
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ance of doubt, excluding the Outstanding Nominal Amounts of any Reference Claims removed from the 
Reference Pool pursuant to Provision 9 (Non-compliance) or Provision 8 (Transfers) of the Reference Pool 
Provisions (the "Aggregate Principal Balance") shall not at any time exceed EUR 1,000,000,000.00 (the 
"Maximum Aggregate Principal Balance") minus the cumulative amount of Realised Losses. 
 
(ii) In respect of each such new Reference Claim the Eligibility Criteria must be met. 
 
(iii) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following concentration threshold: all Replenishments on the Replenishment Date, taken 
together, must not reduce the Moody's Diversity Score for the Reference Pool, based on the standard method 
of calculation as of the Issue Date, below 100, 
 
provided that if Moody's Diversity Score is replaced or the method of calculation changed after the Issue 
Date, the above concentration threshold will be adjusted accordingly. 
 
"Moody's Diversity Score " means a number that indicates pool concentration in terms of the concentration 
by any single Debtor, together with any other debtor forming a unit with such Debtor within the meaning of 
Section 19(2) of the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), and by industry determined in 
accordance with standard calculation method of Moody's. 
 
(iv) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following concentration thresholds: 
 
the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims owed by Debtors with an FK Rating 
which is equal or below any of the FK Ratings set out in the following table must not exceed the percentage 
of the Aggregate Principal Balance set out opposite such FK Rating in the following table: 
 
FK-Rating % of the Aggregate Principal Balance 
 
1  100 
2  100 
3  95 
4  54 
5  22 
 
"FK Rating" means the internal corporate risk factor assigned at any time to any Debtor by the relevant Bank 
Entity, which is the result of the credit scoring as part of the regular credit process on each Reference Claim 
and Debtor by the relevant Bank Entity. The scoring incorporates both the quantitative and qualitative as-
sessment of the Debtor's financial condition, market position, operating environment and quality of manage-
ment. As of the Issue Date the FK Ratings range from the highest FK Rating "1" to the lowest FK Rating "8" 
and include the following levels: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, and 8 (the "Bank Rating System"). In the event that the 
Bank should replace the Bank Rating System by any other internal rating system, the Bank may with the 
consent of the Rating Agencies and the Trustee adjust the Replenishment Conditions relating to FK Ratings 
to such new rating system. 
 
(v) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Weighted Average FK 
Rating to be worse than 3.71 or, if the Weighted Average FK Rating is already worse than 3.71 prior to such 
addition, must improve the Weighted Average FK Rating. 
 
"Weighted Average FK Rating" is calculated by (i) summing the products obtained by multiplying the Deb-
tor Nominal Amount of each Debtor in the Reference Pool by the applicable FK Rating, (ii) dividing such 
sum by the aggregate Debtor Nominal Amount of the Reference Pool and (iii) rounding the result up to the 
nearest whole number. "Debtor Nominal Amount" means the sum of the Outstanding Nominal Amounts of 
the Reference Claims with respect to a Debtor. 
 
(vi) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such Replenishment, cause to worsen 
such contravention of the following Industry Group concentration thresholds: 
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(A) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by Debtors belonging to one of the three largest Industry 
Groups must not exceed 24% of the Aggregate Principal Balance; and 
 
(B) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by Debtors belonging to the same Industry Group (other than 
the three largest Industry Groups) must not exceed 8% of the Aggregate Principal Balance. 
 
"Industry Group" means with respect to any Debtor, the industry group classification of such Debtor by the 
relevant Bank Entity pursuant to the Bank's standard procedures in effect from time to time. 
 
(vii) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following Debtor concentration thresholds: 
 
(A) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 1, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 1.5% of the Aggregate Principal 
Balance; 
 
(B) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 2, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 1.0% of the Aggregate Principal 
Balance; 
 
(C) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 2, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.5% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 5 Debtors; 
 
(D) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 3, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 1.0% of the Aggregate Principal 
Balance; 
 
(E) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 3, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.5% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 6 Debtors; 
 
(F) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 3, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.25% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 26 Debtors; 
 
(G) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 4, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 1.0% of the Aggregate Principal 
Balance; 
 
(H) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 4, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of  
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the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.5% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 4 Debtors; 
 
(I) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 4, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.25% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 14 Debtors; 
 
(J) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 5, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 1.0% of the Aggregate Principal 
Balance; 
 
(K) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 5, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.5% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 2 Debtors; and 
 
(L) the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal 
Amounts of such new Reference Claims) owed by any single Debtor with a FK Rating of 5, together with 
any other Debtor with the same FK Rating forming a unit with such Debtor within the meaning of § 19(2) of 
the German Banking Act (Gesetz über das Kreditwesen), must not exceed 0.25% of the Aggregate Principal 
Balance, except for a maximum of 12 Debtors. 
 
(viii) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following distribution threshold: 
 
the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Reference Claims (including Outstanding Nominal A-
mounts of such new Reference Claims) owed by Debtors domiciled within the postal code district 0 and 1 
(identified by the first digit of the German postal code system) must not exceed 24% of the Aggregate Princi-
pal Balance; 
 
(ix) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following distribution threshold: 
 
the aggregate value of the Reference Collateral as determined in accordance with the standard procedures of 
the Bank for the evaluation of collateral as in effect from time to time must not be less than 30% of the Ag-
gregate Principal Balance, unless the Weighted Average Life of the Reference Pool does not exceed 1.75 
years. 
 
(x) No Suspension Event or Early Amortisation Event has occurred and remains unremedied. 
 
A Suspension Event or an Early Amortisation Event shall be remedied and thereby further Replenishments in 
accordance with this Provision 5 allowed, if the Trustee (A) satisfies itself (x) that the Suspension Event or 
the Early Amortisation Event no longer subsists and (y) that the Moody's Diversity Score, after the Suspen-
sion Event or Early Amortisation Event have been remedied, is as high as it was on the Replenishment Date 
immediately preceding the relevant occurrence of the Suspension Event or Early Amortisation Event, and (B) 
sends a notice to this effect to the Bank and the Issuer. 
 
"Suspension Event" means any of the following: 
 
(A) the cumulative Realised Losses (as reduced by any Late Recoveries and as a result of Unjustified Loss 
Allocation procedure) exceed 1.2% of the Maximum Aggregate Principal Balance, 
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(B) the sum of (i) the cumulative Realised Losses (as reduced by any Late Recoveries and as a result of Un-
justified Loss Allocation procedure) and (ii) the product of (x) 0.55 and (y) the aggregate Outstanding Nomi-
nal Amount of all Defaulted Reference Claims exceeds 1.75% of the Maximum Aggregate Principal Balance, 
 
(C) failure by the Bank to deliver a Reference Claim List, or a Report to the Trustee to which the Trustee is 
entitled, provided that a Replenishment in the absence of such Reference Claim List or Report would, in the 
professional judgement of the Trustee, adversely affect the interests of the Transaction Creditors in a material 
manner, or 
 
(D) the aggregate Outstanding Nominal Amount of Defaulted Reference Claims (other than Defaulted Refer-
ence Claims in respect of which, as of the time of calculation, the Credit Event was remedied and not includ-
ing, for clarification, Liquidated Reference Claims) exceeds 2.7% of the Maximum Aggregate Principal 
Balance. 
 
(xi) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following average life threshold: 
 
the Weighted Average Life of the Reference Pool must not exceed 2.5 years, and if the aggregate value of the 
Reference Collateral as determined in accordance with the standard procedures of the Bank for the evaluation 
of collateral as in effect from time to time is less than 30% of the Aggregate Principal Balance, the Weighted 
Average Life of the Reference Pool must not exceed 1.75 years. 
 
The "Weighted Average Life" of the Reference Pool as of any Replenishment Date (the "Relevant Replen-
ishment Date") shall equal the amount calculated as the sum of the products of: 
 
(a) the remaining life of each Reference Claim (excluding Reference Claims in respect of which a Credit 
Event has occurred) as of the Relevant Replenishment Date, and 
 
(b) its Outstanding Nominal Amount as of the Relevant Replenishment Date, 
 
divided by the Aggregate Principal Balance as of the Relevant Replenishment Date. 
 
(xii) All Replenishments on the Replenishment Date, taken together, must not cause the Reference Pool to 
contravene, or if the Reference Pool is already in contravention prior to such addition, cause to worsen such 
contravention of the following concentration threshold: 
 
the aggregate Outstanding Nominal Amount of all Guarantee Reference Claims (including Outstanding 
Nominal Amounts of such new Guarantee Reference Claims) shall not exceed 10% of the Aggregate Princi-
pal Balance. 
 
(xiii) No such new Reference Claim is held by or on behalf of, or has been originated by, a Bank Entity other 
than the Bank unless each of the Rating Agencies has given its prior consent to the Replenishment of such 
new Reference Claim. 
 
For the avoidance of doubt, if a claim does not meet any of the Replenishment Conditions on a given Replen-
ishment Date, it can be added to the Reference Pool pursuant to this Provision 5 as of any subsequent Replen-
ishment Date on which such claim meets the Replenishment Conditions. 
 
Compliance with the Replenishment Conditions is, subject to Provision 9 of the Reference Pool Provisions 
(Non-compliance), a condition to the Loss Allocation and does not constitute an obligation of the Bank, any 
other Bank Entity, KfW or the Issuer. 
 
6. Servicing Standards 
 
The administration, collection and enforcement of each Reference Claim, including the foreclosure on any 
related Reference Collateral, will be carried out by (i) the Bank Entities (in such capacity, each a "Servicer") 
or (ii) in the case of Reference Claims arising under Subparticipations, by a third party agent banks (each an 
"Agent Bank") specified to the Trustee or (iii) in the case of Reference Claims arising under syndicated Ref-
erence Transactions, by a Servicer or an Agent Bank. Each Bank Entity will: 



423 

Fortsetzung von Anlage 21: 

 (a) service each Reference Claim, to the extent it is not serviced by an Agent Bank, in accordance with the 
Credit and Collection Policies (in the case of a syndicated Reference Transaction subject to the servicing 
conditions under such Reference Transaction documentation), and 
 
(b) monitor in accordance with the Credit and Collection Policies that each Reference Claim serviced by an 
Agent Bank is serviced in accordance with the relevant Reference Transaction documentation, 
 
subject, in each case, to the servicing principles set out in Appendix C to the Terms and Conditions (the 
"Servicing Principles"). The Servicing Principles constitute an integral part of the Terms and Conditions. 
 
The Credit and Collection Policies (as subject to the servicing conditions under the syndicated Reference 
Transactions documentation) and the Servicing Principles are referred to together as the "Servicing Stan-
dards". 
 
Compliance with the Servicing Standards is, subject to Provision 9 of the Reference Pool Provisions (Non-
compliance), a condition to the Loss Allocation and does not constitute an obligation of the Bank, any other 
Bank Entity, any Servicer, KfW or the Issuer. 
 
7. Allocations of Payments and Foreclosure Proceeds; Set-off 
7.1 Allocation of Payments 
 
Subject to any binding allocation of a payment to a particular claim by the relevant payer or by applicable 
law and subject to the allocation of proceeds from the Reference Collateral, in the event that a Bank Entity 
receives a payment on a Reference Claim or any other payment claim against the Debtor of a Reference 
Claim and such payment is less than the total amount then due under such Reference Claim and such other 
claims, the payment received shall be allocated in proportion of the Outstanding Nominal Amount of such 
Reference Claim to the actual outstanding principal amounts of any such other claims. Prior to the occurrence 
of a Credit Event in respect of a Reference Claim, the relevant Bank Entity may allocate the payments re-
ceived and allocated to such Reference Claim to the interest due on, the principal of, the costs and expenses 
in respect of and/or any other claims under such Reference Claim in accordance with the Credit and Collec-
tion Policies. 
 
7.2 Allocation of Foreclosure Proceeds 
 
In the case of a foreclosure on the Reference Collateral, the proceeds from such foreclosure received by any 
Bank Entity shall be allocated to the Reference Claims in accordance with Provision 3.1 (Reference Collat-
eral - Allocation). Payments to any Bank Entity which are made to redeem the Reference Collateral shall be 
deemed to be proceeds from foreclosure. Payments made on a claim secured by the Reference Collateral after 
a Credit Event has occurred in respect of a Reference Claim secured by the same Reference Collateral, shall 
be allocated to the Reference Claims as provided in Provision 3.1 (Reference Collateral - Allocation), regard-
less of the due date of the claims, subject to any binding allocation of a payment to a particular claim by the 
relevant payer. Otherwise, payments received shall be allocated as provided in Provision 7.1 (Allocations of 
Payments and Foreclosure Proceeds; Set-off - Allocation of Payments). 
 
7.3 Allocation upon Credit Event 
 
Subject to any binding allocation of a payment to a particular claim by the relevant payer after the occurrence 
of a Credit Event with respect to a particular Reference Claim, any amounts paid on such Reference Claim 
and proceeds from foreclosure of Reference Collateral allocated to such Reference Claim pursuant to Provi-
sion 7.1 (Allocations of Payments and Foreclosure Proceeds - Allocation of Payments), Provision 7.2 (Allo-
cations of Payments and Foreclosure Proceeds - Allocation of Foreclosure Proceeds) and Provision 3.1 (Ref-
erence Collateral - Allocation), shall be allocated first to reduce the Outstanding Nominal Amount of such 
Reference Claim and only after the Outstanding Nominal Amount has been repaid in full to costs and ex-
penses and the accrued contractual and/or default interest with respect to such Reference Claim. 
 
7.4 Non-compliance with Allocation Rules 
 
In the event that Provisions 7.1 through 7.3 (Allocations - Allocation of Payments, - Allocation of Foreclo-
sure Proceeds, - Allocation upon Credit Event), as applicable, are not complied with, the allocation of the  
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relevant payments or foreclosure proceeds shall be deemed to have been effected in compliance with such 
Provisions. 
 
7.5 Set-off 
 
Each Bank Entity may, at its sole discretion, set off any amounts due under a Reference Claim against any 
amount due by the relevant Bank Entity to the Debtor of such Reference Claim in accordance with the terms 
of the underlying Reference Transaction, the Credit and Collection Policies and applicable law. 
 
8. Transfers 
 
Each Bank Entity may transfer any Reference Claim after the Issue Date to: 
 
(A) a third party (other than a Bank Entity), provided that: 
 
(i) a Bank Entity remains responsible for the servicing of the relevant Reference Claim in accordance with 
the Servicing Standards and a Bank Entity remains responsible for the determination and allocation of Real-
ised Losses in respect of such Reference Claim in accordance with the Terms and Conditions, 
 
(ii) the standards of servicing and the determination and allocation of Realised Losses remain unchanged 
upon such transfer, 
 
(iii) the obligations of the Bank Entities under the Transaction Documents continue to be complied with, and 
 
(iv) in the professional judgement of the Trustee such transfer shall not adversely affect the interests of the 
Transaction Creditors; 
 
(B) any Bank Entity, provided that: the requirements under (A)(i) through (iii) are met. 
 
The Bank may remove any Reference Claim transferred in accordance with the requirements set out under 
(A) above from the Reference Pool in accordance with the procedures set out in the Trust Agreement. 
 
The Reference Pool and the rights and obligations under the Terms and Conditions including the Loss Allo-
cation shall not be affected by a transfer of a Reference Claim in accordance with this Provision 8. 
 
9. Non-compliance 
 
(a) If in respect of a Reference Claim (i) any of the Eligibility Criteria as of the Issue Date, or (ii) any of the 
Replenishment Conditions as of the relevant Replenishment Date, or (iii) at any time on or after the Issue 
Date or the Replenishment Date on which such Reference Claim was added to the Reference Pool, as rele-
vant, any Servicing Standard, or (iv) any requirement for transfer of such Reference Claim pursuant to Provi-
sion 8(A) (Transfers) is not complied with, such Reference Claim shall not qualify for the allocation of Real-
ised Losses pursuant to the Loss Allocation and the Bank may remove such Reference Claim from the Refer-
ence Pool in accordance with the procedures set out in the Trust Agreement, unless: 
 
(A) the Trustee has confirmed in writing to the Bank that in its professional judgement it can conclude that 
such non-compliance could not cause Realised Losses (whether actual or potential) with respect to such Ref-
erence Claim which would otherwise not arise, 
 
or, in each case, (if the non-compliance can be fully remedied) 
 
(B) such non-compliance (and any adverse effects of such non-compliance on the interest of the Transaction 
Creditors) is fully remedied (i) within 30 calendar days after the Bank has become aware of such non-
compliance (whether by notification from the Trustee or otherwise) and (ii) prior to occurrence of a Credit 
Event, 
 
provided that: 
 
(i) if no Credit Event has occurred in respect of a Reference Claim and the Eligibility Criteria, Replenishment 
Conditions or Servicing Standards are not met in part only in respect of such Reference Claim, the Bank may  
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remove such portion of such Reference Claim from the Reference Pool which is necessary to cure such par-
tial non-compliance and the remaining portion of the Reference Claim shall continue to qualify for the Loss 
Allocation, 
 
(ii) even where the conditions set out in (A) and/or (B) above do not apply, a Realised Loss (or any portion 
thereof) may nevertheless be allocated to the Notes to such extent that the Trustee has confirmed in writing to 
the Bank that the relevant non-compliance has not resulted in or contributed to such Realised Loss, and 
 
(iii) in the case of breach of the Eligibility Criterion under Provision 4(n) (Eligibility Criteria) and the related 
Servicing Principle under Section 2, sixth paragraph of the Servicing Principles, the relevant Reference 
Claim shall qualify for the Loss Allocation if the Credit Event in respect of such Reference Claim occurred 
on or before the end of the Collection Period immediately preceding the Scheduled Maturity Date. 
 
(b) If any of the Eligibility Criteria or Replenishment Conditions is not complied with in respect of the Refer-
ence Pool (as opposed to a specific Reference Claim) the above shall apply to all Reference Claims affected 
by such non-compliance. If such non-compliance can be fully remedied by removing one or more Reference 
Claims the addition of which to the Reference Pool resulted in such non-compliance or adding, as relevant, 
one or more Reference Claims to the Reference Pool, the Bank may effect such removal or addition, as rele-
vant, in accordance with the Terms and Conditions and the Trust Agreement and such removal or addition, as 
relevant, shall constitute full remedy of such non-compliance pursuant to (a)(B) above. 
 
(c) If (i) under any Eligibility Criterion or Replenishment Condition the Outstanding Nominal Amount or 
number of Reference Claims is required not to exceed a given amount, number or measure as of a given time, 
(ii) such Eligibility Criterion or Replenishment Condition is not complied with, (iii) such non-compliance is 
not remedied, and (iv) a Realised Loss occurs in respect of one or more of such Reference Claims (each Ref-
erence Claim in respect of which the conditions (i) through (iv) are met, an "Affected Reference Claim"), 
then an Affected Reference Claim (or any portion thereof) shall not qualify for the Loss Allocation to the 
extent that the removal of such Affected Reference Claim (or portion thereof) together with all other then 
existing Affected Reference Claims from the Reference Pool immediately after the Issue Date or the relevant 
Replenishment Date, as relevant, would have been necessary to remedy the non-compliance with such Eligi-
bility Criterion or Replenishment Condition. Provision 9(a)(A) and the proviso (ii) following paragraph (B) 
in Provision 9(a) shall not apply in respect of Affected Reference Claims which do not qualify for the Loss 
Allocation pursuant to this paragraph (c). 
 
(d) Except as set out in this Provision 9 there shall be no recourse against the Bank, any other Bank Entity, 
any Servicer, KfW or the Issuer for any non-compliance with the Eligibility Criteria, Replenishment Condi-
tions, Servicing Standards and/or requirements for transfer of a Reference Claim pursuant to Provision 8(A). 
To the extent that a Realised Loss in respect of any Reference Claim may not be allocated to the Notes pur-
suant to paragraphs (a) through (c), such Reference Claim shall be referred to as a "Non-qualifying Reference 
Claim". 
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