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Abstract: We extend the class of GARCH models to comprise asymmetric
and nonlinear effects on volatility. In particular, we do not only explain fu-
ture volatility of a time series on its own past, but allow for external influences
and spillovers between capital markets. For this generalized class of models, the
asymptotic behavior of the Quasi-Maximum-Likelihood estimator of model pa-
rameters is derived. The models are applied to time series of fx-rates. It is found
that in particular the simple asymmetric models lead to improved performance.

Key words: GARCH, heteroskedasticity, volatility spillover
JEL Classification: C13, C22, C32

1 Einleitung

Es wird allgemein angenommen, dafl Investoren bei Geldanlagen, die das Risiko
in sich bergen, einen Teil des eingesetzten Kapitals zu verlieren, einen hoher-
en erwarteten Ertrag fordern als bei risikofreien Geldanlagen. Seit Markowitz
[1952] und in der Folge auch in der Optionspreistheorie von Black und Scho-
les [1973] wurde deshalb die Varianz der Ertrige eines Wertpapiers als ein Maf}
fiir die Volatilitdt und das Risiko eingefiihrt. Hierbei wurden u.a. die Annah-
men gemacht, dafl die Renditen des Wertpapiers bei diskreter Zeit von Periode
zu Periode i.i.d. normalverteilt sind, also insbesondere die Varianz konstant ist,
bzw. bei kontinuierlicher Zeit einem Random Walk gehorchen.

Ein Vorteil dieses Vorgehens liegt neben der Vereinfachung der den Optionspreis
beschreibenden Differentialgleichungen darin, daf§ aufgrund der Darstellbarkeit



der Normalverteilung als parametrischer Familie in z und o2 mit den ersten bei-
den Momenten der Verteilung der Renditen bereits die Verteilung ganz bekannt
ist. Konfidenzabschétzungen der Verdnderungen des Preises des Wertpapiers in
einem gewissen Zeitraum konnen so einfach vorgenommen und Aussagen iiber
die abstrakte Kennzahl Varianz in Anlagestrategien umgesetzt werden.

Analysen von Daten haben jedoch immer wieder ergeben, dafl die Annahmen
des Modells von Black und Scholes bei vielen Anwendungen fragwiirdig sind,
so dafl Anlageentscheidungen mit den erzielten Ergebnissen nicht ohne weiteres
zuverlédssig begriindet werden konnten. So sind bei vielen Daten gerade die fiir
Anlageentscheidungen so wichtigen extremen Abweichungen vom Erwartungs-
wert der Renditen wesentlich hiufiger als bei der Normalverteilung [vgl. auch
Teil 5.4.2 unten]. Auch sind immer wieder Zweifel daran gedufert worden, daf
die Verteilung der Renditen um den Erwartungswert symmetrisch ist [Saxin-
ger 1997] oder daf die Renditen stochastisch unabhéngig sind in den einzelnen
Perioden [Lee und Hansen 1994]. Insbesondere jedoch hat sich gezeigt, daf bei
den Zeitreihen oft Phasen geringer Schwankungen mit Phasen hoher Volatilitét
abwechseln, so dafl die Annahme der Homoskedastizitdt der Verteilungen be-
stenfalls bei langfristigen Betrachtungen gerechtfertigt ist. Der Anlagehorizont
der meisten Investoren ist dagegen eher auf kurze oder mittlere Fristigkeit hin
ausgerichtet, so dal u.U. wihrend der gesamten Laufzeit einer Anlage grofiere
Abweichungen zwischen der aktuellen Varianz der Renditen und ihrem langfri-
stigen Mittel auftreten kénnen und hedging-Strategien somit ins Leere laufen.

Engle [1982] hat deshalb mit den ARCH-Prozessen (Auto-Regressive Conditional
Heteroskedasticity) eine neue Klasse von Modellen vorgeschlagen, die es erlau-
ben, bei diskreter Zeit langfristige Homoskedastizitéit und kurzfristige Heteros-
kedastizitit simultan zu erfassen. Es handelt sich dabei um seriell unkorrellierte,
bedingt normalverteilte Prozesse mit konstantem Erwartungswert, deren (be-
dingte) Varianz zum Zeitpunkt ¢ in Abh#ngigkeit von den Realisationen des
Prozesses zu den Zeitpunkten ¢ — 1 bis t — ¢ fiir ein ¢ € N beschrieben wird.
Sei konkret F; die Menge der Informationen, die zum Zeitpunkt ¢ tiber den
Prozefl z; zur Verfiigung steht. Fiir den ARCH(q)-Prozess z; gelte dann:

Ty =70+ € = + 2tV hor mit zz ~ N(0,1) iid.,

wobei hg; definiert sei als

q
2
hot = wo + E QOKE;_ ks
=1

also als lineare Funktion der quadratischen Abweichungen vom Erwartungswert.
Insgesamt ist also
z¢|Fi—1 ~ N(v0, hot)-

Bollerslev [1986] hat diesen Ansatz zu den Generalized ARCH-Prozessen
(GARCH) verallgemeinert. Hier wird die Varianz des Prozesses zum Zeitpunkt
t als Funktion der letzten q Realisationen und der letzten p bedingten Varian-
zen dargestellt. GARCH-Prozesse kénnen unter sehr allgemeinen Bedingungen



als ARCH(0o)-Prozesse interpretiert werden und erlauben somit eine flexible-
re Lag-Struktur und einen ldngeren Einflufl der vergangenen Realisationen. Ein
GARCH(p,q)-Prozef ist definiert wie ein ARCH-Prozefl mit

q p
2
hot wo + E QoR€r_p + E Borhot—1
k=1 =1

V4 o0
o ( . m) LY,
=1 j=1

wobei sich die §; in Abhéngigkeit von wg, aor, und Bo;, k=1,...,¢,1=1,...,p,
schreiben lassen.

In der Folge dieser bahnbrechenden Arbeiten von Engle und Bollerslev sind sehr
viele Modelle entworfen worden, wie man ARCH-Effekte bei Zeitreihen beschrei-
ben kann. Da die bedingte Varianz der jeweils néchsten Periode in den beiden
Modellen von Engle und Bollerslev von den quadratischen Abweichungen der
Realisationen vom Erwartungswert (¢?) abhingt, haben positive wie negative
Schocks gleicher Grofle dieselbe Wirkung auf die Varianz der néchsten Peri-
ode. Fiir Investoren haben jedoch negative Schocks u.U. wesentlich gravierende-
re Konsequenzen als positive. Es liegt deshalb nahe zu vermuten, dafl negative
Schocks auch eine stérkere “Hebelwirkung® auf die Volatilitdt haben. Es sind
verschiedene Vorschldge gemacht worden, diesen sog. leverage effect, der empi-
risch bereits 1976 von Black an manchen Zeitreihen nachgewiesen wurde [vgl.
Darstellung bei Engle und Ng 1993], in Modifikationen von GARCH-Modellen
zu erfassen [Nelson 1990, Glosten et al. 1993, Engle und Ng 1993, u.a.].

Da bei Finanzmarktzeitreihen wie bereits angedeutet viele Regularitdtsbedin-
gungen verletzt sind, gestaltete sich die Klarung der Asymptotik der Quasi-
Maximum-Likelihood Schiitzung (QML) von GARCH-Modellen als schwierig.
Zu diesem Thema sind vor allem vier wichtige Arbeiten erschienen. Zunichst
zeigte Weiss [1986] fiir das einfache ARCH-Modell, dafl der QML-Schétzer kon-
sistent und asymptotisch normalverteilt ist. Er konnte hierbei sogar die Annah-
me der bedingten Normalverteilung der Residuen ¢; vermeiden und durch eine
Momentenbedingung ersetzen. Lumsdaine [1996 erschienen] legte 1990 die erste
Asymptotik fiir das GARCH(1,1)-Modell von Bollerslev vor. Sie konnte Prozes-
se mit unendlichem Erwartungswert zulassen, machte allerdings neben einigen
schwécheren technischen Voraussetzungen (s.u. Teil 3) die starke Annahme, die
standardisierten Residuen z; seien unabhéngig von der bedingten Varianz hg;.
Lee und Hansen [1994 erschienen] nahmen 1991 den Ansatz von Lumsdaine auf
und konnten ihn so modifizieren, dafl nur einige sehr schwache Momentbedingun-
gen an die standardisierten Residuen erforderlich waren. Beide Arbeiten konzen-
trieren sich auf die Betrachtung des Standard GARCH-Modells. Bollerslev und
Wooldridge [1992] versuchten deshalb, die Asymptotik des QML-Schétzers auch
fiir flexiblere Modelle zu zeigen. Sie umgingen allerdings die Probleme des Bewei-
ses, indem sie wiederum, z.B. mit der gleichméfigen stochastischen Konvergenz
der Likelihood-Funktion, sehr starke Annahmen machten (siehe Kritik bei Lee
und Hansen). Hieraus ergab sich die Schwierigkeit, dafl verschiedene Autoren,



die in der Zwischenzeit eigene GARCH-Modelle vorgeschlagen haben, sich in der
Frage der Asymptotik auf die Arbeit von Bollerslev und Wooldridge beriefen,
ohne zu zeigen, dafl ihre Modelle die dort geforderten Voraussetzungen erfiillen
(vgl. etwa Glosten et al. [1993]).

Die GARCH-Familie ist insgesamt sehr heterogen, und es ist hier nicht méglich,
die ganze Vielfalt auch nur ansatzweise zu beschreiben [vgl. dazu Bera und Higg-
ins 1993, Bollerslev et al. 1992 und 1994, Hentschel 1995, Gouriéroux 1997]. Allen
Modellen gemeinsam ist jedoch die Eigenschaft, dafl die fiir die Darstellung der
zukiinftigen Varianz relevante Informationsmenge allein in der Vergangenheit
des Prozesses besteht. Andere Einfliisse auf die Volatilitéit einer Geldanlage wer-
den grundsétzlich nicht beriicksichtigt, obwohl z.B. Korrelationen der Kursent-
wicklungen von Wertpapieren bereits im Capital Asset Pricing Modell (CAPM)
enthalten sind. Ebenso ist bekannt, dal auch Borsenplidtze nicht voneinander
unabhéngig funktionieren, sondern daf3 es zu volatility spillover Effekten kom-
men kann, wie Hamao et al. [1990] etwa zwischen verschiedenen internationalen
Wertpapiermérkten nachgewiesen haben.

Ankniipfend an die Arbeit von Lee und Hansen [1994] werden wir im folgenden
versuchen, diese Liicken zu schlieflen, indem wir eine um die Moglichkeit externer
Einfliisse erweiterte, sehr allgemeine Form des GARCH-Modells formulieren, die
es erlaubt, auch asymmetrische und nichtlineare Einfliisse der Schocks auf die
zukiinftige Varianz zu erfassen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Teil 2 enthélt die Darstellung des Modells, Teil
3 eine genaue Beschreibung der getroffenen - und teilweise weniger ckonomisch
als mathematisch-technisch begriindeten - Voraussetzungen. Die Hauptergeb-
nisse iiber die asymptotische Verteilung der von uns benutzten Quasi-Maximum
Likelihood Parameterschétzer sind in Teil 4 zusammengefafit. Teil 5 schlieflich
enthilt eine Anwendung der theoretischen Resultate auf die gegen den US-Dollar
(US$) gezeichneten Kassakurse von Kanadischem Dollar (CD) und Britischem
Pfund (BP). Das Pfund wird hierbei als eine wichtige européische Wihrung
interpretiert, in deren Entwicklung sich moglicherweise fiir die kanadische Wirt-
schaft relevante européische wirtschaftliche Vorgénge manifestieren, und in ihrer
Wirkung auf die Volatilitdt des Kanadischen Dollars untersucht. Teil 6 fafit die
Ergebnisse zusammen.

2 Das Modell

Wir bezeichnen unser Modell als Erweitertes GARCH(p,q,r)-Modell (Exten-
ded GARCH bzw. ExGARCH). Seine Beschreibung erfolgt in zwei Schritten.
Zuniichst definieren wir einen Erweiterten GARCH-Prozefl und nehmen an, dafl
die beobachteten Daten einem solchen Prozefl gehorchen. Um die unbekannt ge-
bliebenen Groflen des Prozesses zu schiitzen, formulieren wir danach ein Modell
fiir einen Erweiterten GARCH-Prozefl. Wir gehen also insbesondere davon aus,
dafl das Modell richtig spezifiziert ist.



Die wesentliche Modifikation des Erweiterten GARCH-Modells gegeniiber dem
oben beschriebenen Standard GARCH-Modell von Bollerslev besteht darin, dafl
einerseits die Parameter agr, £ = 1,...,q, durch beliebige, als bekannt vor-
ausgesetzte parametrische Funktionen gi (oo, €;) ersetzt und zur Erfassung der
externen Einfliisse auf die Varianz weitere, ebenfalls als bekannt angenommene
parametrische Funktionen f;(do;,7¢), | = 1,...,r, hinzugefiigt werden. In un-
serem Kontext seien dg; und aqg nicht nur reelle Parameter, sondern jeweils
Vektoren von Parametern. r; sei ein beobachtbarer Vektor von exogenen Prozes-
sen.

Der Erweiterte GARCH(p,q,r)-Prozef} 148t sich dann fiir alle ¢ € Z schreiben als

Tt =0 + €& = Y0 + z:\/ hot,

wobei

q T p
hor = (1= Bo)wo + Y gr(aok, ee—r)er—p + Y filbor,re—1) + D Bomhot—m-
m=1

k=1 =1 =

Durch Wahl von gi(cop,€:) = aor, € RYL, k=1,...,¢,und fi=0,1=1,...,r,
erhilt man aus dem Erweiterten GARCH-Modell das Standard GARCH-Modell
zuriick.

Fir ¢ = 1, g(ao, €r) = ap1 + ape sign(e;), und f; = 0,1 =1,...,r, erhilt man
ein von Glosten et al. [1993] formuliertes asymmetrisches GARCH-Modell, auf
das wir uns als GJR-GARCH beziehen. Weitere Variationen dieses Themas sind
denkbar.

Wie bereits angedeutet, wollen wir die technisch begriindete Annahme der
Unabhéingigkeit und Normalverteilung der Residuen €, vermeiden. Sei des-
wegen F; die gemeinsame Verteilung von (z,€r, 7, 241, €—1,Tt—1,-..) und
Fi = o(z¢, €, 7, 2t—1, €—1,T4—1, . -.) die von der Vergangenheit des Prozesses
(2, €1, 7t )1ez erzeugte o-Algebra. “Fast sicher® stehe grundsétzlich fiir “Fy-fast
sicher.“ Es gelte:

E(z|F;-1) =0 und E(z7|F;_1) =1 fast sicher
oder dquivalent
E(e|Fi-1) =0 und E(e?|Fi_1) = hot fast sicher.

Wenn wir davon ausgehen, dafl die Beobachtungen z; die Struktur eines Erwei-
terten GARCH-Prozesses haben und daf§ die Funktionen f; und g bekannt sind,
reduziert sich das Problem, die Varianz des Prozesses x; zu schétzen, darauf,
den unbekannten Parametervektor 6y := (ao1, .- -, %q, 50,70, %01;---,00rwo)’
zu schétzen. Die Varianz der jeweils néchsten Periode 148t sich dann mit den
0.g. Formeln aus den Beobachtungen berechnen.

Um die formalen Komplikationen so gering wie méglich zu halten, nehmen wir im
folgenden an, daf§ die Beobachtungen einem Erweiterten GARCH(1,1,1)-Prozefl



gehorchen. 6y hat dann die Form 6y := (ayg, B0, Y0, 90, wo)’. Wir schreiben deshalb
das Modell fiir den Prozefl z; in Abhéngigkeit von dem Parametervektor 6 :=
(a0, B,7,0,w)" als
zr =7+ e (0),

wobei e;(f) als Differenz von x; und v definiert ist. Da wir den Proze§ x; nicht
fiir alle ¢t € Z, sondern o.E. nur fiir t =1,...,n, n € N, beobachten kénnen und
da die bedingte Varianz hg; des Prozesses eine rekursive Form hat, miissen wir
eine Anfangsbedingung annehmen, um hg; modellieren zu kénnen. Die von dieser
Anfangsbedingung abhéingigen empirischen Prozesse kennzeichnen wir mit . Sei
also analog zur Form von hg;

hi(0) = (1 = B)w + glov, er—1(0))ei 1 (0) + f(8,re—1) + Bhi_(0)

das Modell fiir ho; und hi(0) := w die Anfangsbedingung. Dann 148t sich h}(6)
darstellen als

t—2
0)=w+ B9, er—r-1(0))ef__1(8) + F(6,re—r—1)]

Um den Parametervektor 6y zu schitzen, benutzen wir das Quasi-Maximum-
Likelihood Verfahren (QML). Wegen

E(z|Fi-1) =0 und E(z22|Fi1) =

definieren wir mit ( ) = (zp,Tn,-..,x1,71) die empirische Quasi-log-
Likelihood Funktion L*(6) als
2 - HO) 1
Li(0)( X, Ry) = = —_t —2In(——
»(ON " (H NHORR 2h:<9>)> ez
2 1 1 e?(0) 1
= 3 (In(—)+ =1 G —2n(——
n (“( = ") 2h:;(9)) v

wobel

62
I5(6) := — (m hi(0) + hii?)) .

Fiir z, iid ~ N(0,1) wére dies bis auf den Faktor 1 die richtige log-Likelihood

Funktion. Wir bezeichnen L} (6) in unserem Kontext als “Quasi“-log-Likelihood
Funktion, da wir auf die Annahme der iid Normalverteilung der z; verzichten.

3 Technische Voraussetzungen

Die folgenden Annahmen ergeben sich im wesentlichen nicht aus 6konomischen
Uberlegungen, sondern vielmehr aus technischen Notwendigkeiten im Zusam-



menhang mit der eingeschlagenen Beweisstrategie fiir die in Teil 4 unten zusam-
mengefafiten Theoreme 1- 3. Es sei jedoch angemerkt, dafl diese Voraussetzungen
vom Okonomischen Standpunkt aus gesehen sehr schwach sind und den Kreis der
enthaltenen GARCH-Prozesse gegeniiber bisherigen Ansétzen stark erweitern.

Fiir unseren Beweis der Konsistenz des QML-Schétzers ist es entscheidend, dafl
der wahre Parametervektor 6y in einem kompakten Parameterraum O liegt.

e Seien l1,lo € N, 6, ¢ R" kompakt und ©5 C R!2 kompakt. Dann sei
O c Rl t12+3 definiert als kompakter Parameterraum

0 = {0=(a,B,7,6w) :acBOupc[f,B)C(0,1) CcRY
aS [’ylv’)/u] - Rl;(S € 66;0‘} € [wlku] C R+\{O}}

Um die Likelihood-Funktion und ihre Ableitungen abschétzen zu kénnen, ma-
chen wir folgende Annahmen an die Funktionen g und f :

e Sei g(a,y),y € R, eine parametrische Funktion mit den Eigenschaften:

— g(a,y) ist dreimal partiell differenzierbar beziiglich der Koeffizienten
von « und beziiglich y.
Wird der Erwartungswert der Beobachtungen als identisch 0 ange-
nommen, hat der Parametervektor 6 wegen x; = €, = e;(6) keinen
Einflu auf die zweite Variable von g(«,e€;). Es reicht deshalb in
diesem Fall, alternativ die dreimalige partielle Differenzierbarkeit
von ¢ nach den Koeflizienten von o und die MeBbarkeit in y von g
und der ersten beiden partiellen Ableitungen vorauszusetzen (vgl.
Lemma 12 (1) im Appendix).

— Es existieren positive Konstanten 71, 7o, so daf} fiir alle a € O, und
alle y € R gilt:

0<7 <gla,y) <.

— Es existiert ein 73 > 0, so dafl alle partiellen Ableitungen erster,
zweiter und dritter Ordnung von g¢(«,y) fir alle a € O, und alle
y € R betragsmiiBig kleiner sind als 3.

e Sei 0 < f(4,y), y € R™, eine parametrische Funktion mit den Eigenschaf-
ten:

— Fiir festes y ist f(0,y) dreimal partiell differenzierbar in den Koeffi-
zienten von 6. f selbst und die ersten beiden partiellen Ableitungen
nach den Koeffizienten von § sind mefibar in y.



— Es existiert ein S € R, so daB ;Eg;zg < S fiir alle §1,09 € Os und
y € R™.

Um die rekursiv definierte bedingte Varianz hg; in einer Rekursionsformel zu-
sammenfassend darstellen zu kénnen, machen wir folgende Voraussetzung:

e Es existiert eine Verteilung Py_., und eine Zufallsvariable hg_o, :=
limt_,_oo h()t mit L(hO—oc) = PO_OO und

PO—oo{hO—oo S (O’OO)} =1

Das heifit, der Startwert des Prozesses (ho:) ist fast sicher strikt positiv
und endlich.

Beim Beweis der Konsistenzaussagen in den folgenden Theoremen spielt die An-
wendbarkeit eines schwachen Gesetzes der grofien Zahl eine entscheidende Rolle.
Bei den meisten Aufsédtzen zu ARCH- und GARCH-Modellen wird deshalb vor-
ausgesetzt, dafl es sich bei dem Prozefl (z;) um einen iid-Proze handelt [vgl.
z.B. Engle 1982, Bollerslev 1986, Weiss 1986, Liu und Brorsen 1995, Lumsdaine
1996 und andere]. Es ist jedoch nicht klar, ob diese Annahme bei 6konomischen
Zeitreihen erfiillt ist. Lee und Hansen [1994] haben schliefilich gezeigt, dafl die
Unabhéingigkeit des generierenden Prozesses nicht wesentlich ist fiir das asym-
ptotische Verhalten des QML-Schétzers, und sie durch die schwichere Annahme
der Ergodizitit ersetzt. Wir iibertragen diesen allgemeineren Ansatz in unseren
Kontext:

o (z4,€4,14) ist strikt stationdr und ergodisch.

Je nach Wahl der konkreten Funktionen f und g kann diese Annahme u.U.
weiter abgeschwiicht werden, etwa wenn sich der Prozess der (e;) vollsténdig als
Funktion des Prozesses (z¢,7:) darstellen 148t.

Den Einflul der exogenen Prozesse auf die Volatilitéit des endogenen Prozesses
prézisiert folgende Annahme:

e Esexistiert ein K < 00, so daf fiir 1 < ¢ < 6 die g-ten Momente von f(J, r)
und der ersten drei partiellen Ableitungen von f nach den Koeffizienten
von § kleinergleich K¢ sind.

Eine konkrete Funktion f vor Augen wéire es u.U. moglich, diese Momentbe-
dingungen abzuschwéchen. Es erscheint jedoch auch 6konomisch als durchaus
sinnvoll anzunehmen, dafl die exogenen Prozesse nur einen in gewissem Sinne
beschrankten EinfluBl auf die Volatilitédt haben.

Die folgende Annahme ist im wesentlichen verantwortlich dafiir, welche Re-
striktionen an den Parameterraum © sich ergeben werden, um die Likelihood-
Funktion und ihre Ableitungen in der Norm abzuschiitzen zu konnen (siehe unten



und Lemma 7). Wir beweisen im Anhang eine Abwandlung von Theorem 1, die
eine alternative Annahme macht.

e Fiir ein v > 0 existiert ein S, < oo, so dafl

E(zt“” | Fi1) < S, < oo fast sicher.

Lumsdaine [1996] etwa nimmt an dieser Stelle an, der Proze$ (z;) sei iid mit einer
symmetrischen, unimodalen Dichte, endlichem 32. Moment und Unabhéngigkeit
vom Prozefl der (ho:). Diese starken Voraussetzungen ermoglichen es ihr, zusétz-
liche Parameterrestriktionen zu vermeiden.

Um zu gewéhrleisten, daf3 hg; fiir alle ¢ € Z fast sicher endlich ist, machen wir
die Voraussetzung

e sup,cz E(In(Bo + glao, €)72)|Fi—1) < O fast sicher.

Wie aus dem Beweis von Lemma 1 im Anhang hervorgeht, gewéhrleistet diese
Annahme die Giiltigkeit einer hinreichenden und notwendigen Bedingung fiir
die fast sichere Endlichkeit von hg;. Ebenso ermoglicht sie in Lemma 5, die
Existenz eines positiven Momentes von hg; zu zeigen.

Im Verlauf der Argumentation im Hinblick auf Konsistenz und asymptotische
Normalitdt des QML-Schétzers wird die Anwendbarkeit des Ergodentheorems
eine ausschlaggebende Rolle spielen. Aufgrund der Anfangsbedingung h(0) = w
ist der ProzeB h;(0) - und damit L7 () - aber auch unter Annahme der strikten
Stationaritit von (z¢,r¢, €;) nicht strikt stationdr. Wir definieren deshalb die
beiden hypothetischen Prozesse

und

hi(0) == w+ > B¥lg(a e r1)er_p_q + F(8,70- k1))
k=0

mit der hypothetischen Quasi-log-Likelihood Funktion

LM%:%ZMW)

62
uwy@mmm+égo,

die - wie sich in Lemma 3 zeigen wird - unter den gemachten Voraussetzungen
strikt stationdr und ergodisch sind.

Um die Eindeutigkeit der Parameterschéitzung und die Existenz der Kovarianz-
matrix des Parameterschétzers sicherzustellen, nehmen wir an,



e daf} fiir alle 0 # 0y € © gilt:
ht(0) # hot fast sicher

(vgl. Lemma 13). Da, wie bereits angedeutet, der Prozefl h:(0) strikt
stationér ist, gilt die Annahme fiir alle ¢ € Z.

o daf fiir alle t € Z mit

gilt
det Cov(xy, x) > 0.

In den Beweisen der folgenden Theoreme wird ein wichtiges Argument darin
bestehen, dafl die Likelihood-Funktion L, (6) und ihre partiellen Ableitungen in
der g-Norm endlich sind (|| f ||,:= (Ef?)"/9) fiir 1 < ¢ < 6. Wie die Beweise zei-
gen werden, ist eine hinreichende Bedingung hierfiir die folgende Beschrinkung
des Parameterraums, die wir in Analogie zu Lee und Hansen [1994] formulieren.

Sei

1 1
o 2/V<1 und R, :=1-— G

Ri:=1-— 57w
(2T1 —1—71)2 v v (2+T1)2 v Sy

<1

mit 7y = 2+ + 22 + 5 (vgl. Lemma 8(3)). Wiahle dazu méglichst kleine Kon-
stanten 7;, 7, > 0 mit der Eigenschaft:

m<Po(l—=R7) und 7y < fo(l —Ra),

und definiere fiir 1 < ¢ < 6 Konstanten

1
Bq = BoR} +m < Bo,

5 — Tu
Byu = 0 ;7
R

Bqi und By, sind insbesondere so gewéhlt worden, dafl

> Bp.

1 1

q q

/6073’[ < 1 und /Bunu
ﬁql 50

um zu gewihrleisten, daf§ geometrische Reihen mit diesen Gewichten konvergie-
ren (vgl. die Beweise von Lemma 12 (2b) und Lemma 10 (1)).

<1,
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Definiere schlieilich die Parameterraume
@;1 = {9 €0 :ﬂql < 50},

GZ:Z{QGG:BOSﬂqu}

sowie

0,:=01Uel Ce.

Beachte, da} die ©, mit wachsendem ¢ eine absteigende Folge von Mengen
bilden, da (4 streng monoton wachsend und [y, streng monoton fallend in g
ist. Die Parameterrestriktion kann insgesamt umso schwécher gehalten werden,
je kleiner n;, 1, > 0 gewéhlt werden.

Wir definieren noch folgende Schreibweise:
Vil (0), i = 1,2,3, bezeichne die i-te partielle Ableitung der Funktion /;(f) nach
den Koeffizienten von 6.

4 Konsistenz und Asymptotische Normalitit
des Quasi-Maximum-Likelihood-Schitzers

Wir kénnen nun die wesentlichen Resultate anfiihren:

Theorem 1 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt fiir jedes b, € C, =
argmaxgpeo, L (0): )
0 —p fo

Theorem 2 Unter den gemachten Voraussetzungen und den zusditzlichen An-
nahmen, daf E(z}|Fi_1) <K < oo und daf 0y im Inneren von Og liegt, gilt:

Vi, —6) —¢ N(0,Vp),
wobei Vo = BytAoBy', Ay = E(V1(00)V1(00)') und By := B(by) =
—EV21,(6)).
Bemerkung: Mit der zusétzlichen Annahme, daf§ die standardisierten Residuen
z¢ bedingt normalverteilt sind,
2| Fi—1 ~ N(0,1),
gilt unter den Voraussetzungen von Theorem 2:

Vil —00) = N(0,By') = N(0, A1)

11



(vgl. Lemma 16 im Appendix).

Die unbekannte Kovarianzmatrix V kann mit Hilfe von

% 1 - *

Bi(0) = = VU 0),
t=1

* 1 - * *

AL () = Eszt(e)vzt(a)'
t=1

geschétzt werden.

Theorem 3 Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 ist die empirische Ko-

varianzmatrix . R .
vV, =B, (en)_lA;(en)B: (en)_l

n

ein konsistenter Schdtzer von Vj.

Die Beweise befinden sich im Appendix.

5 Umsetzung der Ergebnisse:
Wechselkurse des Kanadischen Dollars

Um zu zeigen, dafl die Erweiterung der GARCH-Familie um externe Einfliisse
auf die Volatilitdt auch praktische Relevanz haben kann und ggf. Prédiktionen
verbessert, wenden wir verschiedene GARCH-Modelle mit und ohne Erweite-
rung auf die téglichen Verdnderungen des Wechselkurses des Kanadischen Dol-
lars (CD) unter Einfluf} des Britischen Pfundes (BP) an.

Als Gegeniiber zur GARCH-Familie betrachten wir ein einfaches statisch-
homoskedastisches Modell.

Alle Modelle werden gefittet und Out of Sample-Prognosen durchgefiihrt.

5.1 Verschiedene GARCH-Modelle
Wir betrachten folgende acht Modelle:

e Das GARCH-Modell von Bollerslev [1986] ist bereits angefiihrt worden.
Als GARCH(1,1)-Modell hat es die Form:

Ty = Yot €&
2
hot = wo+ ey + Bohot—1-

Die gemachten Parameterrestriktionen erfordern, dafl wg, ag, 5y > O.

12



Wir erweitern dieses Modell auf zwei Arten. Wir beschreiben zunéchst die tégli-
chen Verdnderungen des BP-Kurses (y;) durch ein GARCH(1,1)-Modell wie
oben:

Yo = Yo+

~ ~ 92 ~
sot = o+ aon;_1 + BosSot—1-

e Das erste Modell fiir die tédglichen Schwankungen des CD betrachtet die
Entwicklung des BP bis zum Vortag als Einfluifaktor auf die aktuelle Vo-
latilitdt des CD. Die gesamte Vergangenheit des BP wird zusammengefaf3t
in der Volatilitdt sg; des Pfundes von heute:

Ty = Yot €&
hot = wo+ ao€r_q + Bohot—1 + dosor-

Dieses Modell hat den Vorteil, von Anlegern ohne weiteres benutzt werden
zu konnen, da alle notwendigen Informationen jeweils vor Beginn des
Borsentages zur Verfiigung stehen. Wir bezeichnen es als ExGARCH(VT)
fiir Extended GARCH mit Einfliissen vom Vortag.

e Da sich Anpassungsprozesse an den internationalen Finanzpldtzen sehr
schnell vollziehen, ist nicht ohne weiteres klar, ob die Entwicklung des
Pfundes bis zum Vortag als Information iiber Vorgéinge in der deutschen
bzw. européischen Wirtschaft nicht jeweils schon veraltet ist. Aus theore-
tischen Griinden modellieren wir deshalb:

Ty = Yot &

hot = wo+ aoe;_y + Bohot—1 + SoSot41,
mit der aktuellen Entwicklung des BP als Einflufl auf den CD zusammenge-
faBt in der GroBe sgi41. Wir bezeichnen dieses Modell als ExGARCH(ST)

fiir Extended GARCH mit Einfliissen vom selben Tag. In beiden Modellen
muf} dg > 0 sein.

Den drei Modellen ist gemeinsam, daf} sie symmetrisch sind in der Richtung der
Schocks. Ein €; > 0 hat dieselbe Wirkung auf die Varianz der néichsten Periode
wie ein ¢ < 0 desselben Betrages. Der leverage effect kann also von diesen
Modellen nicht erfafit werden. Wir betrachten deshalb zusétzlich

e das von Glosten, Jagannathan und Runkle [1993] vorgeschlagene asymme-
trische Modell

Ty = Yo te

hot = wo+ (c01 + a2 sign(e—1))er_y + Bohor—1,

das wir als GJR-GARCH(1,1)-Modell bezeichnen. Fiir ¢; > 0 nimmt die
Funktion g(ag1, ao, €) := ao1 +ap2 sign(e;) den Wert a1 + g2, fiir ¢, < 0

13



den Wert a1 — ap2 an. Fiir ags # 0 ist also die Darstellung eines leverage
effects moglich. Die Parameterrestriktion erfordert |co1| > |ag2| und apy >
0.

Wie oben verallgemeinern wir dieses Modell, indem wir ein GJR-GARCH(1,1)-
Modell auf die BP-Zeitreihe anwenden:

Yy = Yo+ m
sor = o+ (Go1 + Gz Sign(ntfl))n?—l + Bosot—1,

und die Volatilitdt so; des BP als relevante Information fiir die Entwicklung des
CD geltend machen. Wir erhalten

e das Ex-GJR-GARCH(VT)-Modell [Extended GARCH mit Einfliissen vom
Vortag]

Ty = Y te
hot = wo+ (@01 + o2 sign(e—1))er_q + Bohot—1 + dosor,

e und das Ex-GJR-GARCH(ST)-Modell, in dem die Entwicklung des BP bis
zum selben Tag zu Buche schlégt:

Tt = Yote
hot = wo+ (o1 + oz sign(e—1))er_1 + Bohor—1 + S0Sor+1-

Um die Positivitat der Varianz hg; zu gewéhrleisten, mufl wieder §; > 0
erfiillt sein.

Da g(ap1, o2, ) := a1 + a2 sign(x) nicht differenzierbar in x ist, erfiillen
die GJR-GARCH-Modelle die im ersten Teil der Arbeit gemachten Voraus-
setzungen an sich nur fiir v = 0. Diese Annahme wéire ckonomisch durch-
aus gerechtfertigt, da der Erwartungswertparameter  in allen Féllen als
praktisch 0 und auch nicht immer signifikant geschétzt wurde. Um die Ver-
gleichbarkeit mit den anderen Modellen aber zu gewihrleisten und eben
weil ~y als so klein geschétzt wurde, haben wir den Parameter in den GJR-
Modellen und aus denselben Griinden im noch folgenden PGARCH-Modell
unten belassen.

Bei diesen Modellen hat die parametrische Funktion g, die bestimmt, wie stark
die quadrierten Residuen €, die Varianz der néchsten Periode beeinflussen, jeweils
eine sehr einfache Form. Bei den drei GARCH-Modellen handelt es sich um die
konstante Funktion g(«p, €;) = g, bei den GJR-GARCH-Modellen nimmt ¢ nur
zwei Werte an, wie oben bereits dargestellt. Mit der erwahnten Einschrénkung
bieten die an g gemachten Voraussetzungen jedoch wesentlich grofiere Spielrdume
zur Gestaltung dieser Funktion. Exemplarisch modellieren wir deshalb in Anleh-
nung an das partiell nichtparametrische Modell (PNP) von Engle und Ng [1993]
g nicht als stiickweise konstante, sondern als stiickweise lineare Funktion, deren
Knickpunkte wir vorgeben.

14



e Sei zunichst g definiert als

g(ao,€) = o1+ aoe(e +0,004)1, <0004}
+aos (€ +0,002)1 ¢, <0002}
+apa€rle, <oy + qos€rlie, >0}
Fas (€ — 0,002) 11, >0,002}
+aor(er — 0,004) 1, >0,004}

und ausgehend davon g als

g(ag,—0,02)  fiir ¢ < —0,02
g(ao, ) == ¢ Glao, ) fiir —0,02 < ¢ < 0,02
9(ap,0,02) fir 0,02 < ¢.

Die Knickpunkte sind hierbei suggestiv gewéahlt worden als ndherungsweise
5, 20, 50, 80 und 95-%-Quantile der tiglichen Schwankungen des CD. Es
liegen keine Beobachtungen auflerhalb von [—0,02,40,02]. Man beachte,
daBl g nach oben beschrankt ist.

Wir erhalten damit das vollstdndige Modell als
Ty = Yoté&
hot = wo+g(ao,e—1) €1 + Bohor—1.
Da g linear ist, ist g(ao, €;) €2 ein Polynom 3. Grades in ¢;. Wir bezeichnen

deshalb dieses Modell als Power GARCH-Modell (PGARCH).

Schlielich betrachten wir folgendes bedingt wie unbedingt homoskedastische
Modell, das wir als

e Statisches Modell bezeichnen:
Ty =" + €

mit

E(e;)=0 und E(e}) = o

5.2 Beschreibung der Daten

Die Ergebnisse der Auswertung basieren auf den im Zeitraum vom 01.06.1973 bis
zum 13.11.1986 borsentéglich erhobenen Kassakursen der US-Dollarnotierungen
von Britischem Pfund und Kanadischem Dollar. Die genannte Zeitspanne um-
fafit insgesamt 3511 Datensétze. Sie wurde ausgewéhlt, da sie weitgehend frei
ist von Strukturbriichen und BP und CD sich sehr unterschiedlich gegeniiber
dem US-Dollar entwickeln (vgl. Abb.1). Wir lassen uns von der Hypothese lei-
ten, daf} in den Schwankungen des Pfundes genuin européische Vorgénge zum
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B Kassakurse von Britischem Pfund und Kanadischem Dollar
275 = N ——  Kan.Dallar ‘
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Abbildung 1: Kassakurse von Britischem Pfund und Kanadischem Dollar

_— Tégliche Schwankungen des Kanadischen Dollars
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Abbildung 2: Tégliche Schwankungen des Kanadischen Dollars

Ausdruck kommen, die aufgrund internationaler Verbindungen - Europa ist Ka-
nadas zweitwichtigster Wirtschaftspartner - in der Entwicklung des Kanadischen
Dollars Spuren hinterlassen und einen Teil zur Erklirung der Varianz des CD
beitragen konnen.

Da die durch GARCH-Modelle dargestellten Zeitreihen stationér sein miissen,
betrachten wir nicht die Wechselkurse selbst, sondern ihre téglichen relativen
Anderungen. Der vorherrschenden Praxis in der Literatur folgend, approximieren
wir die relativen Anderungen durch die Differenz der logarithmierten Kassakurse

und erhalten
Xip1 — Xy

Xy

(vgl. Tschernig 1994, Kaiser 1996 u.v.a.). Abbildung 2 zeigt die transformierte
Zeitreihe fiir den Kanadischen Dollar. Das Phénomen des “volatility clustering“,
d.h. des geballten Auftretens von Perioden grofler bzw. kleiner Kursschwankun-
gen, kann gut beobachtet werden.

i =InXpp1 —In Xy =
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5.3 Ergebnisse der Parameterschitzungen

Samtliche Schéitzungen wurden mit dem Programm Regression Analysis for
Time Series, Version 4.30, durchgefiithrt. Die Likelihood-Funktionen wurden
mit dem Simplex-Algorithmus maximiert. Der Simplex-Algorithmus setzt nicht
die Differenzierbarkeit der Likelihood-Funktion voraus. Uber den geschitzten
Parameterwerten sind jeweils die approximativen Standardabweichungen des
Schiitzwertes in Klammern angegeben.

GARCH-Modell:

[3,27-1077]

T, = —7,66-107°+ ¢

. [5,03-1077] [0,223] [0,146]

hot = 2,13-107% 4+ 0,348 €2 4 0,635 hos_1
ExGARCH(VT):
Fiir das BP erhélt man:

[0,0001]
yo = —6,96-107° + 7
[5,11:107°) [0,197] [0,0847]
st = 1,59-107° 40,301 H7_,+ 0,692 50:_1

Fiir den CD ergibt sich damit

[3,12:107?]
T, = —7,72-107° 4 &
A 7,02:1077) [0,212] [0,0752] . [0,00925]
hot = 2,09-107% 40,347 €+ 0,601 hg;_1+ 0,0253 30,
ExGARCH(ST):
Mit dem bereits genannten Resultat fiir das Pfund ergibt sich fiir den CD weiter:
(3,23-1077]
T = —8,62-107°+ ¢
. [5,65-1077] [0,224] [0,0894] . [0,00871]
hot = 1,25-107% 4+0,320 €2_,4 0,584 hgs_1-+ 0,0284 80541
GJR-GARCH:
z, = —1,01-107%+ ¢
N 5,36-107% [0,0959] [0,0753] [0,0854]
hot = 1,83-1077 +(0,182 — 0,0951 sign(é,_1)) €2+ 0,699 ho;_1
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Ex-GJR-GARCH(VT):

Fiir das BP:
ye = —1,81-107%+ 7,
(3,21-1077) [0,0819]  [0,0708] [0,0555]
Sor = 6,71-1077 (0, 1449 — 0,1342 sign(r_1)) 721+ 0,82 Sor_1

Fiir den CD erhialt man:

Ty = —9, 2- 10_5 + ét

R (8,25-10%] [0,0734] [0,0633] [0,0101] .

hor = 1,29-1077 4+(0,1127 — 0,0921 sign(é;_1)) €2+ 0,662 ho;_1
[0,00231]

+0,00617 o

Ex-GJR-GARCH(ST):
Fiir den CD erhélt man wiederum mit dem o.g. Ergebnis fiir das BP:

r, = —1,01-107*+ &

. [3,39-107°] [0,0795]  [0,0689] [0,00669] .

hor = 9,93-107% 4(0,1296 — 0,0963 sign(é;_1)) €2 ,+ 0,674 hgi_1
[0,0077]

+0,0124 Sop41

PGARCH:
[0,0139] [1,46]
g(&o,€) = 0,03498 — 7,151 (€; +0,004)11¢,<—0,004}
(1,76]
- 67 682 (ét + 0, 002)1{€t§—0,002}
[2,98] [0,746]
— 5,572 &1pe,<0y— L, 141 &1, 50
[0,242]
— 0,013 (& —0,002)1¢¢,>0,002}
1,97
+ 4,62 (& — 0, 004)1{&20,004}
G(&w,—0,02) fir & < —0,02
9(do, ) == ¢ G(Go, €) fir —0,02 < ¢ <0,02
9(60,0,02) fir 0,02 < é.
T, = —7,6-107°+¢&
R [2,21-1077] 0,034]
hor = 4,57-107° 4-g(do,é—1) €2+ 0,462 hoy_1.
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Statisches Modell:

T, =—8,6-1075 + &
mit
Var(é) = 6% =5,7-107° .

Die Parameter des Statischen Modells sind durch Stichprobenmittel und Stich-
probenvarianz geschétzt worden.

Ein Vergleich zeigt unmittelbar, dafl die geforderten Parameterrestriktionen in
allen Modellen sowohl fiir die CD- als auch fiir die BP-Zeitreihe erfiillt sind.

In allen GJR-GARCH-Modellen wurde der den leverage effect abbildende Para-
meter a9 signifikant negativ geschétzt. Abbildung 3 zeigt die News Impact Cur-
ve (NIC) des GJR-GARCH-Modells [vgl. Engle und Ng 1993], d.h. den Graphen
der Funktion (&o; +Goz sign(e)) €2. Engle und Ng haben den Namen “News Im-
pact Curve* gewéhlt, da sie die Wirkung von Schocks, also neuen Informationen,
auf die Volatilitat der néchsten Periode darstellt. Die geschéitzten Parameter-
werte ergeben eine deutliche Asymmetrie der NIC um den Nullpunkt. Negative
Abweichungen der Daten von ihrem Erwartungswert beeinflussen die zukiinftige
Varianz deutlich stirker, es scheint also ein leverage effect tatsédchlich vorzulie-
gen. Die Konfidenzbénder ergeben sich aus gemeinsamen Konfidenzintervallen
fiir die Parametersummen ag; + a2 und agp — ago durch Multiplikation mit €2.
Das dargestellte Intervall [—0, 006; 40, 006] umfait ca. 97% der Beobachtungen.

Das PGARCH-Modell kommt hinsichtlich des leverage effectes zu einem ver-
gleichbaren Ergebnis wie die GJR-Modelle. Abbildung 4 und 5 zeigen die gefit-
tete stiickweise lineare Funktion g dieses Modells bzw. die sich daraus ergebende
News Impact Curve. Hier haben offensichtlich negative Schocks einen gréfleren
Einflufl auf die Volatilitat als positive. Gleichzeitig wird die Asymmetrie der
Wirkung noch subtiler dargestellt als in den GJR-Modellen, da nicht nur die
blofle Richtung der Schocks iiber den Wert der Funktion g entscheidet, sondern
auch ihr Betrag. Die News Impact Curve ist im PGARCH-Modell etwas symme-
trischer als in den GJR-Modellen und somit der leverage effect etwas schicher
ausgeprigt. Bemerkenswerterweise nimmt g sein Minimum nicht im Nullpunkt,
sondern rechts davon in € = 0,004 an. Die Konfidenzbénder sind nach der Metho-
de von Scheffé bestimmt worden. Die empirische Kovarianzmatrix hatte vollen
Rang.

Der den Einflul des Pfundes auf die Volatilitit des CD ausdriickende Pa-
rameter §y wird in allen erweiterten Modellen signifikant geschéitzt. Er ist
jedoch grundsétzlich von viel kleinerer Groflenordnung als die Parameter
ap und [y, durch die die vergangene Entwicklung des CD in seine Vari-
anz einfliefit. Dies scheint fiir diese Anwendung die im theoretischen Teil
der Arbeit gemachte Annahme zu bestéiitigen, dafl die externen Einfliisse auf
die Volatilitét relativ klein sind in Verhéltnis zur eigenen Dynamik der Zeitreihe.
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Abbildung 3: News Impact Curve des GJR-GARCH-Modells

| Geschitzte stiickweise lineare Funktion g im PGARCH-Modell |
Approximative 99% Scheffé Konfidenzbander

L

Funktion g
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Abbildung 4: Stiickweise lineare Funktion g im PGARCH-Modell
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Geschétzte News Impact Curve des PGARCH-Modells
Approximative 99% Scheffé Konfidenzbander
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Abbildung 5: News Impact Curve des PGARCH-Modells

5.4 Modellvergleich durch Pradiktionen

Um die zukiinftige Entwicklung einer Anlage und der von ihr abgeleiteten Op-
tionen besser abschétzen zu kénnen, sind moglichst prézise Vorhersagen der Va-
rianzen ihrer Preisschwankungen wiinschenswert. Wir machen deshalb mit den
oben angefithrten Modellen Out of Sample Prognosen, um das den Daten in
dieser Hinsicht am besten angepafite Modell zu lokalisieren.

Bei den “Out of Sample® Prognosen sind die Parameter der einzelnen Model-
le mit den ersten 1500 Beobachtungen der Stichprobe geschétzt und dann Ein-
Schritt- bzw. Fiinf-Schritt-Pridiktionen der Volatilitdt durchgefithrt worden, das
heifit, von den Zeitpunkten T" = 1500,7 + 1,T + 2, ... aus sind jeweils die be-
dingten Varianzen des nichsten Tages bzw. von T = 1500,7 + 5,7 4+ 10, ... aus
die bedingten Varianzen jeweils fiir die folgenden 5 Tage vorhergesagt worden.

5.4.1 Pradiktions- und Bewertungsmodelle

Da aufgrund der den GARCH-Modellen immanenten Rekursionsstruktur jeweils
die Beobachtung der Vorperiode zur Bestimmung der Varianz eingeht, miissen
Ein-Schritt- und Mehr-Schritt-Pradiktionen mit unterschiedlichen Formeln be-
rechnet werden. Wir tragen bei der Bestimmung der Formeln der Tatsache Rech-
nung, daf €? sich schreiben lifit als €2 = 22ho; und dal Ez? = 1.

In allen Modellen ist é&; = z; — Jp.
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GARCH-Modell:
Ein-Schritt-Pradiktion [ESP]:

hots1 = @o + G0é2 + Bohor
Mehr-Schritt-Pradiktion (k > 1) [MSP]:

otk = Qo + (G0 + o) hotrr—1-

ExGARCH(VT):
ESP: . o .
hots1 = @o + G0€2 + Bohor + 0080141
MSP: R o X
hot+1 = wo + (Go + Bo) hotk—1 + d080t+k,

wobel Spt4,—1 mit dem o.g. Ansatz berechnet wurde.

ExGARCH(ST):
ESP: X o R
hot+1 = Qo + G0éf + Bohor + d080t+2
MSP: . o R
hot 1 = @o + (Go + Bo) hotyr—1 + 00801+ k41

GJR-GARCH:
Bei den GJR-Modellen ergibt sich das Problem, dafl bei Préadiktionen {iber mehr
als einen Schritt das Vorzeichen des Schocks nicht bekannt ist. Wir machen
deshalb hier die zusétzliche Annahme, dafl ¢; symmetrisch um den Nullpunkt
verteilt ist.
ESP: A A

hot+1 = @o + (Go1 + Aoz sign(&)) € + Boho
MSP: R o

hot+r = @o + (Go1 + Bo) hotr—1-

Ex-GJR-GARCH(VT):
ESP: . o .
hor41 = @o + (Go1 + oz sign(é)) € + Bohor + doSot+1

MSP: . o A
hot+rx = @o + (Go1 + Bo) hot4k—1 + 0050t+k-
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Ex-GJR-GARCH(ST):

ESP:
hot41 = o + (Go1 + oz sign(é&)) € + Bohor + doSor+2
MSP: . o R
hotr = @o + (Go1 + Bo) hot4k—1 + 0080t4+k+1-
PGARCH:

Um mit dem PGARCH-Modell Mehr-Schritt-Préidiktionen durchfiihren zu
konnen, wiren noch weitere Annahmen an die Verteilung der ¢; notig, da neben
dem Vorzeichen der Schocks auch noch ihr konkreter Wert zu Buche schlégt.
Wir beschrianken uns deshalb bei diesem Modell auf die Ein-Schritt-Pradiktion.

ESP:
G(&o, &) = G + do2(é +0,004) 11, < 0,004}
+603(é +0,002)1¢e, < 0,002}
+aoa€rlie, <oy + Qos€ilie, >0}
+éo6 (€ — 0,002)1¢¢,>0,002}
+éo7(€ — 0,004)11¢, 0,004}

G(ao,—0,02)  fiir & < —0,02
g(ao,2) =14 §léw, &) fir —0,02< ¢ < 0,02
(&0,0,02) fir 0,02 < é&.

hot1 = @o + g(do, &) € + Bohos

Statisches Modell:

A2 A2 A2
Ot41 = Ot = 0

wobei 2 wieder durch die jeweilige Stichprobenvarianz geschitzt wird.

Als “wahre Varianz“ der Zeitreihe in jeder Periode, die es vorherzusagen gilt,
haben wir die beobachtete Varianz hq; := (z; —z)? gewihlt (Abb.6), wenn Z das
Mittel der gesamten Stichprobe bezeichnet. Diese Grofie hat den Vorteil, daf sie
unabhingig ist von dem Modell, mit dessen Pridiktionen sie verglichen wird.

In der Literatur werden vielfdltige Moglichkeiten vorgeschlagen, die Prézision
der jeweiligen Prognosen zu messen [vgl. Pagan und Schwert 1990, Hentschel
1995, Kaiser 1996, u.a.]. Wir messen sie anhand von zwei Kennzahlen:

e Der Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung der prognostizierten
Varianz von der beobachteten Varianz (RMSE = Root Mean Squared Er-
ror):

N
. 1 . -
RMSE(ho) := || % > (hor — hot)?,

t=1
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Abbildung 6: Beobachtete Varianzen des Kanadischen Dollars

wenn insgesamt N Werte vorhergesagt wurden. Aufgrund der Quadrierung
werden grofle Abweichungen bei diesem Mittelwert stirker gewichtet als
kleine. Der RMSE ist deshalb insbesondere ein Kriterium, das angibt, wie
gut Perioden grofler Volatilitdt von den Prognosemodellen erfafit werden.

Dem Median der quadratischen Abweichungen (MedSE = Median Squared
Error):
MedSE(hg) := Median(ho; — hot)?.

Da der Median lediglich z&hlt, wieviele Realisationen links und rechts von
einem Wert liegen, kommen bei diesem Kriterium kleine Abweichungen
von der beobachteten Varianz stiarker zur Geltung als bei dem RMSE. Der
MedSE indiziert also stirker, wie gut Perioden kleiner Volatilitéit von den
Prognosemodellen dargestellt werden.

5.4.2 [Ergebnisse der Priadiktionen

Das Vorgehen bei den Out of Sample Prédiktionen ist bereits beschrieben wor-
den. Insgesamt sind vom Zeitpunkt 7" = 1500 an 2010 Tage bzw. 402 Wochen
zu je 5 Tagen vorhergesagt worden. Die einzelnen Modelle haben folgende Er-
gebnisse geliefert:

Tabelle 1: Ergebnisse der 1-Schritt-Out of Sample-Pradiktion

Modell RMSE | Rang || MedSE | Rang
[1077] [107 1]
GARCH 1,796 5 0,557 6
GJR-GARCH 1,806 6 0,389 2
Stat.Modell 1,955 8 1,303 8
ExGARCH(ST) 1,762 3 0,629 7
ExGARCH(VT) 1,777 4 0,525 5
Ex-GJR-GARCH(ST) 1,736 1 0,404 3
Ex-GJR-GARCH(VT) 1,744 2 0,496 4
PGARCH 1,942 7 0,368 1
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Tabelle 2: Ergebnisse der 5-Schritt-Out of Sample-Pradiktion

Modell RMSE | Rang || MedSE | Rang
[1077] [107 1]
GARCH 1,911 2 1,296 6
GJR-GARCH 1,923 6 1,153 3
Stat.Modell 1,955 7 1,302 7
ExGARCH(ST) 1912 | 4 1,266 5
ExGARCH(VT) 1,919 5 1,190 4
Ex-GJR-GARCH(ST) 1,899 1 1,048 2
Ex-GJR-GARCH(VT) 1,904 2 0,949 1

Zunéchst fallt auf, dafl das Statische Modell bei beiden Prédiktionen und in
beiden Kriterien schlechter abschneidet als die Modelle der GARCH-Familie.
Dieses Resultat ist zu erwarten gewesen, da das Statische Modell den volatility
clustern nicht folgen kann, sondern zwischen Phasen grofler und Phasen kleiner
Schwankungen ausmitteln mufl. Es weicht deshalb in seiner Pradiktion sowohl bei
groflen Schocks als auch bei kleinen Schocks mehr von der beobachteten Varianz
ab als die Modelle der GARCH-Familie, da es grofle Schocks zu stark unter- und
kleine Schocks zu stark iiberschétzt. Da das statische Modell homoskedastisch
ist und da wir nur einmal mit den ersten 1500 Beobachtungen die Parameter
geschétzt haben, sind die Pradiktionsergebnisse fiir alle Zeithorizonte identisch.
Die GARCH-Modelle sind demgegeniiber wegen ihrer rekursiven Sruktur, die die
Kenntnis der Realisation des Vortages erfordert, auf die 1-Schritt-Prognose spe-
zialisiert. Es ist deshalb nicht erstaunlich, daf3 der Abstand zwischen GARCH-
Modellen und Statischem Modell bei der 5-Schritt-Pradiktion wesentlich kleiner
ausfillt als bei der 1-Schritt-Prognose.

Innerhalb der Gruppe der heteroskedastischen Modelle schneiden die asymme-
trischen GARCH-Modelle beim Median der quadratischen Abweichungen (Med-
SE) deutlich besser ab als die symmetrischen GARCH-Modelle. Bei Betrach-
tung der mittleren quadratischen Abweichungen (RMSE) liegen symmetrische
und asymmetrische Modelle dichter zusammen. Die Gruppe der symmetrischen
GARCH-Modelle scheint vor allem in Phasen groflerer Schwankungen die be-
obachteten Varianzen gut vorherzusagen, wahrend sie in ruhigeren Zeiten die
Varianz iiberschétzt.

Von den betrachteten Modellen passen sich die GJR-GARCH-Modelle den qua-
litativen Verdnderungen der Varianzen - vermutlich wegen ihrer Fahigkeit, den
leverage effect darzustellen - am flexibelsten an. Uberparametrisierung scheint
hier noch kein gravierendes Problem zu sein.

Das Verhalten des PGARCH-Modells ist bei beiden Kriterien sehr unterschied-
lich. DaBl es beim RMSE so schlecht abschneidet im Vergleich mit den anderen
GARCH-Modellen, deutet darauf hin, daf} es gerade Phasen grofier Volatilitéit
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schlecht modelliert. So wird etwa die in Abbildung 5 oben dargestellte News Im-
pact Curve des PGARCH-Modells gerade im negativen Bereich deutlich von der
NIC des GJR-GARCH-Modells (Abb. 3) majorisiert. Auch der “Erinnerungspa-
rameter “ 0 ist vergleichsweise niedrig geschéitzt worden, so dafl groflere Varianzen
nicht sehr persistent sind. Aus demselben Grund schneidet das PGARCH-Modell
beim Median der quadratischen Abweichungen besser ab, da auch die beobach-
teten Varianzen in den meisten Féllen sehr klein sind, da der Kanadische Dollar
mit dem US-Dollar stark korrelliert ist. Insgesamt ist das PGARCH-Modell von
den heteroskedastischen Modellen das unflexibelste.

Die Erweiterung der Modelle um Einfliisse des Pfundes auf die Schwankungen des
CD macht sich insbesondere in Zusammenhang mit der Moglichkeit, Asymmetrie
zu erfassen, bemerkbar. Sowohl in der 1-Schritt- wie in der 5-Schritt-Pradiktion
liegen die erweiterten GJR-Modelle bei beiden Kriterien vorn, wihrend das ein-
fache GJR-Modell bei dem grofie Abweichungen der Prognose von der beobachte-
ten Varianz betonenden RMSE in beiden Zeithorizonten von den symmetrischen
Modellen dominiert wird.

Das symmetrische GARCH-Modell profitiert ebenso von der Erweiterung, aber
lingst nicht so ausgepriigt. Alle symmetrischen Modelle sind durchweg auf den
hinteren Réngen plaziert. Eine qualitative Verbesserung wie beim GJR-Modell
wird hier nicht erzielt.

Die Frage, ob erweiterten Modellen mit Einfliissen vom selben Tag oder mit
Einfliilssen vom Vortag der Vorzug zu geben ist, 148t sich mit dem hier erzielten
Befund nicht eindeutig beantworten. Tendenziell erzielen die Modelle mit Ein-
fliissen vom selben Tag etwas bessere Ergebnisse bei der Prognose der zukiinf-
tigen Varianz. Dies bestétigt die Vermutung, dafl sich die Reaktionen an den
Kapitalmérkten so schnell vollziehen, dafl Informationen vom Vortag u.U. schon
veraltet sind.

Insgesamt sind die beiden Ex-GJR-GARCH-Modelle aus dem Kreis der von uns
betrachteten Modelle den Daten am besten angepafit. Sie erfassen sowohl sie
Asymmetrie in der Wirkung von positiven bzw. negativen Schocks auf die Va-
rianz als auch die Einfliissse der europiischen Wiahrung auf die Volatilitat des
Kanadischen Dollars.

Abbildung 7 zeigt die beobachteten Varianzen des Kanadischen Dollars zusam-
men mit dem jeweiligen Fit von symmetrischen und asymmetrischen GARCH-
Modellen. Der Vergleich der téglichen Schwankungen des CD mit dem Fit des
GJR-GARCH-Modells zeigt deutlich, dafl hier negative Schocks eine grofiere
Wirkung auf die geschiitzte Varianz haben als positive (siehe insbesondere den
Schock Ende 1984).

6 Zusammenfassung

Ausgehend vom Standard GARCH-Modell von Bollerslev haben wir eine weitere
Verallgemeinerung dieses Modells vorgeschlagen. Einerseits 148t sie vielféltigere
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Wirkungen der Schocks auf die bedingte Varianz der néchsten Periode zu - ins-
besondere ermdoglicht sie asymmetrische und nichtlineare Einfliisse; zum anderen
erlaubt unser Ansatz, die Volatilitéit einer Zeitreihe nicht nur auf Basis ihrer eige-
nen Vergangenheit zu erklidren, sondern auch externe Einfliisse auf die Volatilitét
geltend zu machen. Damit wird eine wesentlich breitere Klasse von GARCH-
Prozessen erfafit. Schliellich haben wir fiir dieses Modell unter gewissen Regula-
ritdtsbedingungen das asymptotische Verhalten des Quasi-Maximum-Likelihood
Schitzers gezeigt. Wie die obige Auswertung der Kursschwankungen des Kanadi-
schen Dollars und des Britischen Pfundes gezeigt hat, kann die Beriicksichtigung
von dufleren Einfliissen auf die Volatilitdt des Preises von Geldanlagen durchaus
sinnvoll sein. In unserem Fall vertrat das Britische Pfund den européischen und
der Kanadische Dollar den amerikanischen Wirtschaftsraum, die beide fiir sich
ihre Dynamik haben, aber iiber internationale Beziehungen auch Verkniipfungen
untereinander aufweisen. Die erweiterten GARCH-Modelle erlauben es, beide In-
formationskreise miteinander zu verbinden und so die Entwicklung der einzelnen
Kurse préziser zu prognostizieren.

Bei den von uns betrachteten Zeitreihen brachte mit Heteroskedastizitat, Asym-
metrie und externen Effekten das Erfassen weiterer Eigenschaften der Daten
auch jeweils eine Verbesserung der Vorhersagegenauigkeit. Die genaue Formulie-
rung der einzelnen Modelle bleibt jedoch von Bedeutung. So kann das PGARCH-
Modell zwar Asymmetrie nuancierter beschreiben als die GJR-Modelle, erkauft
diesen Vorteil aber mit einem Verlust an Flexibilitdt, der den Gewinn an Ge-
nauigkeit iiberkompensiert. Den besten Kompromifl zwischen Komplexitidt und
Einfachheit bieten fiir die Analyse der Wechselkurse des Kanadischen Dollars
die beiden erweiterten GJR-GARCH-Modelle.
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7 Appendix

Bemerkung: Der folgende Gesamtbeweis ist eine Verallgemeinerung der Arbeit
von Lee und Hansen [1994]. Insbesondere die Gliederung des Beweises von Lee
und Hansen ist zum Vorbild genommen worden. Es werden jedoch eine Reihe
von Liicken geschlossen und die Aussagen prézisiert und auf unseren Kontext
erweitert.

Bemerkung: Lemma 1 liefert zwei Rekursionsformeln fiir die Darstellung von hy,
die wir bei fast allen folgenden Beweisen als Ausgangspunkt nehmen werden.
Lemma 1 (1) ist notwendige Bedingung fiir die Endlichkeit der Likelihood-
Funktion im Erwartungswert.

Lemma 1 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:
(1) Fiir alle t € Z ist ho; fast sicher endlich.
(2) hot lifSt sich fast sicher darstellen als:

(a)

oo k
hot = (1= Bo)wo(l+ Z [T (9(o, er—i)27-; + Bo))
k=11i=1

9] k
+Zf(607rr k H 0407675 % Zt z+60)
=2

(b)

hor =wo+ Y _ Blg(c0, €c—k—1)€f_j_y + (S0, 7e—k-1)]
k=0

Beweis von Lemma 1:
Fiir alle n € N 148t sich hg; schreiben als

hot = (1 — Bo)wo + g, €—1)€r_1 + F(60,7e—1) + Bohot—1
= (1-Bo)wo+ f(d0,7t—1) + (g(c0, €c—1)27_1 + Bo)hot—1
n—1 k
= (1= Bowo(1+ > [[(glao, er—s)2t; + Bo)
=1 i=1

n k
+Z (60, rt—k) H 9(ow, e—i)z7; + Po)
k=1 i=2

n

+hot—n H(Q(OéO, €t—k)%_p + Bo)
k=1

Nach Voraussetzung ist ¢ := E(In(8y + g(ao,€:)z?)) < E(sup, E(In(8y +
g0, €)22)|Fi—1)) < 0 und (24, €, 7¢)iez ist strikt stationér und ergodisch.
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Damit folgt aus dem Ergodentheorem, dafl ein M < oo existiert, so daf fiir alle
n > M fast sicher gilt:

(a)

n

12 n(g(oo. -zt o+ ) — <] <|]

k=1

SHES

und
n

Zln(g(ao, €—k)zip + Bo) < gn

k=1
f(0,7t—r) = 0 fast sicher und In f < f ist fast sicher

l
n

(b) Wegen lim,,, oo

(£ (B0, 7e-n)) + Y _ In(g(co, € —&)27_4 + o)
k=2

< f(6o,m—n)+ Zln(g(ao, €r_k)Zi_p + Po) < g(n —1).

k=2

Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt dann
H (o, €t—k zt w +00) < exp(g n) — 0 fiir n — oo fast sicher,

da ¢ < 0, sowie

n

£ (G0, r1-) [T (900, et 4+0) < exp

k=2

DO [y

(n—1)) = 0 fiir n — oo fast sicher

und somit

ook
ZH (oo, €t—i)zi_; + o) < oo fast sicher,
k=1i=1

sowie
k

Zf 605 Tt—k) H(g(CVOaftfi)thfi + fo) < oo fast sicher,
k=1 =2

da f(bo,7:) und die ersten M Terme der Summe mit Wahrscheinlichkeit eins
endlich sind und die iibrigen von der geometrischen Reihe mit Gewichten exp(%)
majorisiert werden. Ebenso zeigt man, dafl

n
hot—n H(g(ao,et_k)Zf_k +B0) — 0 fiirn— oo fast sicher,
k=1

da hg_oe = lim, .o ho: fast sicher endlich ist. Das heifit, es ergibt sich
gleichméBig in ¢ :

oo k

hoo = (1= Bo)wo(1+ Y [[(a(co, e-i)2t—; + 5o))

k=11i=1
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&S] k
+ Z f (o0, mr—k) l_I(g(ozo7 €r_i)2t; + o) < oo fast sicher.
k=1

=2

und damit die Teile (1) und (2a) des Lemmas.
Nach Definition 148t sich hg; fiir alle n € N schreiben als

hor = (1= 85 wo+ > 85 (9(00, et k—1)€7— 1 + (S0, 7t k1)) + B85 hor—n—1-
k=0

Da nach Teil (1) dieses Lemmas hg, fiir alle t € Z mit Wahrscheinlichkeit eins
endlich ist, ergibt sich, dafl

n
im > Bi(glao, es—k-1)€f 1 + f(0,re-k-1)) < hot < 00
k=0
fast sicher. Insbesondere geht also
(o)
> Bh(glao,er—k-1)€e; g1 + f(B0,m1-k-1)) =0 (n—o0) fast sicher.
k=n-+1

Die fast sichere Konvergenz von (3 hot—y, gegen 0 ist bereits begriindet worden.
Damit folgt Teil (2b) des Lemmas.

(Vgl. auch Nelson [1991], der in seinem Theorem 1 ein Pendant zu Lemma 1 (1)
und (2a) fiir das Standard GARCH-Modell bei Unabhéingigkeit der z; beweist.)

O

Bemerkung: Lemma 2 liefert eine Abschétzung von h§(6) gegen h:(0), die die
beiden Prozesse in Beziehung setzt, die nachfolgenden Beweise vereinfacht und
es insbesondere ermdglicht, sich bei den Beweisen der eigentlich interessanten
Satze immer wieder auf die Aussagen von Lemma 8 bis 10 zuriickzuziehen.

Lemma 2 Fast sicher ist:
B~'h§(9) < hi(6) < Bh(9)
wobei

B:=2+ 201 +2m)+ 2"

———2+m) mitm ="y, — M.
- wl(l_ﬁu)( ) ot Vi

Beweis von Lemma 2:
Sei m :=y9 — . Esist |m| < und ¢ = e;(0) + v — v = e:(0) — m.
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Dann gilt fast sicher:

hi(6)
hi(0)
w2 Byl e wn)ef gy + F(O k)]
h+(0)
o wEmIi B¥(er—x-1(0) —m)?
- he(6)
+ Z;o:o ﬂkf(é, Tt—k—l)
w0l BFlg(a, er—r—1(0))ei_r_1(0) + f(0,ri—p—1)]
<1
< W+ T2 ZZO:O ﬁkeg—k—l(e) I 27y | m | ZZ';O B* | et—k—1(6) | i Tom? 1
T w2l Bl 1 (0) h(6) (1—B)h(0)
< 1+24 27 [m | 3o Brel 1 (0) + 27 [ m | 577, B Tam’ +1,
- T1 w+7'12k oﬂket k_1(0) w(l—p)
da le;—p-1(0)] < ef 4 1(0) +1
T2 27’2 | m | T2m2
< 24 =42 —= +
< 2 2iml B S S
Ty - Tom -
< 24 —=(1+42m)+ ———2+m) = B.
< 7'1( ) wl(l—ﬁu)( )
Entsprechend gilt umgekehrt:
hi(6)
hi(6)
_ w—+ T ZZ‘LO ﬁk(mkq +m)? n Zzio ﬁkf(& Tt—k—1)
h§(0) w+ Z;O:o ﬁk[g(a, Gt—k—l)ﬁg_k_1 + f(6,r—p—1)]
c wim Do Bk 2m m | Y0 B | ek | N mym® +1
T owt T Y BRe hi(6) hi(0)(1 — B)
< Ty 2T \m\Zk oﬂkft k—1 T 272 |m|Z;§";o/5’k Tym?
< 24 =+ ) ,
sl w+n Zk:oﬂ € 1 w(l=7)
da|ei—p—1| <€, +1
To | m | Tom?
< 2 —I— — + 2 =42 +
< 2 G =)
- Tom -
< 2+f1+2m + —2+m
- T1 ( ) Wl(l - ﬂu) ( )
O
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Bemerkung: Lemma 3 zeigt, dafl sich die in den Voraussetzungen geforderte
strikte Stationaritéit und Ergodizitit von (z, €, r¢) bei der Konstruktion weiterer
Prozesse daraus tibertragt.

Lemma 3 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:
Die Prozesse (hot), (e:(0)), (ht(0)), (1:(0)), (V1:(0)) und (V31:(0)) sind strikt
stationdr und ergodisch fir alle 6 € ©.

Beweis von Lemma 3:
Nach Lemma 1 (2) 148t sich hq; auffassen als eine Funktion

hot : R® — R*

(€t—1,T4—1,€—2,Tt—2,...) = hot(€—1,Tt—1, €12, Tt—2, . . .).

Da der ProzeB (e, r;) nach Voraussetzung strikt stationdr und ergodisch ist,
folgt nach einem Standardresultat die strikte Stationaritit und Ergodizitit von
hot, wenn hg; mefbar ist.

Es bleibt also lediglich zu zeigen, daf hor = wo+ > pe B8 [9(v0, €1—k—1)€7_ 1 +
f(60,7t—k—1)] meBbar ist.

Sei hierzu ¢, = wo + Y o B5l9(c0, t—k—1)€?__1 + f(S0,rt—k—1)]. Dann ist
hot = Coo = SUDP,,;>( Cn-

rn ist als endliche Summe der meBbaren Funktionen g und f meBbar, und ho,
ist als Supremum einer Folge meflbarer Funktionen mefibar.

Ebenso gilt:

et(0) = ¢; + v meBbar.

Fiir h(0) gilt das tiber hg; Gesagte entsprechend.

1:(0) = Inhy(0) + e};((eg); ist mefibar, da In(-) meBbar und h:(f) von 0 weg
beschriinkt ist. Auch VI;(6) und V?I,(#) sind mefBbare Bilder des strikt stati-
onéiren und ergodischen Prozesses (e;,r;—1) wie aus den Formeln im Beweis von
Lemma 12 und Lemma 15 hervorgeht.

Lemma 4 Firz,y >0 und0<p<1:

(e 4y <o+
Beweis von Lemma 4:
Sei 0.E. y > x. Wir entwickeln f(y) = (z + y)? um 0:

(z+&P2 ,

(z+y)P = 2’ +paPly+pp—1) 5y firein (e 0,2 —y]

<0
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< @P4paPly
< 2P 4yP

day >z undp < 1.

O

Bemerkung: Um zum Beweis der punktweisen Konvergenz der Likelihood-
Funktion L, (0) gegen die nichtstochastische Funktion L(0) := E(I;(0)) das Er-
godentheorem einsetzen zu konnen, mufl gezeigt werden, dafl [;(#) endlichen
Erwartungswert hat. Eine Schwierigkeit dabei ist, dafl nicht fiir alle # € © und
moglichen Funktionen g FEh:(0) < co. Jedoch 148t sich zeigen, da ein niedri-
geres Moment von h () existiert.

Lemma 5 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:
Es gibt ein 0 < p < % und Zahlen C' < oo und T}, < 00, so daf fir alle € ©
gilt:

(1)
E(h,) <C <o

(2)
E(h(0)?) < E(sup h(9)?) < T, <
0cO

Beweis von Lemma 5:
(1) Offensichtlich ist E(By + g(o, €;)22) < Bo + T2 < 00. Aus dem Satz von der
majorisierten Konvergenz folgt dann fiir 0 < r < 1 wegen

(Bo + g(ew, €)z7)" < max[1, (Bo + g(co, €¢) 27 )],
daf
lim,—pE[(Bo + g(a0,€)27)"] = E[lim,—,(Bo + g(c0, €1)27)"]
= E[(fo + g(ao, €)27)"]

fiir alle 0 < p < 1, und damit, daB || (8o + g(cw, €:)27) ||, stetig ist in p. Weiter
gilt:

In || (Bo + g(co, e0)27) |Ir
— W[E(fo + g(ag, e)z2)")]
= %III[E(BO +g(a076t)zt2)r)]

3=

=< %(E[(ﬁo +g(ap, €)zf)"] = 1), daln(z)<a-—1
> ((ﬁo + glao, er)2}

. il 1> — E(In(Bo +9(04076t)zt2)) fir r — 0

< E(Sl;.p E(In(Bo + g(ao, )22))|Fi1)) = In(x) < 0
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Denn es ist

) =1 ) e’ In(z) _ 1
lim = lim
r—0 r r—0 r
= L @)Ly = In(@)
dr =

z"—1

und ist monoton fallend in r fiir r klein genug (vgl. Hardy et al. [1934]
Theorem 36). Damit erhalten wir:

im [E((fo + g(ao, e)z)")]" < exp(In(x)) = & < 1.

Wegen der Stetigkeit des Ausdrucks in 7 gibt esalsoein 0 < p < 1lund 0 < p < 1,
so daf} fiir alle 0 < p < p gilt:

E(Bo + g(ao, €)27)P < p < 1.

Dieselbe Argumentation gilt fiir E((By + g, €)27)| Fi—1).

Wihle nun p so, dafl 0 < p < g. Dann ergibt sich mit Lemma 4, der zu Anfang

gemachten Voraussetzung, da§ E(f(d,7:)) < K, und Adams Regel:
oo k
E(ht,) = E([(1 - fo)wo(l ZH (0, €—i)27—; + o)
00 k o
+3 fGosri—n) [J(9(0, er—i) 27 + Bo)IP)
k=1 i=2

S k
o+ 3 Bl (0to0 e+ o)

<
i=1
k
+ Z E[f (S0, re—)? [ (9(c0, €c—i) 27 + Bo)"]
k=1 =2
< W) w1+ K
k=1
+ Z pF 2B (80, me— k)P (g0, €1—k) 22 + Bo)?]  Adams Regel
k=2
o0 o0 5
< wé’Zuk+1+K+ZukC
k=0 k=0
s 1
da p < 1, mit

E[f (80, 71—1)P (9(co, €1—k) 271, + Bo)?]
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IN

I f (B0, re—1)" ll2ll (g(ex

[E(1+ f(S0,re—1))] 2
< (1+K)p? = C < .

) et—k)ZtQ—k + B0)? |2

0
1
2

IN

(2) Mit Teil (1) dieses Lemmas gilt:

E(ht(0)P) < E(sup ht(0)?) < BPE(sup h;(0)?)

0O 9co
< BP(wP JerZﬂkp 2pk L + Ef(6,74—x—1)) mit Lemma 4
k=0
p Ehp
< Bp(wp—l—(lTQﬁp)( Of—|—1+K)::Tp<oo

O

Bemerkung: Fiir die Konsistenz des QML-Schiitzers mufl im wesentlichen gezeigt
werden, daf} die empirische Likelihood-Funktion L% () gleichméBig stochastisch
gegen die nichtstochastische Funktion L(6) konvergiert. Wir benutzen dazu die
Zerlegung

sup | Ly, (0) — L(0)| < sup |L;,(0) — Ln(0)] + sup [Ly(0) — L(0)] —, 0
UG 0€© 0c©

und zeigen in Lemma 6 bzw. Lemma 11(5) die uniforme Konsistenz fiir beide
Terme separat.

Lemma 6 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:

sup | Ly, (0) — Ln(0) |=p 0.
)

Beweis von Lemma 6:
Es ist zu zeigen, daf} es ein M (e, n) gibt, so daf fiir alle n > M gilt:

P{sup | L;,(0) — Ln(0) |= €} <n
e

P{sup | Li(6) — L (6) |> ¢}

0co
_ h(0)) 15 (€46) _ i(0)
- {328 |ﬁzln THOK ﬁ; (hz(m B ht<9>> 2 }

IN
/—/H
w
=
DT
| =
E
353
v
[N e
——
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Fiir den ersten Term erhalt man:

IN

I
v
—N—
o2
SN OLe]
& —
\
- Il
M=
=
—
H-tlb
A::\
ENIED
=
~——
=
|
—

p

IN

IN

IN

IN

IN IA
/\/\/\/‘—\/—\/‘\/—\
)

s
&

IN
7N
[}
3w
N———
)|
=
o2
oo

AN
7N
()
e
~__
(NS}
o)
~
< w
m
@

iln <1+5t12’i0
(

Elg(a,e_(0))e_k(0)2 + F(5, )1)))



S|

(671721%2) g E\ sup (hl(a) iﬂtlhtﬂw))

<
EG) P
p 1 1
< ( 2 >2<E(su hp(o))>2 iﬁt*l)pE(su W)
- 6n7’1w12 Geg ! =1 “ Geg i 7
mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Lemma 4
P 1
2 Z 1 T7
< () -0 e
ENTWj (1-— 55)5

O

Bemerkung: Beim Beweis von Lemma 8ff. wird immer wieder gebraucht werden,
Quotienten von Erweiterten GARCH-Prozessen durch geometrische Reihen zu
majorisieren. Lemma 7 liefert in diesem Zusammenhang die Moglichkeit, die
geometrischen Gewichte dieser Reihen von 1 weg zu beschranken und die bereits
angegebenen Parameterrestriktionen zu formulieren, unter denen die folgenden
Lemmata giiltig sind.

Lemma 7 (Lee und Hansen, 1994)
Unter den gemachten Voraussetzungen gilt fir alle 1 > 0 und alle ¢ > 1:

ﬁqE ; q|]_‘7
6+¢Zt2 t—1

1
F (1 + 927 'f“)
Y
2525 (24 )
= R@)<1 fast sicher.

< 1-

2+v)

Bemerkung: Lemma 8-10 liefern eine Reihe technischer Resultate, mit denen
schlieflich der Prozef I;(#) und seine ersten, zweiten und dritten Ableitungen
im Erwartungswert allgemein abgeschitzt werden kénnen.

Lemma 8 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:
(1) Fiir alle 1 < q <6 gilt:

hot—i ) ¢ A
E (( ot k) |-7:t—k—1> < (Rq> fast sicher,
hot Bo

wobei Ry, = R(m1) < 1.
(2) Fiir alle 1 < g <6 gilt:

s((Be)) < (%)

38




(3) Wenn B < o,

hé(0
sup hi(9) <T:= R P fast sicher.
oco hot wo T
(4) Wenn 3 > fo,
hot

sup ———~ < Ty := ol + kel + S5 < oo fast sicher.
oco hi(0) Wi T

Beweis von Lemma 8:
(1) Fast sicher gilt:

hot—1 hot—1
hot (1= Bo)wo + Bohot—1 + g(co, €r—1)e?_1 + f(S0,71—1)
_ hot—1
(1= Bo)wo + hot—1[Bo + g(ao, e—1) 27 1] + f(d0,74-1)
1
Bo + g(er—1)27 4
1

Bo + 7-1215271

Weiter gilt:

hot—rk _ hot—1 hot—2 hot—# < H < 1 _ >
hot hot hot—1 hot—k+1 — 5 \ o + 712,

1 q
im1 <<ﬂo+7'1232> ’fti1> ftk1>

1% - ()

o)) = (= () ) < ()

(3)Fiir 8 < By ist fast sicher:

Und somit fast sicher:

hot—r \ ?
E N |[Fip—1) <
0t

AN

o)
7~
=

=

IN

(2)

sup hg(0) < W + 7o) o BE €7 + Do B F (0,7 k1)
pco hor T wo AT Y5l Bher 1+ D ieo 6 f (80, k1)

[*S) 0o 0Tt —k—1
wy + T2 5 5§€§—k—1 + 2 r—o ﬂ(])C (Jf(((;ojt_’”k_l))f(éo, Tt7k71)>

IA

wo + 71 Zl?;o ﬂ(l)cef—k—l + ZZ.;O b’gf(éo, Tt—k—1)
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Wu + T2 00 B€ 1 + S Y opeo B5 (B0, me—r—1)

<
T wo T Y B 1+ o BE (G0, Ti—k-1)
< Lu + ik} +S=1T

wo T

(4) Fiir 8 > [y ist fast sicher:

hoe . wot T S0 B6€j1 + S Yo B (0 re—r1)

Sup ——¢ > 59 3
oco hi(0) w+T1D pg 5(1)6‘5?71@71 + k=0 ﬁé“f(é, Tt—k—1)
< Ly Pis=T
wi T1

Lemma 9 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt fir 1 < q < 6:
(1) Fiir 0 € ©F ist:

N

hi_(0) R/

| sup === o< | 2

ocof ht(o) ! Byl
wobei Ry == R(F)
(2) Fir 6 € O ist:

| sup &H <Ty=4+ 7 L L5cw
peo, hi(0) "1~ w o mm wo(l— Bo)

Beweis von Lemma 9:
(1) Da 6 € ©f, ist § < fBy. Somit gilt mit Lemma 8(3) fast sicher:

hi (6)
Sup ——
CISCH ht+1(0)

~ sup hi ()
ocor (1= B)w + Bhi(0) + gla, e)ef + f(6,7¢)
sup hi ()
vcey Bhi(0) + 1 5etyhi(0) 27
. 1
9&;1@1)3? g+ 71%23
1

T1 52
Bt + Tllzt

IN

IN

IN

Und damit fast sicher:

q
hs(0) \*? 1
E | sup ( — ) Fie < Bl ——==] |F-
(96@? hiy1(0) Fea ﬂql"’ﬁzg Fes
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R(IL
(qu) mit Lemma 7(2)
ql

R

IN

ql
So daf schliellich gilt:

(s (7)) - e (e TG0
(M1 (2 () o))
)

ql

IN

(2) Fiir 8 < Sy gilt:

| sup 2|1,
06@? ht(o)

< || sup ﬂ + T2 Zzoz() ﬁ(l)cef—k—l + ZI:.;() ﬁ(])cf(607rt7k71) ||
T peor hi(0) hg(0) !
Wo | T2 ok hi_;(0) K
< DN sup SEET |+
ot 2 s S e iy
N\ K
wo | T2 x| BoR} K .
< — 4 = + mit Lemma 8(1
w7 kZ:O Byl wo(1 = Bo) e
= @ + E ﬂql — -+ K
WeoTLg L GRS wo(1 — fo)
wo T2 Bg K
= X M,
w1 wo(l—=PBo)

wo T2 K
< —+—+4+ ———+~+5=T:
wi mim o wol(l — Bo) 3
Fiir 8 > [y gilt:
hot wo T2

sup —~ < —+ =+ S5=T, <13
€0l ht<9) wi T1

mit Lemma 8(4) und 7, < 1

O

Lemma 10 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt fir 1 < q < 6 und
0cOi:
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(1)

(2)

sup
SCH

hi(0)
h

0t wo

lg=< T =

I sup Zizsl®)
00y h‘( )

Beweis von Lemma 10:
Da 6 € ©%, ist insbesondere 3 > (By. Damit erhalten wir:

(1)

IN

IN

IN

IN

IN

< TyTs

Wy T2 K
+ + < o0
TNy wo(l — Bu)

Ri
Bo

hi(0)
I sup B0,
0ced 1ot
| sup D DY +ZZ<)=oﬂkf(57Tt—k—1) I
0ce? hot hot q
Wu | T2 hoi—k K
— + ﬂm su +
- i\ K
Wy, T2 ﬂunﬁ K .
o T 4+————  mit Lemma 8(2
wo kZ:O Bo wo(l— Bu) (2)
—
< 1 nach Def. von g,,
u K
TR R
wo T1 50 _ ﬁunu wo w
Wy T2 K 1
e =:Ty, dan,=08y— LR
wo Tinu  wo(l—By) 4 Nu = Bo — By
pcor hi(0) M
= | sup ( hot i1 (0) hot— k) i
pcos \Ni(0) hoi—r  hot e
1
hE q q
< sup ( ikl ) (hOtk) mit Lemma 8(4)
0coel hot—x hot
1
hor—r \? 4
< sup ( ) sup < ot k) Firn
0co ocod \ hot
1 . 1
u he (0 a
< Ty R E | sup < =il )> mit Lemma 8(1)
o pco \ hot—k
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i\ k

< 1 7;u
0

T, mit Lemma 10(1)

O

Bemerkung: Das folgende Lemma stellt die punktweise stochastische Konvergenz
von L, (0) gegen L(0) fest und bereitet damit Lemma 12(5) vor.

Lemma 11 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt fiir alle 0 € ©1:

(g ) nm s (B i) <
(2)

2 o2 2 (5) <7

(3)

L, (9) —, L(0) :== El,(0) punktweise

Beweis von Lemma 11:

(1)
£ (up 555

< BE(su 6t+2ﬂ2‘6t‘+m
0cO, ht(e)
2 7 2 My 2
< BE(sup &t m€t6+ mtm )7 da |e| < €2 +1
0cO, h ( )
U, - 772
< B(m—i—m (1+2m)E ( >>, da €2 = hg2?
wi peo, h
o, 4 172
< B(m (14 2m)T: ) mit Lemma 9(2).
wy

. e2(6 2
(2) folgt unmittelbar aus (1), da supycg, E (httge;) <FE (sup‘gee1 ng%)

(3) Die Behauptung folgt aus dem Ergodentheorem, da

sup E|l:(0)]
(IS
2
< sup E|In(h(0))| + sup E (et (9)>
0O, UASSH ht(e)
1
< = sup E|ln(ht( )p)| +T5

P oco,
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1
< » 98%) (E[(—=1)In(he(0)P) Lin 0y<1y) + E[(he(0)F)1n,0)>13]) + T
€0,

1 1
< Z|In(w!)| + = sup E[(ht(0)P — 1)1y, + T
pl (wp)] p o [(he(0)” = 1)1n,0)>1}]
1 1
< —|In(w])| + = sup Eh(0)* +T5
p Poco,
<

1 1
L)l + 37, + 7,
= Teg+T5 < o0

mit T := %| In(w?)| + %Tp.

Lemma 12 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt mit

_om(e) 1
hel®) = 5 1)

f’lj?" é- S {Oé, ﬁ7’77 (5,(4)}
(1) Es gibt eine universelle Konstante M < 0o, so dafd
oht(0) 1

——| < M fast sicher
2170 ) <M

fir & € {a;,v,whi=1,...,1.
(2) Firl<g<6undi=1,...,ls gilt:

BQTgﬁQ 1 1 K
sup |hg:(0 < max|TyTo—, -]+ —————= =: H] < ©
I sup hon(0)] 1y T )+ ey = B
K
sup |hg, (0 < — =T,
I s s O 1o s =T
(3)
E(sup [VI(9)]) < oo
0€cO,
(4) Die Funktion L(0) ist gleichmdfig stetig in 0 € O,.
(5)

sup |Ln () — L(0)] — 0
0€O,

Beweis von Lemma 12:

(1) he(0) = w+ Yo Brlg(e, er——1(0))e?_1_1(0) + f(8,71——1)] fast sicher.
Daraus folgt fiir w:

Ohi(6) 1 | = sup| ! |<i<oo
beo!| 0w h(0)  peo h(B) T w
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fiir ay:

0o 9g(a,es—1,—1(0
p PO Ly D MR, )
beb Da; he(6) beb ha(0)

T3 ZZO:O ﬁke%—k—l(g) T3
S sup ) = — <X

9o |Tl > k=0 5k€§—k—1(9)| T

fiir ~:
ohy(0) 1

su

o (@)

R o YL RO S )

9co h(0)

B Ziio ﬂkﬁgﬂ(m(aa €t—k—1(9))6?71€71(9)|
hi(6)

279 27+ 73) Yopeo Bed 4y 1(0)
——=—— +sup| % ar 3
wi(l—=pu)  seo 1D o Bre;_1(0)

27’2 2(7’2 + 7'3)
wl(l — 5u) T1

M < oo kann als Maximum dieser oberen Schranken gewihlt werden.
(2) Allgemein gilt:

oh(0) 1
0B h(0)

IN

he(0) = > kB gl erk-1(0))ef 1 (0) + £(5, Tt—k—l]) o 19

k=1 i

)

A

272 — . ah—1 [ Pik(0) K
=| eseugq|hﬁt(9)| lq < B . | Sup (Zk‘ﬂ < s (0) )) lq +m

4 \k=1
> he_,.(0) K
B2 k31| su ( t—k ) n
n 2B s Sy ) et G

(a) Fiir 8 > (o folgt mit Lemma 10 (2):

IN

K

su h 0 +—
|| Gegq| Bt( )| ”q (.A}l(l — /Bu)Q

IN

N\ k
> Ra K

B2y kgt S|

ot 2; S > wi(1— Ba)?

1 1 k—1
R\ — BuRE K
B2, | = o | Dt TR L —
42 (ﬁo kZ:l Bo wi(l = By)?
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R K

< TyT:
- n 5 ( §)2+wl(1—ﬁu)2
1_/811,Ru
Bo
K
< plppf, K
= U R T w1l - )2

(b) Fiir 8 < By folgt mit Lemma 9 (1):

| sup [hpe(0)] llg
0€0,

N\ k
= RS K

B2 gkt ) o o B

Ti kZ:l & Byl wi(1 = Bu)?

<
1
BZEﬁ ! + K
- 1 /Bql ﬁOR% 2 (Ul(]. - ﬂu)2
_ L
1 lﬁql
< g K

Fiir die Ableitung nach §; erhalten wir:
| sup [hs,¢(0)] |lq
9o,

| sup | im0 e S i)
9ee, h(0) !
K
= <

Wl(l - ﬂu)

IN

(3) Fiir € € {a,w} gilt fiir die partiellen Ableitungen von I,(6):
oLy (9) ) < <€f(9) ) Ohi(6) 1 )
E | su E -1
(2 175 28\ ) "o n@)

€7 (0)

E L1 M

(1 Gy —1) )

< M(T5+1) <oo mit Lemma 11(1)

IN

Fiir die Ableitung nach v ergibt sich wegen

e (0) > 1 ( e2(0) > 1
E <—+E < — 4T
<Sgg ‘ht(e)‘ W sgg |ht(9)| T w s

die Abschéitzung:

E (sup |8l5(9)> = F (sup |
6€0; Y €0,



e2(0) 1
< F t M+ 2 T:
- <9s€u£2| (ht(9) ) A5 w 5)|>
< M((H, +1)+2(;+T5) < 00
l
Fiir die Ableitung nach [ erhalten wir:
ol (0) )
E 9
(i&'w'
e2(0) Oh(0) 1
= E S L - 1
(ﬁ?(wm ) 2 me

= E (sup |h—w)h5t(9) + hﬁt(9)>

0cO,
2(1 4+ 27 21 72
S E<Sup|€t( + m)+(m+m)hﬁt(a)|)+Hl
(SIS ht(e)
2m + m?
< (142m)E ( su h 0)+H (1+>
(1+2)E (sup 1100 ) + -

hos 2% + 12

< B2 | sup 0l sup ) [+ (14 27
€O, ht( ) wi
2
< B(l+2m)TyH, + H, <1 + m+m)
w;
mit Lemma 9 (2) und Lemma 12 (2)
Schliellich erhalten wir fiir die Ableitungen nach ;,i =1,...,ls:
ol (0) )
E [ su
<%&%¢

hos 2%+ 1
< B(l1+2 h Ts {1+ ——
< B 2) | sup 0 ol sup hi(0) 45 (14 27

2
< B(1+2R)TsTs + Ty <1 n m+m)
Wi

Insgesamt ergibt sich also E(supycg, |VI:(0)]) < oco.
(4) Allgemein gilt, daf

[1:(0) — 1,(0")| < sup |VI(0)||0 — 6’| fast sicher.

0€O,

Mit Punkt (3) dieses Lemmas impliziert dies fiir § € ©,, dafi die Funktion
L(0) = El,(0) gleichmiBig stetig ist in 0, denn

|El,(0) — El,(8")| < E sup |VI,(0)]]6 — ¢'|.
0€O
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(5) Wie in Lemma 6 ist zu zeigen, dafl es ein M (e, n) gibt, so da$ fiir alle n > M

gilt:

P{eseug [Ln(0) — L(0)| > €} <n

Wihle hierzu zunéichst ein 6 > 0 mit

Sei weiter

776
o< .
2E(supgee, |VI:(0)])

B(s( >—{9€®2 ‘9 9/|<(5}

die offene §-Kugel um ¢’ in ©5. Da ©5 kompakt ist gibt es eine endliche Menge

{01,...,

IN

IN

IN

0, C ©, derart, daB ©5 C |J?_, Bs(6;). Damit erhalten wir:
J=1 J

P{sup\fth — ElL,(0)] > €}

0ce, N
—E sup (1:(0) — Ely(
<Ge®2|; ¢ #( )|>
1 n n
—FE[ max  sup \Z(lt(ﬁ)—Elt — El,(0;))

en J:L'“’JOGB(;(GJ —
n

+(L(8;) = BL@;)I]

t=1

1 n
—FE 1:(0) —
o (sup sup |Z(t() El(0

0€0, 6'€B;s(8) 11 t=1

3
E
—
-
N——

€1nE<sup sup |Z(1t(9)—lt(9'))|>

0€02 0'€B;(0) 1

1
+-FE <sup sup |ElL(0) — Elt(9’)|>
€ 0€O2 0’€Bs(0)

+€1nE< max |Z 1,(0;) — El,(0 ))|>

—ZE sup |Vi, (0 )|5—|— E sup |V, (0)|9
i—1 €62 0€02

1 1
+- E( maXJ| nth — El,(6 )|>

.....

0cO,

2B sup [VL(O))5 + 1 F ( max |53 1(60,) Eztwj))



1 1 —
< ntcE (j, s [, 2 k(6) —Ezt<9j>|> .

Da der zweite Term nach dem Ergodentheorem gegen 0 geht, existiert also eine
Zahl M wie gefordert (vgl. auch Andrews 1992).

O

Bemerkung: Lemma 13 ist entscheidend fiir die Konsistenz des QML-Schétzers
und wird nach einer Idee von Lumsdaine (1996, Theorem 1) bewiesen.

Lemma 13 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:
L(0) hat ein eindeutiges Mazimum in 6

Beweis von Lemma 13:
Da supycg E(|l:(0)]) < 00, ist —oo < L(6y), L(#) < oo.
Die Aussage des Lemmas impliziert also

sup[L(0) — L(6o)] = 0.

0cO
Also

sup [L(0) — L(6y)]
oo o(g )
(O (Emem® &

o h]f%)) gy oy q(h:())htw»
_ —E<ln o >_E<ht 9)> E< hoth: (0) >
~ (0 BO) () (i )
= e (wh5?) () - E (i)

Der erste Term ist < 0, da f(z) = lnz — z < 0. Dies wird maximiert fiir z = 1,

da f'(z) =1 — 1 und f”(z) = —% < 0. Da nach Voraussetzung fast sicher
hi(0) # hos fiir 0 # 6y € O, nimmt #((Jé) nur fiir 0 = 0y fast sicher den Wert 1
an.

Der zweite Term wird offenbar fiir v = ¢ fast sicher maximiert.
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Bemerkung: Wir kénnen nun Theorem 1 beweisen.

Beweis von Theorem 1:

Nach Lemma 13 nimmt L(f) an der Stelle des wahren Parametervektors 6
sein eindeutiges Maximum an. Wi#hle dann eine beliebige offene Umgebung
U von 6y. Wir zeigen, dafl lim, . P{én € U} = 1. Definiere dazu n :=
mingepyeneo, (L(0g) — L()) mit ming := oo. Da die Menge U° N 02 kompakt
und da L(#) nach Lemma 12 (4) stetig ist, wird das Minimum angenommen.

Bezeichne A, das Ereignis: supycg, |L(0) — L;,(0)| < 4. Da L;,(0) nach Voraus-
setzung meflbar ist, ist auch A,, mefibar.

Beachte zunéchst, daf sich die Ergebnisse von Lemma 6 und 12 (5) zusam-
menfassen lassen zu der Aussage, dafl die empirische Likelihoodfunktion L (6)
gleichmifig stochastisch gegen L(6) konvergiert, denn es gilt:

sup |Ly(0) — L(0)| < sup |L;(0) — L,(0)| + sup |L,(0) — L(8)| — O.
(USSP 0€0, (USSP

Daraus folgt unmittelbar:
1= lim P{A,}.

Das Eintreten von A,, impliziert:

Ui

L(0n) > Ly (0) = 3 > L3(60) —

NAES]

nach Definition von én Ebenso erhalten wir

0> L(60) — L (6) — 5.

Gegeben A,, erhalten wir also insgesamt:
n > L(6o) — L(By),

also 6, € U nach Definition von 1.

Damit gilt also X
1= lim P{A4,} < lim P{0, €U}
n—oo

n—oo

und somit die im Theorem gemachte Konsistenzaussage, da U beliebig war. (Vgl.
z.B. Amemiya 1985, Theorem 4.1.1.).

O

Bemerkung: Theorem 4 beweist die Konsistenzaussage unter einer schwicheren
Parameterrestriktion, aber unter der stéirkeren Annahme an den wahren Prozef3,
dafl Ehg: < oo.
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Theorem 4 Sei sup,cz E[(B0 + g(ao, €)z7)|Fi—1] = & < 1 und f = 0. Dann
gilt unter Voraussetzung 1 und 2 fir jedes 0,, € A := argmaxgpeo L% (0):

en —p 00

Beweis von Theorem 4:

Die Parameterrestriktion von Theorem 1 war nur fiir die punktweise und
gleichméBige stochastische Konvergenz von L,,(0) gegen L(6) von Bedeutung. Im
Rahmen von Theorem 4 folgt die punktweise stochastische Konvergenz wieder
aus dem Ergodentheorem, denn mit der im Beweis von Lemma 11(3) hergeleite-
ten Abschétzung supgeg E|In(h(6))| < %\ In(w?)| + %Tp = Tp ist:

2
sup E|l;(8)] < sup E|In(h())| + sup E (et (6)>
9€0 9€6 oco  \h(0)
1
< Te+ — sup Eel(0)
Wi gee
1
< Ts+ —sup E(e; +m)?

Wi gco
1
< Ts+ —(m* + Ee})
wy
< T6+i <m2+w) < 00,
wy 11—k
wobei verwendet wurde, daf fiir alle ¢ € Z gilt:
Ee; = E(zho) = E(hotE(2}|Fi-1))
E(hot) = E[(1 = Bo)wo + (g9(co; €1-1)27—; + Bo)hot—1]

< (1= fo)wo + kEhot—1
_ wo(d —~50) < o0,
11—k

Damit erhalt man auch:

Esup hy(0) Esup(w+ Y Bg(a,e—p—1)ef 4 1)
0€e 0€® =0

sup(w + o Z 6kE(et_k_1 + m)2)
9€6 P

IN

o
= sup(w+T2 Zﬁk(WQ + Ee;_j,_1))
9e6 P
m? + WO(lfﬁo)
< 1—k —.
S Wy + T 1_ ﬁu
Es bleibt zu zeigen, dal E(supycg |VI:(6)]) < oo:

Fir ¢ € {a,7,d,w} folgt mit Lemma 12 E(sup(,e@ |6%g})|) < o0, denn

>
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) ]
E (Supee@ |Zt20) |) < i BGupgee hita () < 5y < oo

E (SUPee@ |al’(9) |) < oo folgt so:
Al (0) ) ( e () )
FE | su < E(sup |hg(0)]) + E | su hg (0
(500 1%821) < B(sup o)) + £ (sup L D0

Fiir den ersten Term erhilt man:

1 2 1
<Sgg (Z kB gler - 1(9))6t—k—1(9)> ht(9)>

E(ggg |hse(0)])

< —E su ka1, 6
: Zolan(Eor n)
< kBF1E hy1(0
< WZZ 6 (Sup t—k(0))
_mh
Tiwi (1 — By)?
Fiir den 2. Term hat man:
e2(0) €7 +m?
Esuth0>E(sut h0>
(sup 15 han(0) sup | 0)
< ™ Blsup [hsu(6)]) + BE <sup wo))
Wi 0cO 6co t(e)
<o

L )hm(an) < .
Fiir 8 > fp gilt mit Lemma 8(4):

E <sup |

sop t(e)hﬁt(9)|> <T2E(§gg|hﬁt(9)‘) < 00

Fiir 8 < By konnen wir he—‘(’% abschétzen durch

hot
hi(0)
< wo(1— ) + 72 Zfz_ol Biet_i_1 + BEhor—k
B h{(0)
< wO(l_ﬁg) +E]§ @ i+ k’hOt—k da he( ) ﬁze
— w m Pt ﬁ 0 w ) t—i—1
k
< w°+72k<ﬂ0) +ﬁ"h°t £oda® >
w T1 ﬁ
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Damit ergibt sich:

hot
B (st tw) o))
— E(s p| TQZ ﬂk 1et k— 1(9)|>

(0)
hot T2 . 1ht (0)
< FE|su
< <968'h§<9> Z o)
< FEsup EZ kR 1ht k wf 60) +5kh0t k
0cO 7'1k 1 w
WoT2 k-1
< k E h 9))
< WZ B E(sup hu-i(6))
k> suh 0)) + kBEE(hor—i), da gel=sl@ <4
WZT]_ﬁ Z ﬂO p t— k( )) wlTl/gl ; ﬂ() ( 0t k) 6 he (9)
S Tgwoh

wl27'1(1 — 50)2

e ( 5 > (k= D)k~ +%Z}%l>

k=1 k=1
+ 7’2hﬂ0
wiTi (1 = B0)? B
B Towoh 272 hﬂo
Wi (1 - Bo)? * witE (1= Bo)3 B
735 hBo T2ho

o2 BB e (- o)2h,
_ Toh ) <w0+ 27232 +T250 50><OO

Twi (1 — Fo)? (1 —=Fo) b M B

Damit folgt die Konsistenz durch dieselbe Argumentation wie in Theorem 1.

O

Bemerkung: Lemma 14 und 15 liefern wieder vorbereitende Zwischenergebnisse
fiir Theorem 2.

Lemma 14 Unter den gemachten Voraussetzungen und der zusdtzlichen An-
nahme, dafl E(z}F;—1) < K < oo, gilt:

(1)
E|V1I(0)VI(0)| < oo fiir alle 0 € ©4
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(2)

1 n
ﬁ Z VZ:(H()) L ]\7(07 Ao),
t=1

wobei AO = E(Vlt(eo)Vlt(eo)/)

Beweis von Lemma 14:

Der Beweis lduft parallel zu dem Beweis von Lee und Hansen (1994) Lemma
9. Die Abschitzungen der Ableitungen nach §;, i = 1,...,ls, erhdlt man mit
dhnlichen Mitteln wie die Abschéitzungen der Ableitungen nach 3.

O

Bemerkung: In Anlehnung an die Bezeichnungen von Lemma 12 fithren wir
folgende Abkiirzungen ein:
Fiir 51752,53 S {ai,ﬁ,fy,éj,w} 1= 1,. .. ,ll, ] = 1,. .. ,ZQ sei

_hy(0) 1 L Ph(e) 1
= 9606 e M o) = 5 o6 m®)

he, g1 (0) :

Des weiteren sei

B () = —%ivﬁ,’;(e)
t=1

B0 = —1Y Vi)

BO) = —EV2,(0)

Lemma 15 Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:

(1) Fiir alle § € ©4 ist E|V21,(0)| < .

(2) E ( supgee, |V31:(0)]) < 0.

(3) |B;:(0) — B()| —, 0 gleichmdfig in 6 € Og, und B(0) ist stetig in Op.

Beweis von Lemma 15:
(1) und (2):
Beachte, daf fiir &1,& € {a, 8,7, d,w} gilt:

0l:(0)
06,
<ez(9) 1 ) Ohy(0)  2e4(0) Deq(6)

h(0)2  hi(0)) 06 hi(0) 0&

54



wie bereits in Lemma 12(3) verwendet.

921,(6)

06106,
_ ez (9) 1 3hi(0) | Ohu(9) e;(0) 1 Ohy(0)
B <ht(9) ht(e)) 061082 * & <(2)h§’(9)+ht2(9)) 062

ei(6) e(6) ,De(6) Der(6) 1
851852 h(0) T 06 0 hi(0)
Oei(0) Ohi(0) e:(9) n 28@(9) Oh:(0) e+ ()
06 0& h30) T 0% 0& h3(0)

62 62
= (5 1) recat®) + (DD +1) heca0)

a@t (9) 8hf (9) 86t(9) 6ht (0) 26t (9) 86,5 (9) 3et (9) 1
+< 96 06 | 06 o6 )h%(e) “2T08 06 (o)

Die dritten partiellen Ableitungen geben wir nur fiir £1,&5,&3 € {«, 5,6, w} an:

+2

8%1,(0)
061062065
T ONE ) %h,(6) <_ 20 1 )
- (ht<0>2 1)) 960606\ V@ T Ry
(a%tw) Ohu(6) | 0hi(6) ORu(6) | Ohu(6) a?htw))
061085 03 0610€5 0 0&1  0&30€5

Oh,(9) Ohy(8) [ 2(6) | —2 ) Ohu(6)
T e 06, (Ghtw)“ht(e)?’) 95

= <Z§Ez; - 1) h51§2$3t<9) + ((_2) ZttEZ; +>
(Pereat(0)hest (0) + heyegt(0)heyt (0) + heyeqt(0)hey 1 (0))

62
* <6 httEZ; B 2) heyt(0) eyt (0)hest(6),

mit dhnlichen Ergebnissen fiir die partiellen Ableitungen nach ~.

Alle Ableitungen lassen sich auf vergleichbarem Wege wie in Lemma 12
abschiitzen. Dies sei fiir die Ableitungen nach  exemplarisch vorgefiihrt, da fiir
£1,8,8& € {a,v,0,w} die Terme he,¢(0), heye,e(0) und he,g,e,4(0) gleichmiBig
beschriankt sind und sich fiir & = 3, i = 1,2, 3, die stéirksten Einschriankungen
ergeben.

Wir erhalten fiir hgg(0) und hgap(6):

hppi(0) = 0 ah/j,ie) hie)
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g

k(k — 1)5k_29(6tk1(9))6t2k1(9)> -

;;2 7 (0)
hpppi(0) = (Z k(k—1)(k — 2)5k39(6tk1(0))€$k1(a)> htb)
k=3

Damit ergibt sich:

= B, ()
sup [ (0 < B2EN" (k- 1) | sup =k
I g thase @)l < B203 k=1 I sup =yt l

(a) Fiir 8 > Bp:
k

1
oo Rq

< B2 Z k(k—1)g2 | =~ | TyT> mit Lemma 10(2)
T Bo

2

k
1 1
T2 Rﬁ = ﬁUR;
< B?2= Ty T k(k—1
- 71\ Bo ¢ ZkZZQ ( ) Bo
N 2
q
< BQE Ri TélTQ#13
Tl ﬁO 1 . Bu’Rw?)
Bo
< 1

q
u — TNu

1

2B 2Ty Thfy—, daR, <1und fy— B.R
T1 U

(b) Fiir 8 < fBo:

I\ 2
R} 2
< B2 L ————————5 mit Lemma 9(1)
! 6ql %
1_ BoR,
/Bql
2 T2 1 %
< 2B s daR; <1, By — BoR} =m und By < Bo
17

Insgesamt ergibt sich also:

T2 1 1
sup |hgg: (0 < 2B%-2 3, max (TT ,) =: H.
| 6€@q| aat(0)] llq el iTarss 2

Fir hggpt(0) erhalten wir analog:

— a1
u l

1 1
| sup [hasse(0)] |lo< 6822 By max | TyTy—, — | =: Hs
0€0, 71
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Wir kénnen nun die zweiten und dritten Ableitungen von [;(f) nach g
abschétzen.
Aus Gleichung (2.1) folgt fiir die zweite Ableitung:

01,(6)
sup F
96(—%)4 | 8ﬂ2 ‘
0°14(0)
< FEs
o 0cO | op? |
= i(0) 0) — 2hs(0)%) + hy (0)2 — hge (0
= Esup | (hopt(0) — 2hpe(0)7) + hpe(0) — hppe(6)]
(SIS ht(e)
2(0
< FE sup (et( )(hggt(g) —l—2h5t(9)2))
0cO, h*(e)
+E sup hg(0)* + E sup hgg(0)?
(SIS 0€0y
€2 + 2e,m + m?
< psp (RN () + 2007
0€O, ht(e)
+H} + Hy
mit Lemma 12(2) und da E supgee, hpe(0)? = supgeo, hp:(0) |3
1+ 2m)hot E(23|Fe—1) + (2m + m?
= Esuwp ((( JhorBlz | Fio1) )> (hsse(0) +2h5t(9)2))
90, hi(6)
+H} + Hy
. hot 2m + m2>
< 142 S +
< (il sup o + 2
(Il sup hgpi(0) lla +2 || sup hgi(0) [|7) + HT + Ha
0€O, 0cO4
S =2
< (1 +20)BTs + 20 (H, 4 9H2) 4 H2 + Hy < 00, mit Lemma 9(2)
wi

Entsprechend folgt aus Gleichung (2.2) fiir die dritte Ableitung:

6co ht(e; (h302(8) = 61350 (6) e (8) + 6151 (6)°)

—hpppi(0) + 3hppe(0)hpe(0) — 2hﬁt |

. hot
14+ 2m su
<( M55 huo)

(I sup hpps:(9) [l2 +6 || sup hﬁﬁt( ) llall sup hge(0) lla
0€6¢ 0cO 0€®

IN

+6 || sup hge(0)° 1)+ || sup hapse(6) [l
0€0¢ 0€0¢

+3 || sup hgpi(0) 2]l sup hpe(8) [l2 +2 || sup hs(6) |13
(SIS (SIS [dSCH
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Wiy - T2
< ((1+2m)BTs + W)(Hg, + 6Hy H,y + 6H?)
l

+H3z + 3HoHy + 2H3} < 00

Damit sind fiir die wichtigsten Spezialfille die Behauptungen (1) und (2) des
Lemmas bewiesen.
(3) Wie im Beweis von Theorem 1 benutzen wir

sup |B;,(0) — B(0)| < sup |B;(0) — Bn(0)| + sup |B,(0) — B(0)|
0€0¢ 0€O¢ 0€O¢

Mit Lemma 3(2) und Lemma 15(1) folgt aus dem Ergodentheorem, daf
1 n
B, (0) = —— § V21 (0) =, —EV?1,(0) = B(0) punktweise
n
t=1

fiir alle 0 € ©g, da ©4 C Og.

Wie im Beweis von Lemma 12(5) zeigt man mit Lemma 15(2) die gleichméfBige
stochastische Konvergenz von B,,(#) gegen B(#) und die gleichmiBige Stetigkeit
von B().

Die gleichmiBige stochastische Konvergenz von B (0) gegen B, () folgt aus
ghnlichen Argumenten wie Lemma, 6.

Beweis von Theorem 2:
Wir machen eine Taylor-Entwicklung von VL (6) um 6y:

VL (0)lg—g, = VL (O)lo=00 + VL5, (6)lo—6 (0 — o)

mit 6* := 0y + A(6,, — 6p) fiir ein X € [0, 1].
Nach Definition von 6, ist VL, (0)],_; = 0. Wir erhalten also

V(0 = 60) = =[V2L3,(0)lo=o-] "' VRV L;,(0)l=0,-

Die Konsistenz von 0,, zusammen mit der Stetigkeit von V2L7(0) und Lemma 15
(3) liefert, dal —V2L} (0)|p—g~ gleichmiiBig stochastisch gegen B(6y) konvergiert.

Lemma 14 (2) wiederum liefert, daf3 v/nV L% (0)]g=g, fiir n — oo normalverteilt
ist mit Erwartung 0 und Kovarianzmatrix Ag. Insgesamt erhalten wir also, dafl
die Verteilung von \/ﬁ(én —6p) fiir n — oo schwach gegen eine Normalverteilung
mit Erwartung 0 und Kovarianzmatrix Vy := By 'AgB, ' konvergiert, wie im
Theorem angegeben.

Die Existenz der Kovarianzmatrix V5 mufl noch begriindet werden. Es ist hierzu
noch zu zeigen, dafl die Matrix By invertierbar ist. Wir zeigen, dafl By sich als
Summe einer positiv definiten und einer positiv semidefiniten Matrix schreiben
1a8t.
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Sei A € Rlit1243 ¢in Koeffizientenvektor. Dann gilt mit den im Beweis von
Lemma 15 hergeleiteten Formeln:

By positiv definit
& NBogA>0 firalle AN#0

021;(6y)
-\NE = fii =
= A (351852 )§1§2A 0 nurfir A=0

1 Ohy(60) Ohy(60) 1 )
= NE +21 1=82= A=0
(h%(%) 06 0% CTET0) ) ¢, g,
nur fiir A=0
1 9hi(00) htwo)) ( ! )
N A'E( A+ 2NE (1g=go=y 7770 A=0
hi(6o) 0&  9& ) g, ST Ry (0) €1.62

nur fir A=0

& NBIA+2NBA=0 nurfir A=0

Da #w) fast sicher positiv ist und da alle Hauptunterdeterminanten von Bsg
nicht negativ sind, ist By positiv semidefinit.

Fiir B gilt:

AE(hz( )Vht 0)]o=0, Vi (0 )|’0_90))\:0 nur fiir A=0
t

N ( 1 Vi ( )Q_QOVht(9)|/0_00/\) =0 nurfir A=0
1
W2000)

& NVhi(0)|g=g, =0 fast sicher, nur fir =0,
da hy(6) fast sicher positiv ist.

& NVhi—1(0)]o=g, = 0 fast sicher, nur fiir A =0,
da Vh;(0g) strikt stationir ist.

N Vht( )o=6,Vhe(0)[g—g, A =0 fast sicher, nur fir A =0

Angenommen, N'Vhiy1(0)]o=g, = 0 fast sicher fiir ein A # 0. Dann kénnen wir
schreiben

AN'Vhi1(6)]o=0,
_ )\ <1—|—ﬂ 6ht 90 ) Z)\al (89 aof€t)€t2+ﬁoaht(90)>

aai
dg(ap, € Oh(6
+Ay (((azt)ef —2g(a0, €r)er + ﬂo(;(vo))

l
. af((SOv 7“t) 8ht(00))
+ )\57’, < + ﬂO
ZZ:; 09; 09;
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B B
= BoNVhe(0)]g—g, + N(1, aTi’l(ao,et)ef, o ngl(ao,et)ef, 6—2(0@,@)637

0 0
glaaosex)ets L Go, )., 5 (00, 10), 80,0
dg dg dg
= )\/(1’ ﬂ(ao, €t)6t2a ceey aTll(ao, €t)€?, @(a07 €t>€%,

0 0
g(aOa 6t)et, i(50, rt)a cey l(éov 7At)v f(a()a Tt))l = )‘/xt
01 01,
Da die Kovarianzmatrix von z; nach Voraussetzung fiir alle t € Z vollen Rang
hat, ist A'z; nur fiir A = 0 fast sicher = 0. Damit ist By positiv definit und somit

auch By (vgl. Weiss [1986] Lemmas 3.1-3.3).

O

Lemma 16 Unter den Voraussetzungen von Theorem 2 und der zusdtzlichen
Annahme, daf
z¢|Fi—1 ~ N(0,1)

gilt: .
Vn(0, —6o) — N(0,By') = N(0, Ay h).
Beweis von Lemma 16:
Wegen z:|Fi—1 ~ N(0,1) ist
E(e}(00)|Fi-1) = E(e}|Fi-1) =0

und
E(e}(60)|Fi—1) = E(€}|Fe—1) = 3hi(60).

Mit den Formeln aus dem Beweis von Lemma 15, &1,& € {a,5,7,d,w} und
ey (0)

e, = const gilt dann unmittelbar:
1 0hy ,  Oh 1 Oey , Oe )
Ay=By=F ——(00) =—(60) + = (00) (0
0 =D (2h?<eo) o6, ") oe, )+ hteg 06 Woe ™)

Beweis von Theorem 3:
Wenn (a) A% (6,) —p Ao und (b) B (6,) —p By, folgt nach dem Theorem von
Slutsky, dafl

V; —c Vo.

Da mit Ag und By auch Vj eine konstante Matrix ist, folgt dann die Behauptung
von Theorem 3, da in diesem Fall die Konvergenz in Verteilung die stochastische
Konvergenz impliziert.

Aussage (b) ist bereits im Beweis von Theorem 2 gezeigt worden.
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Aussage (a) folgt ebenso, wenn als Pendant zu Lemma 15 (3) gezeigt werden
kann, da§ A% (6) gleichméiBig stochastisch gegen A(6) konvergiert. Betrachte dazu
wieder folgende Abschéitzung:

n

1
sup —| (VI ( — BE(VL(0)VL(6)"))]
96@6 t=1

1 n n

< sup — szt £ (0) — Z Vi (0)Vi(0)'|

0e6s M i =1
1 n

+ sup o -y Z (VI(0)VI(0) — E(Vi(0)VI(0)))]

€0g _

Die stochastische Konvergenz des ersten Terms gegen 0 folgt aus dhnlichen Ar-
gumenten wie Lemma 6.

Fiir den zweiten Term folgt die punktweise stochastische Konvergenz aus dem
Ergodentheorem, da A% (6) strikt stationér und ergodisch ist und wegen Lemma
15 (1). Die gleichméBige stochastische Konvergenz folgt wie Lemma 12 (5), wenn

E(eseu(})) IV(VI(0)VI(0))]) < oo

gezeigt werden kann:
Fiir die Abschitzung der partiellen Ableitungen gilt das im Beweis von Lemma
15 Gesagte entsprechend. Es ist deshalb sinnvoll, sich auf die Betrachtung der

Ableitungen nach 3 zu beschrianken.
Zunichst ist

10 [0L,(6)\°
26ﬁ< B )

o1, (0) 8%1,(0)

op op?
= Zg(z)) (hp(0)hapi(0) — 2hpi(0)°)
+ZEZ§ (3h5t(0)° — 25t (0)hape (0)) — hg(0)° + g (0)hae (0)
wie aus den im Beweis von Lemma 12 und Lemma 15 hergeleiteten Formeln

hervorgeht.
Beachte, daf
et (9)

e} 4 3med + 6m2el + 3me; +m?

(3 + 1)ef + (6m> + 3m3)e? + 3 + 3m> + m?

IAIA

Also erhalten wir:

. o (azt(e))Q
2 Eow o5 7a5 ) |
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IN

IN

IN

K(3m + 1)R2, + (6m2 + 3m3)hos + 3 + 33 + m?
T (e ®)he0) + 204(6)%) )
t

[ISCH

_hot + 2m + ™2
+Eam(a+mm‘”J”m<%mwmwxm+w%wfo
0B ht (9)
+E sup (he(0)hsp(0) + hpi(0)°)
€0B¢g

_ hot o  6m2+ 3m> hot )
KBm+1 su + sup ———
( ( A 066?6 h(0) I | 0ee]§)6 h(0) I

(Il sup hge(8) llall sup hsse(0) lla +2 || sup hse(9) [13)
(SIS (dSCH [dSICH

3m + 3m? + mt

t——5 (Il sup hg(6) llzl| sup hspe(9) ll2 +2 || sup hse(6) 13)
1 [ASISH ISCH ISCH

_hot

+(1+2m) || sup - 2 (2| sup b (0) [lall sup hpge(0) [l +3 || sup hge(6) [12)
pcos Ni(0) 9cOs 0€0 9cOs
2m + m?
+———(2|| sup hg:(0) [l2ll sup hppe(0) [l2 +3 || sup hg:(6) [13)
wi 9cOg 0€0O¢ 0€0O¢

+ || sup hpi(0) |2l sup hppi(0) l2 + || sup ha(0) |13
USSH [USSH ISCH

- 6m? + 3m3 3m + 3m® + m?
(IC(Z:’.m + 1)(BT3)2 + TBT?’ + — (H1Hy + 2H13)
l 1
2 4+ m>

+ ((1 + 2m) BT + ) (2H,Ho + 3H})

wi
+(H Hy + H}) < 0o mit Lemma 9(2)
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