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1 Einleitung

Collateralised Debt Obligationen (CDOs) sind eine spezielle
Variante der Asset-Backed Securities (ABSs). Die ABSs und ins-
besondere die CDOs (v. a. in der Auspriagung CLO) haben sich in
den letzten Jahren zu einer der bedeutendsten Klasse von Wert-
papieren auf dem Markt fiir Wertpapiere (festverzinslich und
variabel verzinslich) entwickelt (siche FT, 1.12.2004). Auf den
europiischen Mirkten etwa hat sich die Emission von CDOs
mebhr als verzehnfacht.

Eine Ursache dieses rapiden Wachstums ist sicherlich, vor allem
in den letzten Jahren, die ,hunt-for-yield“, d.h. die Suche vor
allem von Versicherungen und Pensionsfunds nach Investitions-
moglichkeiten im festverzinslichen Bereich, die eine ausreichen-
de Verzinsung bieten. Fiir die Investoren sind die Marktgerech-
tigkeit der Preise (Bewertung) der CDOs und die mit CDOs ver-
bundenen Risiken auf Grund der Komplexitit dieser Strukturen
nicht vollstindig transparent.

Eine Collateralized Debt Obligation (CDO) ist eine Verbriefung
von bestimmten Assets (z. B. Kredite) indem ein Pool von Assets
via einer Zweckgesellschaft (Special Purpose Vehicles (SPV)) in
handelbare tranchierte Wertpapiere umgewandelt wird, deren
Performance vom Pool der Assets abhingt. Da den CDOs ein
Portfolio von Assets zugrunde liegt, werden im Gegensatz zur Be-
wertung einfacher Wertpapiere oder Kredite nicht nur die Kon-
trahentenausfallwahrscheinlichkeit (PD) und die emssionsspezi-
fische Verlustquote (LGD) benétigt, sondern zusitzlich auch die
Abhingigkeiten innerhalb des zugrunde liegenden Portfolios.
Daher werden zur Analyse von CDOs folgende Gréfien benétigt:

e Ausfallwahrscheinlichkeiten je Asset,

e Verlustquote (LGD) je Asset,

® Paarweise Default Abhingigkeiten zwischen den Assets,
e Default Zeitpunkt.

Ziel dieses Beitrages ist es, einen bedeutenden Bestandteil dieser
Risiken, namlich das Abhingigkeitsrisiko (oder Korrelations-
risiko), genauer zu beleuchten.

Dazu stellen wir zunichst Modellierungsansitze fiir Anleihen
mit Kreditrisiko (Corporate Bonds), d.h. fiir die Objekte des zu-
grunde liegenden Assetpool vor. Wir betrachten dann die Model-
lierung von Abhingigkeiten im Rahmen der vorgestellten Ansitze.
Wir diskutieren insbesondere warum Korrelationen als MaR fiir
Abhingigkeitstrukturen nicht ausreichen. Dazu beschreiben wir
das Konzept der Copulafunktion intensiv und stellen verschiedene
Ansitze zur flexibleren Modellierung von Abhingigkeiten vor.

2 Modellierung von Kreditportfolios

2.1 Strukturelle Modelle: Merton

Die strukturellen Modelle gehen auf die Arbeiten von Black &
Scholes (1973) und Merton (1974) zurtick. In diesen Modellen ist
eine Grundannahme, dass der Wert V/(t) einer Firma sich nur aus
dem Wert einer homogenen Gruppe von Aktien mit Gesamtwert
S(t) und einer einzigen Null-Kupon Anleihe mit Wert D(t), je-
weils zum Zeitpunkt ¢, zusammensetzt. Damit ergibt sich V/(t)
durch Addition von S(t) und D(t) fuir alle Zeitpunkte t. Ein Aus-
fall der Anleihe wird durch das Unterschreiten einer Schranke
durch den Firmenwert ausgelost. Die Wahrscheinlichkeit eines
solchen Ereignisses kann unter geeigneten Modellannahmen be-
stimmt werden. Im Merton Modell wird fiir den Wert der Firma
eine stochastische Dynamik der Form

AV(t) = (r-8)V(t)dt + GV (t)dW (1)

vorausgesetzt, wobei r den konstanten risikolosen Zins, 3 eine
konstante Auszahlungsrate, wie z.B. Dividendenzahlungen, o die
Volatilitit des Firmenwertes Vund W eine Brownsche Bewegung
(Wiener-Prozess) darstellen.

An die Anleihe stellen wir die Anforderung, dass ein Ausfall nur
zur Filligkeit T mdglich ist. Bezeichnen wir den Nennwert der
Anleihe mit F, so ergeben sich folgende Méglichkeiten fiir den
Wert D(T) der Anleihe zum Zeitpunkt T:

Istder Firmenwert bei Filligkeit gréfer als oder identisch zur Ver-
bindlichkeit, d.h. V(T) = F, dann wird die Anleihe vollstindig zu-
riickgezahlt:

D(T)=F.

Ist der Firmenwert geringer als der Nennwert, d.h. V(T) < F, so
kénnen nur noch Zahlungen in Hohe des Firmenwertes geleis-
tet werden:

D(T) = V(T).

Deshalb kénnen wir den Nennwert F als Schranke fiir den
Firmenwert ansehen, bei deren Unterschreitung der Zahlungs-
ausfall ausgelost wird. Der Zeitpunkt zu dem ein Ausfall statt-
finden kann, wird (mathematisch) als eine Stoppzeit T angesehen
und kann im Merton Modell daher nur der Filligkeitszeitpunkt T
sein.
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Da die Auszahlungen zum Zeitpunkt T fiir den Halter als
D(T) =min{F, V(T)} = F - max{F - V(T),0}

und fiir den Eigenkapitalgeber als

S(T) = V(T) - D(T) = max {V(T) - F, o}.

geschrieben werden kénnen, lassen sich Optionstheoretische
Resultate verwenden und es gilt fiir die Anleihe:

Unter den oben getroffenen Annahmen kénnen Null-Kupon An-
leihen als Differenz einer risikolosen Zahlung minus einer
(europiischen) Put-Option auf den Firmenwert mit Ausiibungs-
preis F angesehen werden. Damit ergibt sich der Wert p‘(t, T)
einer Null-Kupon Anleihe mit Nennwert F und Filligkeit T zum
Zeitpunkt ¢ als

pALT) = Fer(T) - Py(V(t), F)
= Fer(T4) - {-V(t)ed(T4) ¢(-d,) + Fer(TH) (-d,)}
—V(£)ed(TH) o (-d,) + Fer(T) ¢(d,),

wobei, wie in der Black-Scholes Welt, die Gréflen d, und d, wie
folgt definiert sind:

b JBOVO/E (04 /TY ey

ovVT-t

¢ stellt die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung dar.

Wir kénnen nun aus dem Wert p4(t,T) der Null-Kupon Anleihe
direkt die Spreads S(t,T) berechnen, die sich implizit durch die
Formel pd(t,T) = Fe(+S(tT))(T+) ergeben. Damit ist

d
14 (trT) _ _1_l0g ie'ﬁ(T't) ¢('d1) + ¢’(d2)

1
S(t,T)=-—— log| ————
1) T-t gFe-r(T-t) T-t L,

wobei das Verhiltnis zwischen Fremdkapital und Firmenwert
(der sogenannte ,leverage-ratio“) durch

F, Fe(Tt)
Vi) V()

definiert ist. Der Ansatz iiber die Spreads bewirkt, dass sich
Kreditrisiko-behaftete Anleihen mit den gleichen Techniken
bewerten lassen wie risikolose Anleihen. Der einzige Unter-
schied ergibt sich durch den veridnderten Zins r + S(t,T), der bei
der Diskontierung anzusetzen ist anstatt dem bisherigen Zins r.
Die Stetigkeit der Pfade des Wiener-Prozesses W bewirkt jedoch,
dass zu Zeitpunkten, die kurz vor der Filligkeit liegen, bereits
alles iiber das Auftreten eines Ausfalles bekannt ist. Dieses hat

zur Folge, dass die Spreads S(t,T) gegen Null konvergieren, falls
die Restlaufzeit gegen Null geht. Nur fir Firmen mit einem
Leverageratio grofer als oder gleich 1 tendieren die Spreads mit
Verkiirzung der Restlaufzeit gegen Unendlich. Das Verhalten der
Spreads ist in Abbildung 1 fiir verschiedene Leverageratio-
Niveaus dargestellt.

1. Spreads im Verhiltnis zur Restlaufzeit
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2.2 Intensitits-basierende Modelle

Die Intensitits-basierenden (oder reduced-form) Modelle ent-
standen aus der Idee, den Zeitpunkt T des Ausfalles einer Firma
als ersten Sprung eines Poisson-Prozesses N = (N;).., mit Inten-
sitit A>o0 zu modellieren. Der Ausfallszeitpunkt wird hierbei
durch

t
'c=inf{tzo:f7»dsz E}
o

modelliert, wobei E, eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit
Parameter 1, kurz Exp(1)-verteilte Zufallsvariable, ist. Dann gilt

P(t<u)= P(fums > E,)=P(E,<hu) =1 -exp{-hu}

d.h. Tist Exp(\)-verteilt und kann als erster Sprung eines Poisson-
Prozesses angesehen werden. Unter einem solchen Modellansatz
ist die Ursache fiir den Ausfall einer Anleihe exogen, d.h. wird
nicht durch das Modell selbst beschrieben (Dies ist ein Unter-
schied zum strukturellen Modell in dem der Ausfall endogen, d.h.
im Modell beschrieben wird).

Will man den Ausfall mit 6konomischen Variablen in Verbin-
dung bringen, bietet sich eine Modellierung mittels Cox-Prozes-
sen an. Hier hingt die Intensitit von einem stochastischen Pro-
zess einer Zustandsvariablen (X;).., ab und die Intensitit wird
durch eine Funktion A.(X;) beschrieben. Wir definieren dann den
Ausfallszeitpunkt T, der sich nun aus dem Prozess (A(X}))s,
ergibt, durch
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T=inf{t=0 :fl)»(Xs)ds = E}.

Einen Sprungprozess N = (N,),.,, der nun diese stochastische
GroRe A(X,) als Intensitit hat, nennt man Cox-Prozess.

Nun lassen sich die Ausfallwahrscheinlichkeiten nach einem
beliebigem Zeitpunkt u unter Kenntnis des Prozesses X, t < u
berechnen (wir bezeichnen diese Information kurz mit G,):

P(t>u|G,) = P(L}A(Xs)ds < E|G,) = P(F, >fx(xs)ds|cu)

o

— expf(X,)ds}

Die letzte Gleichung folgt aus der Tatsache, dass man die Grofle
unter unseren Annahmen vollstindig. Somit ergibt sich fur die
unbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit:

u
Pltsu)=1- Eexp{-fk(Xs)ds}

o

Wir wollen nun ein Beispiel fiir die Bewertung einer Null-
Kuponanleihe in dem Cox-Prozess Modell geben. Dazu sei (7});.,
die von (X,)., unabhingige stochastische kurzfristige Zinsrate
(short rate). Dann ist der Preis einer kreditrisikolosen Null-
Kuponanleihe mit Nennwert 1 und Filligkeit T zum Zeitpunkt o
gegeben durch

{j

Bei unverinderten Werten ist der Preis zum Zeitpunkt o fiir eine
risikobehaftete Anleihe gleich

T
exp -frs ds(* 1iesy

p(0,T)=E

P40, T)=E

-E

T
exp {-f)»(Xs)ds}

T
exp -frs ds
o

-F

T
exp -f(rs + MXS)dS)H

o

Hier bezeichnet 1 f>T) die Indikatorfunktion, die gleich Eins ist,
falls > T gilt, und gleich Null im Fall von © < T. Analog dazu ist
die Indikatorfunktion 1, fiir beliebige Mengen A definiert.

Somit wurde bei der Bewertung risikobehafteter Anleihen nur die
stochastische short rate um die Intensitit A (X;) additiv verdndert.

Wir kénnen nun auch in diesem Modell die Credit-Spreads

:

berechnen:

1
S T) =

p'(tT)

p(tT)

exp{ ]j AMX) ds}
'

1
=1 logiE
-

In Abbildung 2 haben wir fiir ein spezielles Beispiel dieses An-
satzes die Spreads gegen die Restlaufzeit gezeichnet.

2. Spreads im Verhiltnis zur Restlaufzeit
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Spreads im Vergleich zur Restlaufzeit fiir folgende Parameter der CIR-Dynamik:
mean-reversion rate a=1, mean-reversion level u = 0.015 Volatilitit o = 0.2, und
Startwerte des Prozesses 0.003, 0.005 und 0.01. Diese Werte entsprechen einer

einjahrigen Ausfallwahrscheinlichkeit von ca. 0.7%, 0.9% bzw. 1.2%.

Unter schwachen Annahmen an den Intensititen-Prozess (A;) .,
kann man fiir reduced-form Modelle zeigen, dass

lim S(t, T) =,

Tyt

gilt, falls bis zum Zeitpunkt t kein Ausfall eingetreten ist. Das
heift, dass die Spreads nicht gegen Null tendieren bei einer sich
verkiirzenden Restlaufzeit. Somit erlauben die reduced-form Mo-
delle die Moglichkeit eines Ausfalles auch kurz vor der Filligkeit
eines Kreditkontraktes.

3 Modellierung von Abhingigkeiten

3.1 Grundlegende Uberlegungen

Bei der Bewertung von Derivaten, die sich auf ein komplettes
Portfolio von Kreditvertrigen beziehen, spielt neben dem indivi-
duellen Ausfallverhalten der einzelnen Firmen besonders die Mo-
dellierung von 6konomischen Abhingigkeiten der betrachteten
Firmen eine zentrale Rolle. Je nach Modell fiir die Abhingig-
keitsstruktur ergeben sich zum Teil sehr unterschiedliche Wahr-
scheinlichkeiten fiir zeitnahe oder zeitgleiche Ausfille zweier
oder mehrerer Firmen. Dieses impliziert dementsprechend auch
stark von einander abweichende Preise fiir Produkte wie z.B. first-
to-default swaps. Ein weiterer Grund fiir eine genaue Analyse der
verwendeten Abhingigkeitsstruktur besteht in der Tatsache, dass
oft ein Portfolio referenziert wird, in dem sich mehrere hundert
Kontrakte befinden. Diese Portfoliogréfie zieht enorme compu-
tertechnische Anstrengungen bei der Analyse oder Bewertung
komplexer Kreditstrukturen nach sich.
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Solange man, wie im klassischen Merton-Modell, stochastische
Unsicherheiten durch Wiener-Prozesse beschreibt, folgen Trans-
formationen der Firmenwerte einer Normalverteilung. Diese
wird eindeutig durch Erwartungswert und Varianzen beschrie-
ben. Bei der Betrachtung eines Portfolios kommen hier noch Kor-
relationen zwischen den Firmen mit ins Spiel. Allerdings hat sich
gezeigt, dass bestimmte Phinomene in einigen Mirkten nicht
vollstindig durch die Wiener-Prozesse und somit durch die mehr-
dimensionale Normalverteilung abgebildet werden kénnen.

Um speziell das gemeinsame Verhalten separat vom individuel-
len Verhalten der Firmenkontrakte zu untersuchen, bietet es sich
an, so genannte Copulafunktionen (oder kurz Copulas) zu be-
trachten. Wir werden diese Funktionen in Paragraph 3.3 kurz ein-
fithren. Sie stellen mittlerweile bei der Analyse von Multi-Namen
Kreditkontrakten einen zentralen Baustein dar.

Wir betrachten ein Portfolio mit n Kreditvertrigen und diskutieren die
Abhingigkeitsstruktur in einem Einperioden-Modell (z.B. ein Jahr).
Wir starten also zum Zeitpunkt o und bezeichnen mit T> o den End-
zeitpunkt der Periode. Mit D,,i = 1,...,n, bezeichnen wir die Zufallsva-
riablen, die besagen, ob Kontrakt i in der Periode [0,T] ausgefallen ist
(dann ist D; = 1) oder noch weiterlebt (D; = o). Die D;i = 1,...,n sind
somit Bernoulli-Variablen mit Parametern pT( i),

Wihrend uns in den bisherigen Paragraphen die individuellen
Wahrscheinlichkeiten

pT(i) =P(D;=1)fliri=1,..,n

interessiert haben, stehen in diesem Paragraphen die Wahr-
scheinlichkeiten

P(D,=3,,..,D,=9,) fird,€{0,1},i=1,.n,

bzw. der Zusammenhang dieser mit den individuellen Wahr-
scheinlichkeiten im Zentrum der Diskussion.

Wir nehmen zuerst als unmittelbare Erweiterung des klassischen
Merton-Modells die Dynamik

Avii) () = rvii) (t)dt + o, V(i) (t) dW(i) (1)

fiir den Wert der Firma i an, wobei analog zu oben die Gréf8en r
und o; als konstanter risikoloser Zins bzw. individueller Volatili-
tit der Firma i zu interpretieren sind.
Der Prozess W= (W(1),...W("))’stellt einen n-dimensionalen Wie-
ner-Prozess dar, dessen vom Zeitparameter t unabhingige Kor-
relationsmatrix wir mit ' = (p;;),; -, bezeichnen wollen.

(i)
Wir passen Schranken cr, bei deren Unterschreitung durch den
Firmenwert V(1)(T) die Firma i in den Konkurs geht, an die indi-
viduellen risikolosen Ausfallwahrscheinlichkeit an:

c(i)
r—— o1

log| T |-
£1vT0) 27

o= p(D= 1) = PVINT) <)) —
Oi\/T

firi=1,...,n.

Die Schranken c(i) konnten wir bei der Bewertung von Null-Ku-
pon Anleihen im klassischen Merton-Model mit dem Nennwert
der Anleihe identifizieren. Wie oben seien die Stoppzeiten t; der
Zeitpunkt des Ausfalles von Kontrakt i. Wir bezeichnen nun die
Verteilungsfunktionen der t; mit F;i = 1,...,n. Dann ist der Vektor
B = (B(1),..,B(M)" mit B(i) = ®(F;(t;)) n -dimensional normal-
verteilt mit Erwartungswertvektor o und Kovarianzmatrix I'. Das
Ereignis, dass Kontrakt i ausgefallen ist, kann man nun auch mit
Hilfe der Zufallsvariablen B(%) und neuer Schranken

c(i)

log| 2 |- |r =5 02
| s v 0) 20T
Z’(}):
O'i\/T
ausdriicken:

Di= i my <oy =Ygy <)
Dieser Ansatz ist vorteilhaft, da die Verteilung der B(¥) deutlich
einfacher zu bestimmen ist als die der V(i)(T).

Geht man von gegebenen Kreditkurven F;,i = 1,...,n und einem
Normalverteilten B = (B(1),...,B("))’ ~ N(o,I') aus, so kénnen wir
das durch den Merton-Ansatz implizierte mehrdimensionale
Verhalten des Vektors (t,,...,t,)' der Ausfallszeitpunkte bestim-
men, indem wir die Ausfallzeitpunkte durch t,= F;%(®(B())) de-
finieren. Die Matrix I' entspricht dann genau der Korrelations-
matrix fiir die zugrunde liegenden Wiener-Prozesse.

w),..,wr).
Zur Berechnung von Korrelationen zwischen den Kontraktaus-
fillen D; benotigen wir im nichsten Paragraphen die Wahr-

scheinlichkeiten p(, dass die Kontrakte i und j, i # j, in der Peri-
ode [0,T] ausfallen:

pi) =P(D;= 1,D;=1) =P(B()< &), Bli)< (i)

wobei @, (x; u, 2) die 2-dimensionale Verteilungsfunktion mit Er-

=o,

<)

wartungswertvektor u und Kovarianzmatrix X ausgewertet an der
Stelle x darstellt.

Eine mehrdimensionale Erweiterung des intensititsbasierenden
Modells ergibt sich wie folgt. Wir modellieren 6konomische Va-
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riablen durch einen stochastischen Prozess (X;).,, wihlen In-
tensititsfunktionen A;(.) und geben uns einen Vektor von Exp(1)-
verteilten Zufallsvariablen E = (E,,...,E,)’ vor. Mit (G,),., sei er-
neut der durch (X,),., erzeugte Informationsfluss gemeint. Ana-
log zum eindimensionalen Fall ersetzen wir die Ausfallszeit-
punkte t; durch

t
T = inf{t z0:[h(X) ds= Ei}.
o
Auch hier gilt
u
p(ti>u| X,s<u)=exp {f Ai(Xs) ds}
o
und deshalb

p(tisu)=1-E

s

u
exp{-f Ai(Xs) ds}
o
firi=1,..,n.

Falls die Zufallsvariablen E,,...,E, als unabhingig angenommen
werden, ergibt sich, dass

n U,
P(t, < Uy, Ty, < Uy | X5 < max{u, i=1,...,n})=I1 [1 exp{-fki(Xs)ds }
1=1 o)

und folglich

n u,
P(t,<uy,..T, < un)=E{ H[l- exp{- }\i(Xs)ds}

=1 o

Mit diesen Groflen lassen sich neben der individuellen Ausfall-
wahrscheinlichkeit pi)in der betrachteten Periode

firi=1,..,n,

pi) =P(D;=1) = P(t;<T) =1-E |exp {-kai(Xs)ds}

auch die Wahrscheinlichkeiten pé berechnen, dass die Kontrakte i
und j, i = j, in der Periode [0,T] ausfallen:

p{’_ier=P(Di=1, Dj=1)=P('CiST;TjST)

=EF

T
1- exp{-f)»i(XS) ds}

].

Diese gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten werden wir im

T
[1-exp{-fxi(xs) d}

nichsten Paragraphen verwenden.

Wir sehen aus den obigen Rechnungen, dass unter der Annahme
der Unabhingigkeit der E,,...,E, die Ausfallszeitpunkte <,,...,t,
auch unabhingig sind, sobald wir den kompletten Verlauf der Zu-
standsvariablen X kennen. Sind die Zufallsvariablen E,....,E,, je-
doch stochastisch abhingig, so sind die T,,...,t,, selbst unter voll-
stindigem Wissen des Verlaufes von X nicht mehr unabhingig.

3.2 Korrelationen

Neben den Korrelationen T, die wir bei der Modellbildung des
Merton-Ansatzes verwendet haben, interessieren die Korrelatio-
nen zwischen den Bernoulli-Variablen D;i = 1,...,n die angeben,
ob Gliubiger i ausgefallen ist oder nicht. Diese werden auch De-
faultkorrelationen genannt.

Die Korrelationen zwischen D; und D;i = j, , ergeben sich zu

Cov(D;,D;)
VVar(D;) VVar(D;)

Cor(D;,D;) =

P(D;=1,D;=1)- P(D;=1)P(D;=1)
VP(D;=1)(1-P(D;=1)) VP(D;=1)(1-P(D;=1)

P(;'ﬂ_ P](_i)P_(rj)
VPY(1- PY) VPY (1- PY)

Die in dieser Formel auftretenden Gréflen haben wir im letzten
Paragraphen fiir die beiden Modelle bestimmt. Im Einzelnen er-
gab sich im Merton-Modell

pi=2(ct) und pi) = @,

ET(i)J; [0 , ‘1 pij}.

Die Werte im Cox-Modell unter der Annahme der Unabhingig-
keit der E,,...,E, waren

und

T
piy=1-E exp{-!ki(Xs)ds}

pii =K

[1- exp{-f]-hj(Xs)ds}

ool o]

3.3 Copulas

Korrelationen sind zur Beschreibung der stochastischen Abhin-
gigkeit zwischen zwei Variablen nicht ausreichend. Betrachten
wir etwa zwei unabhingige, Standardnormalverteilte Zufallsva-
riable Y,,Y, und eine weitere, von diesen Variablen unabhingige,
stochastische Gréfle R mit E(R?) = 1. Definieren wir Z; = R * Y,
fiir i = 1,2 dann sind die Variablen Z, und Z, durch die Variable
R verbunden und deshalb nicht mehr unabhingig. Jedoch gilt
Cov(Z,Z,)=E(R?) * Cov(Y,Y,) = ound die Variablen Z, und Z,
sind folglich unkorreliert.

Aufgrund der ungeniigenden Beschreibung von Abhingigkeiten
durch Korrelationen greift man bei der Modellierung von mehr-
dimensionalen Zufallsgrofen X = (X,,...,X,,)” hidufig auf den Be-
griff der Copulafunktionen (oder kurz Copulas) zurtick. Eine De-
finition ist wie folgt:
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Sei X = (X,,....X,,)” ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit Vertei-
lungsfunktion F, dh. F(x,..x,) = P(X, = x,...X, < x,) fur
X,,...,%, € IR, und eindimensionalen Randverteilungen F; fiir i =
1,...n, d.h. Fi(x,) = P(X; < x;) fir x; € IR und i =1,...,n. Die Ver-
teilungsfunktion C = Cy,  x des Vektors F,(X)),....F,(X,) heifit
dann die Copula von X bzw. von F.

Man kann unter schwachen Annahmen zeigen, dass die Copula
C eindeutig durch die Verteilungsfunktion F bestimmt ist und
dass

F(%,,...,%,) = C(F(x,),....F, (x,)) fur alle x,,....x, € IR.

Da U; = Fi(X;) ~ U [o,1] fiir i = 1,...,n stellen Copulas mehrdi-
mensionale Verteilungsfunktionen mit auf dem Intervall fo,1]
gleichverteilten Randverteilungen dar.

Eine sehr niitzliche Eigenschaft der Copulas ist die Tatsache, dass
die Copula des Vektors X = (X,,...,X,, )’ mit der Copula des Vektors
(B1(X,),--.Pn(X,)) iibereinstimmt, solange die Funktionen ;i =
1,...,n, streng monoton wachsend sind. D.h., die Copula ist inva-
riant unter streng monoton wachsenden Transformationen. Eine
detaillierte Einfithrung in Copulas findet man in Nelsen (1999).

ine wichtige Copulafunktionen ist die Funktion Cll(u,,...,.u,) =
[Tw;, uy....u, €10,1], die so genannte Produktcopula. Sie ist die Co-
pula eines Zufallsvektor X = (X,,...,X,,)’, bei dem die Komponen-
ten X,,...,.X,, unabhingig sind. Weiterhin ist

die so genannte Gaufy’sche Copula, wobei @ die n-dimensiona-
le Standardnormalverteilung mit Korrelationsmatrix R darstellt.

In unserer obigen Merton-Erweiterung erscheint die Gaufd’sche
Copula auf natiirliche Art und Weise. Seien erneut die eindi-
mensionalen Kreditkurven F;,i = 1,...,n, ein Zufallsvektor B mit
B=(B(1,...,B(M)) ~ N(o,I') und die Ausfallzeitpunkte

t;=F;1 (®(B())), i =1,..,n, gegeben. Nehmen wir an, dass die
F, i = 1,..n, streng monoton wachsend sind, so kénnen wir aus
der Invarianz der Copulas folgern, dass

G
7= CB(I),_NB(W) = CT

gilt. Damit lisst sich die gemeinsame Verteilung F des Vektors
(tp...,T,) Wie in einem Baukasten durch die Kreditkurven F;, i =
1,...,n zusammen mit der Abhingigkeitsstruktur Cf angeben:

F(x,,...x,) = Cy F,(x,),....F,(x,)) fir alle x,,....x, € IR.

4 Umsetzung in Bewertungsverfahren

4.1 Faktor-Modelle

Ein weit verbreiteter Modellierungsansatz fiir Portfolios von
Wertpapieren mit Ausfallrisiko, der sich z.B. bei CreditMetrics
oder im Rahmen des Baseler Accord findet, ist ein auf standard-
normalverteilten Zufallsvariablen beruhender Faktoransatz. Hier-

bei werden die die Wertpapiere (oder Kredite) beschreibenden
KenngrofRen iiber einen Zufallsvektor (X,,...,.X,,)’ modelliert. Des-

sen Komponenten werden dargestellt als

X; =pY +V1-p?Z,

mitY, Z, i =1,...,n unabhingigen Gaufl’schen (d.h. standardnor-
malverteilten) Zufallsvariablen. Hier wird die Variable Y als ge-
meinsamer beeinflussender Faktor aller Objekte im Portfolio und
die Z, als individuelle Einflussgréflen betrachtet. Dieser Ansatz
kann mit dem klassischen Merton Ansatz (siehe Sektion 2) zur
Bewertung von Unternehmensanleihen assoziiert werden. Der
Parameter p ist der Korrelationsparameter und spezifiziert im
Rahmen des Gaufy’schen Modellierungsansatzes die Abhingig-
keitsstruktur vollstindig. Diese Abhingigkeitsstruktur kann auch
mittels einer Gauf¥’schen Copula beschrieben werden. Eine di-
rekte Folgerung aus der Theorie der Copulafunktion ist daher,
dass obiges Modell keine Abhingigkeit extremer Ereignisse (die
so genannte ,tail dependence) besitzt. Dies bedeutet, dass gera-
de im interessierenden Fall eines Ausfalls, der iiblicherweise mit
dem Unterschreiten einer Schranke durch die Variablen X; ein-
hergeht, d.h. durch ein extremes Ereignis modelliert wird, die Zu-
fallsvariablen als nahezu unabhingig betrachtet werden konnen.
Allerdings kénnen wir, ohne den Faktoransatz zu verlassen, Tail
Dependence in das Modell integrieren. Dazu miissen wir nur al-
ternative Faktor-Verteilungen, wie etwa die einer multivariaten t-
Verteilung, annehmen. Ein sehr flexibler, allgemeiner Ansatz ist
durch die mean-variance mixture Verteilungen gegeben. Hier ist
X;=w;(Y) + 0;(Y)Z; wobei Y eine ein-dimensionale Mischungs-
variable und Z;; i = 1,...,m unabhingige standardnormalverteilte
Variablen (auch unabhingig von Y) sind. Dies fiihrt zu den so ge-
nannten elliptischen Copulafunktionen (Details zu diesen Funk-
tionen werden in Bingham, Kiesel, Schmidt (2003) diskutiert).

In Abbildung 3 wird die empirische Verteilung der Ausfille eines
Portfolios von 1000 Anleihen der non-investment Kreditqualitit
fiir die Modellierung der Abhingigkeitsstruktur mittels einer
Gaufs’schen Copula und einer Student-t-Copula (die Abhingig-
keiten von extremen Ereignissen modelliert) verglichen. Es zeigt
sich, dass das Kreditrisiko des Portfolios substanziell ansteigt (die
empirische Verteilung hat deutlich mehr Wahrscheinlichkeits-
masse im Bereich der hohen Ausfallzahlen).

4.2 Intensitits-basierende Modelle

In dem in Paragraph 2.2. beschriebenen Intensititsansatz mittels
Cox-Prozesse ist der natiirlichste Ansatz zur Modellierung von
Abhingigkeiten korrelierte Intensititen einzufiigen. Hierzu neh-
men wir an, dass in unserem Pool von m Schuldnern der Ausfall
von Schuldner i durch den ersten Sprung des Cox-Prozesses N;(t)
ausgel6st wird. Die Abhingigkeit der Ausfille wird dann durch
Korrelation der Intensititen A;(t) erreicht. Wieder nehmen wir
an, dass die beziiglich der Intensititen (A,(s),....A,(s)) bedingten
Prozesse unabhingig sind. Dieser Ansatz erlaubt es, explizite
Formeln fiir die gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten an-
zugeben. Mittels der obigen Formel erhalten wir
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p(TiJJ =E

T T
1- exp{- niexy) ds} [1- exp { () dsH]

T
exp{- [(5(X) +Mi(X,) dH :

=1-(L-p¥)(1-p?) + E

=pP+p¥+ E -1.

T
exp{- J04(X0) + Mi(X,) ds}

Dies zeigt, dass die maximale Ausfallwahrscheinlichkeit erreicht
wird, falls beide Intensititen vollstindig korreliert sind, d.h. falls
Ai(s) = Aj(s) = A(s) gilt. Man kann nachrechnen, dass die maxi-
male Ausfallkorrelation, die mit einem solchen Ansatz erreicht
werden kann, die Gréfenordnung der Ausfallwahrscheinlichkei-
ten hat (vgl. Schonbucher, 2003). Fiir viele Anwendungen ist dies
allerdings nicht ausreichend!

Ein Ansatz, der dieser Problematik Rechnung trigt, wird in Rog-
ge und Schénbucher (2002) vorgeschlagen. Die wesentliche Idee
hierbei ist es, die gemeinsame Verteilung der Ausfallschranken
E; durch eine Copula festzulegen. Im Fall des Cox-Prozess Auf-
(E, ..., E,) dann folgenden Zusammen}iahg fiir die Ausfallzeiten
T,...,T, herleiten:

Percentage of Total

Percentage of Total

Merton-Typ Modell mit Abbhingigkeit tiber Gau’sche Copula, unten Merton-
Typ Modell mit Student-t Copula.

P(t, < u,..,t,<su,)=

Elc|1- exp{-fkl(xs) ds},...,l- exp {-fin(xs) ds}

|

Dies ermdglicht auf natiirliche Weise, so genannte Ansteckungs-
effekte (d.h. Verinderungen der Ausfallwahrscheinlichkeiten,
falls Ausfille stattgefunden haben) ins Modell zu integrieren.

In Abbildung 4 wird erneut die empirische Verteilung der Aus-
fille eines Portfolios von 1000 Anleihen der non-investment Kre-
ditqualitit fir die Modellierung der Abhingigkeitsstruktur der
stochastischen Ausfallschranken mittels einer Gaufy’schen Copula
und einer Student-t-Copula dargestellt. Wieder konnen wir ein
deutliches Ansteigen des Kreditrisiko des Portfolios feststellen.

4.3 Allgemeiner Ansatz

Wir betrachten nun ein Portfolio von m Schuldnern und be-
zeichnen mit t; den Ausfallzeitpunkt des i-ten Schuldners. Wei-
ter sei Fj(t) = P(t; < t) die (marginale) Verteilungsfunktion des
Ausfallzeitpunkts des i-ten Schuldners und f;(t) die zugehorige
Dichtefunktion (deren Existenz wir annehmen). Wir kénnen nun
eine Copulafunktion C nutzen, um die multivariate Ausfallzeit-

Percentage of Total

-
L
-
E
-

Percentage of Total

Oben Intensitdtsmodell mit Abbhingigkeit tiber Gauf’sche Copula, unten In-
tensitatsmodell mit Student-t Copula.
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punktverteilung zu bestimmen. Es ist ndmlich F(t,..t,) =
C(F,(t,),....Fp(t,)). Eine solche Modellierung ist hervorragend
zu Simulationszwecken der Ausfallzeiten geeignet. Weiter ist es
moglich, die Copulafunktion so zu wihlen, dass wiinschenswer-
te Eigenschaften der Abhingigkeitsstruktur der Ausfallzeitpunk-
te festgelegt werden. Damit ist dieser Ansatz zur Durchfiithrung
von Stress-Tests und Szenario Analysen hervorragend geeignet.
Im allgemeinsten Fall konnen wir (gewisse Regularititsbedin-
gungen vorausgesetzt) die Intensitit einer allgemeinen Stoppzeit
(Zeitpunkt des Ausfalls) als y;(t) =f;(t) /(1 - F;(t) ) definieren. Dann
ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit gegeben durch

1- Fj(t) = exp ft Yi(u)du|.

Wir kénnen nun Abhingigkeitsstrukturen fiir die Ausfille tiber
Abhingigkeitsstrukturen der Intensititen, der Uberlebenswahr-
scheinlichkeiten, usw. modellieren. (siehe z.B. Li (2001) und
Schonbucher (2003)).

5 Zusammenfassung

Der vorliegende Beitrag hat die prinzipiellen Ansitze zur Model-
lierung von Abhingigkeiten bei der Analyse von Portfolios von
kreditsensitiven Wertpapieren und Krediten kurz diskutiert. Da-
bei wurden die grundlegenden Modellierungsansitze, der struk-
turelle und der Intensitits-basierende Ansatz, in der gebotenen
Knappheit dargestellt. Im Mittelpunkt der Analyse stand die Fra-
ge nach der Modellierung von Abhingigkeitsstrukturen in beiden
Ansitzen. Bei der Diskussion dieser Fragestellung wurde der
Schwerpunkt auf grundlegende mathematische Konzepte gelegt,
die in der gegenwirtigen Modellierung bei akademischen Unter-
suchungen, aber auch bei von Praktikern genutzten Modellen im
Vordergrund stehen. Es stellt sich heraus, dass die Modellierung
von Korrelationen zur vollstindigen Beschreibung der benétigten
Abhingigkeitsstrukturen nicht ausreichend ist. Als Hilfsmittel
zur Analyse von Abhingigkeitsstrukturen werden vielmehr die
sogenannten Copulafunktionen vorgeschlagen, die eine flexible
Modellierung von Abhingigkeiten erlauben und es erméglichen,
viele empirisch beobachteten Eigenschaften von Credit Spreads
nachzubilden. Weitere Informationen und eine detaillierte Dis-
kussion der beschriebenen Ansitze finden sich in den Monogra-
phien Bingham/Kiesel 2004, Bluhm, C. and Overbeck, L. and
Wagner, C. 2003, Lando 2004 und Schénbucher 2003.
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