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1. Einleitung

Die Ergebnisse der 1V. quantitative impact study (QIS) des Committee of European | nsurance
and Occupational Pensions Supervisors (CEIOPS) wurden im November 2008 veroffentlicht.
CEIOPS besitzt den Auftrag der Europdischen Kommission zur Beratung im Hinblick auf
Solvency I1. Die lll. QIS, bei der Gber 1000 Unternehmen teilgenommen haben, hat schon
einige Erkenntnisse gebracht, auch im Hinblick auf die neue Kategorie der operationellen
Risiken. Fur diese Risikokategorie ist eine separate Kapitalunterlegung vorgesehen, die zu-
sétzlich zu der Unterlegung fir versicherungstechnische Risiken und Marktrisiken vorzuhal-
ten ist.' Der vorgegebene Standardansatz wurde von den teilnehmenden Unternehmen als zu
einfach angesehen. Vor allem wurde kritisiert, dass keine Ausgleichseffekte zu den anderen
Risikokategorien vorgesehen sind.? Des Weiteren gibt es durch die ausschlieRliche Beriick-
sichtigung der Riickstellungen und Pramien als Risikotréger keinen Bonus fir effizientes Ri-

sikomanagement.

Interessanterweise verwenden bzw. planen nur 38% der befragten Unternehmen die Verwen-
dung quantitativer Methoden. Zudem seien diese Methoden nur in etwa ein Drittel der Fale
mit den sophistizierten Basel 11-Methoden zu vergleichen. Dabei Uberrascht auch nicht, dass
vor allem kleine Firmen einfache Ansétze und die grof3en Unternehmen eher bankahnliche
Modelle verwenden moéchten. Etwa 100 Unternehmen haben zudem einen Vergleich des
Standardansatzes zum jewelligen internen Modell gezogen. Hier zeichnete sich ein gemisch-
tes Bild ab. Wahrend einige Lebensversicherer durch ihr internes Modell Kapitalerleichte-
rungseffekte verzeichneten, wirde eine Kapitalunterlegung auf Basis eines internen Modells
fur viele Schadenversicherer hoher ausfallen.®

Zur Quantifizierung operationeller Risiken auf Basis interner Modelle wird vor allem der
Loss Distribution Approach (LDA) an Bedeutung gewinnen. Der urspringlich aus der Versi-
cherungswirtschaft stammende Ansatz zur Quantifizierung von Risiken im Schadenversiche-
rungsbereich wird von vielen Banken im Rahmen von Basel 11 fur operationelle Risiken an-

gewendet. Die Tatsache, dass noch nicht viele Versicherer diesen Ansatz verwenden, dirfte

1 Vgl. Europsische Kommission 2007, S. 124 ff.; dabei wird die Solvency Capital Requirement fiir operationelle
Risiken SCR op auf die Basic Solvency Capital Requirement BSCR hinzuaddiert.

2Vgl. CEIOPS 2007, S. 120, durch die Addition der SCR wird ein komonotones Verhaltnis angenommen; im
Ansatz des GDV 2005, S. 49 ff. hingegen ist eine Korrelation von p <1 vorgesehen.

3Vgl. CEIOPS 2007, S. 131 ff.



folglich nicht am Know-how, sondern vielmehr an der sparlichen Datenlage liegen. Wenigs-
tens haben die Versicherer reagiert, und bauen zurzeit Datenbanken auf.* Hilfreich koénnten
hierbei externe Datenbanken, wie die SAS OpRisk Global Data, sein.” Durch eine adaguate
Verkntpfung mit den internen Daten kann eine ausreichende Datenbasis erreicht werden.

In dieser Arbeit werden in Kapitel 2 die Grundlagen des LDA gelegt. Zudem wird aufgezeigt,
wie Versicherungslésungen zu einer Reduktion der Kapitalunterlegungsanforderung fuhren
konnen. In Kapitel 3 und 4 wird an die Analysen von Dutta / Perry 2006 angeknipft, indem
far die Verlushohenverteilung zum einen auf die Extremwerttheorie (EVT) zurlickgegriffen
wird, um den Randbereich der Verteilung ab einer bestimmten Verlusththe zu modellieren.®
Zum anderen wird die flexible GH-Verteilungsfamilie eingesetzt, die die gesamte Verlustho-

henverteilung abdecken kann.

Im empirischen Anwendungskapitel 5 werden auf Basis des SAS OpRisk Globa Data-
Datensatzes fur Versicherungsunternehmen die Verlusthaufigkeits- und die Verlushohenver-
tellungen modelliert. Im Rahmen einer Monte Carlo-Simulation werden die Gesamtverlust-
verteilung und ihre Quantile bestimmt. Zum einen wird das 99,5%-Quantil betrachtet, da im
technischen Dokument zur 1V. QIS diese Quantilhthe fiir interne Modelle vorgesehen ist.’
Ferner ist auch das 99,9%-Quantil von besonderem Interesse, da diese Quantilhdhe in Basel 11
als Vorgabewert fir Ambitionierte Messansdtze (AMA) dient. Daher sollen beide Quantilho-
hen der Verlustverteilung auf Basis des Versicherungsdatensatzes als Vergleichsmaldstab an-
gesetzt werden.

2. Der Loss Distribution Approach (LDA)
2.1 Vorbemerkung

Im Rahmen von Basel 11 stellt der Loss Digtribution Approach einen Ansatz innerhalb der
fortgeschrittenen Messansitze (AMA — Advanced Measurement Approach) dar, um die ope-
rationellen Verluste zu quantifizieren. Das Basel Committee on Banking Supervision (2001)
schreibt bel der Umsetzung des LDA folgende Vorgehensweise vor: ,the bank estimates,

* In der Schweiz sind die Versicherer sogar dazu verpflichtet, vgl. GDV 2007, S. 181.

® Zur Marktfiihrerschaft von SAS Softwarel 6sungen und Datenbanken im Bereich Operational Risk vgl. die
Studie von Chartis Research Ltd. 2008, S. 5 ff.

® Zur Umsetzung von statistischen Anpassungen im Bereich der Extremwerttheorie wurde EVIM von Gencay/
Selcuk/ Ulugiilyagci 2002 verwendet und kann unter http://www.bilkent.edu.tr/~faruk heruntergeladen werden.

"Vgl. Européische Kommission 2007, S. 215 ff.; Kunzelmann/ Quick 2008, S. 21.



http://www.bilkent.edu.tr/~faruk

[...], the probability distribution functions of the single event impact and the event frequency
for the next (one) year [...] and computes the probability distribution function for the cumula-
tive operational loss’. Im Rahmen der Quantitative Impact Studies von CEIOPS und den lan-
derspezifischen Diskussionsansdtzen wird der LDA nicht ndher spezifiziert. Daher wird im
Folgenden fir die Modellierung von operationellen Verlusten von Versicherern auf den Basel
I1-Ansatz haufiger rekurriert. Jedoch wird im Gegensatz zu Basel |1 in dieser Studie ein univa
riates Modell fur ein Gesamtunternehmen erstellt, so dass keine einzelnen Risikozellen defi-

niert werden.

Der LDA basiert auf aktuariellen Methoden der kollektiven Risikotheorie, die schon seit lan-
ger Zeit in der aktuariellen Praxis Anwendung finden. Bel der kollektiven Risikotheorie be-
steht das Ziel darin, den kollektiven Gesamtschaden S(t) fiir das Zeitintervall [0,t] zu model-
lieren. Hierzu sai unterstellt, dass S(t) einem stochastischen Prozess folgt, der in die Kompo-
nenten Schadenzahl (claim frequency) N(t) und Schadenhohe pro Schadenfall (loss severity)
X, disaggregiert werden kann, formal

N(t)

(2.1) S(t)= > X .
i=1

Diese Methode wird auf den LDA Ubertragen, indem nunmehr die Gesamtverlustverteilung

L(t) der operationellen Verluste von Interesse ist. Daher wird im Folgenden mit N(t) die
Verlusthaufigkeit und mit X; die Verlusththe pro eingetretenem operationellen Verlustfall

bezeichnet. Somit ergibt sich L(t) Gber
N(t)

(22) LO)= DX,
i=1

und ist ebenso wie (2.1) ein zusammengesetzter Summenprozess, der durch die stochastische
Anzahl N(t) von operationellen Verlusten im betrachteten Zeitintervall bestimmt wird.®

8 Vgl. Mikosch 2004, S. 8; im versicherungstechnischen Kontext ergibt sich ein Verlust, wenn die Schaden die
Prémien Ubersteigen. Bei operationellen Verlusten gibt es naturgemald keine Prémien, die die Schaden abde-
cken kénnten, so dass Schaden und Verluste gleichzusetzen sind, vgl. Albrecht 1998.



Fur einen fixierten Zeitraum, z.B. t =1 fur ein Jahr, kann der Zeitindex t fallen gelassen wer-

den. Die Verlusthaufigkeit N(t) kann as Zahlprozess charakterisiert werden, der die Verlust-

eintrittszeitpunkte T, im Intervall [0,t] zahlt, formal

(2.3) N(t) = max{i e N;T, <t}.

Die Eintrittszeitpunkte wiederum konnen tber einen Punktprozess, d. h. eine Folge T,,T,,...

von Zufallsvariablen modelliert werden.

2.1 Die Verlusthaufigkeit

Das Standardmodell fir die Verlusthaufigkeit bildet der homogene Poissonprozess, der axio-

matisch fundiert ist. Hierbei sind vor alem die Zuwéchse N(t +h) — N(t) von zentraler Be-

deutung. Ein Zahlprozess heil3t homogener Poissonprozess, wenn
(2.49) N(0) =0
gilt, und der Prozess somit bel Null startet. Zusétzlich ist folgende Anforderung zu stellen:

(2.4b) N(t) besitzt unabhéngige und stationére Zuwéchse.

Die Bedingung (2.4b) fordert, dass fir die Zeitpunkte O<t, <t, <t; die Zuwéachse
N(t3) — N(t,) undN(t,) — N(t;) unabhangig sind. Mit Hinblick auf die geforderte Stationari-
tat weildt die Zufallsvariable N(t,) — N(t;) diegleicheVertellung wie N(t, —t;) auf.®

Zudem tritt in jedem Zeitintervall [0,t] mit positiver Wahrscheinlichkeit ein Ereignis ein, aber
es muss keines eintreten:

(2.4¢) Fir dle t >0 gilt 0< P[N(t) > 0]<1.

Zudem ist der HPP ein regulérer Prozess, so dass er kein Clustering vorsieht:

(2.4d) lim P(N(t)>2)=0 10

Aus den vorherigen Axiomen folgt, dass N(t) fur t >0 poissonverteilt mit Parameter At i,
wobei A der Intensitét des Prozesses entspricht. Die Zahlverteilung P,(t) I&sst sich somit wie

folgt charakterisieren:

°Vgl. McNEeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 486.
19v/gl. Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 8; McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 486 f.



(25) P.(t) = P[N(t) = n]= e (IM)” .11

Fur den HPP ist der Intensitétsparameter A zeitunabhangig und es gilt

26) 4 —lim P[N(t+h)—N(t)>O].

h—0 h

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Zeitintervall h ein Verlustereignis auftritt, ist somit

approximativ gleich Ah.
Um den Parameter 4 zu schétzen, bietet sich die Beziehung
2.7) A =E[N@]

an, wobel A der mittleren Schadenzahl einer Periode der Lange 1 entspricht.

2.2 DieVerlusthohen

Zur Modellierung der Verlusthohe X kommt jede Verteilung in Betracht, deren Definitions-
bereich in [0,c0) liegt, da operationelle Verluste nicht-negativ sind. In der Literatur wird eine
Fillle von Verteilungsfunktionen fiir operationelle Verlusththen diskutiert.” Vor allem ge-
fahrliche Vertellungen (heavy-tailed distributions) sind im Versicherungsbereich, aber auch
im Bereich operationeller Risiken, sehr hdufig anzutreffen. Diese Verteillungsgruppe besitzt
am rechten Rand besonders viel Wahrscheinlichkeitsmasse, was auf den schiefen leptokurti-
schen Charakter zurtickzufthren ist. Die subexponentiellen Verteilungen sind als Untergruppe
gefahrlicher Verteilungen zur Modellierung operationeller Risiken besonders gut geeignet. Zu
dieser Gruppe gehdren beispielsweise die Log-Normalverteilung, die Weibullverteilung (fur
Parameter 0< 7 <1), sowie die as besonders gefahrlich einzustufenden Pareto-, Burr- und
Log-Gammaverteilung. Eine Zufalsvariable X und deren Verteilung werden als subexpo-

nentiell eingestuft, wenn fir eine Folge X, von unabhangigen identisch verteilter Zufallsvari-

ablen (iid - independent identically distributed) die Vertellungsenden der Summe

L, = X, +...+ X, und desMaximums M = max{X,,...,X, } folgende Relation aufweisen:

(2.8) lim P(L, > X) _ P(X;+...+ X,>X) _1. firn>2.
x>0 P(M, >X) P(max(X,,..., X)) > X)

1 vgl. Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 8.
12\/gl. De Fontnouvelle/ Rosengren/ Jordan 2004; Moscadelli 2004.



Somit wird das Verteilungsende der Summe hauptséchlich durch das des Maximums be-
stimmt. Hohe Werte fir L, werden meist durch einen hohen Verlust verursacht. Eine Basis-
eigenschaft subexponentieller Verteilungen kann durch die Analyse des Vertellungsendes
F(x) =1- F(x) gewonnen werden. So nimmt F(x) langsamer als jedes exponentielle Ver-
tellungsende ab, was durch folgende Beziehung dargestellt werden kann:

F(x)

(2.9) oLex)

— o0, fir X —oound Ve > 0.

Eine besonders gefahrliche Unterklasse der subexponentiellen Verteilungen sind Zufallsvari-
ablen mit regulér variierendem Verteilungsenden (regular varying tails). Die regulére Variati-
on it eine Moglichkeit mit kleinen Abweichungen das exakte Power Law-Verhalten zu be-
schreiben.®® Zu dieser Klasse gehort die Pareto-, die Burr-, die Log-Gamma, und die

o —stabile Verteilung. Das rechte Ende F (x) dieser Verteilungen kann durch
(2.10) ﬁ(x):l-F(x):"vaf—OfX), x>0
X

dargestellt werden, wobei o dem Tail-Index entspricht und L, ,(X) eine langsam-
variierenden Funktion mit der Eigenschaft

(2.11) Iiml"’af—(cx):l, ve>0
2 L (¥)

bezeichnet. Bel gegebenem Tail-Index @ kann unmittelbar bestimmt werden, ob die Momen-

te der Verteilung endlich sind:

=00 firdé>a

(2.12) E(X?) ={

<o fird<a

Somit weist eine Vertellung mit Tail-Index o < 2 eine unendliche Varianz auf.

Die meigten Verteillungen zeigen Schwéchen, um die operationellen Verlusthdhen im gesam-
ten Spektrum angemessen abzubilden. So erscheint es sehr schwer, eine zufrieden stellende
Anpassung sowohl im Kleinverlustbereich (Low-Severity-Bereich) als auch im Grof3verlust-
bereich (High-Severity-Bereich) zu erzielen.**

B vgl. Mikosch 2004, S. 105 f.
4 v/gl. De Fontnouvelle/ Rosengren/ Jordan 2004, S. 16.



Eine LOsung dieser Problematik kann mit Hilfe des aus der Extremwerttheorie stammenden
Balkema-de Haan-Pickands-Theorems erzielt werden. Ab einer zu definierenden hohen
Schwelle wird das Verteilungsende mit Hilfe der Veralgemeinerten Paretoverteilung (GPD)
approximiert. Gerade mit Hinblick auf die Modellierung operationeller Risiken gibt es kon-
troverse Meinungen zu dem Einsatz der EVT.™ Im Kontext der Modellierung von Finanzzeit-
reihen bzw. von Versicherungsdaten kamen friihe Studien zu dem Schluss, dass die POT-
Methode die beste parametrische Methode sei, um eine Anpassung an das Vertellungsende
einer unbekannten Verteilung vorzunehmen.® Die Arbeit von Diebold/ Schuermann/
Sroughair (2000) sah dies schon etwas differenzierter, da die POT-Methode einige Fallstri-
cke bereithalt, so wie die Annahme von iid-Daten.’” Als gréfite Schwierigkeit und damit die
Achilles-Ferse dieser Methode erweist sich die Festlegung einer geeigneten Schwelle. Bei
Ansatz einer zu niedrigen Schwelle ist der Bias der Parameterschétzung sehr hoch, dafir lie-
gen gentigend Datenpunkte bzw. Exzesse vor, um eine niedrige Varianz zu erhalten. Fir hohe
Schwellen verhdlt sich dies reziprok. Diese Problematik wirkt sich unmittelbar auf die Schét-
zung hoher Quantile aus, was zu Uber- bzw. Unterschitzungen des benétigten Risikokapitals
fiihren kann.*® Die Schwellenfestlegung filhrt auch zu einem Anwendungsproblem bei Durch-
fuhrung des LDA. Da nur Verluste jenseits der Schwelle approximiert werden kénnen, muss
die Verlusthohenverteilung als Kombination einer Verteilung fur kleine/mittlere Verluste und
der GPD-Verteilung fur grof3e konstruiert werden. Diese Vorgehensweise wird auch a's Spli-

cing bezeichnet.*®

Die empirische Studie von Dutta/ Perry 2006 greift diese Problemfelder auf, indem die Auto-
ren zwei 4-parametrische Veteilungen, die verallgemeinerte Beta-Verteilung 2. Art und die
GH-Verteilung, verwenden. Diese Verteilungen decken den ganzen Wertebereich ab und ma-
chen ein Splicing Uberfllssig. Zusétzlich bieten die Verteilungen aufgrund der hohen Parame-
teranzahl eine gute Anpassungsgiite sowohl im Low- als auch im High-Severity-Bereich.”
Auch in dieser Studie auf Basis des SAS-Datensatzes soll eine Gegenuiberstellung einer Simu-

lation auf Basisder EVT einerseits und der GH-Verteilung andererseits erfolgen. In Kapitel 3

5vgl. Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 27 ff.; Duttal Perry 2006; Degen/ Embrechts/ Lambrigger 2006.

% v/gl. McNeil/ Saladin 1997, S. 19.

7v/gl. Diebold/ Schuermann/ Stroughair 2000, S. 51 ff.; &hnlich Neshlehoval Embrechts/ Chavez-Demoulin
2006, S. 7.

18 \/gl. Neshlehoval Embrechts/ Chavez-Demoulin 2008, S. 6.

¥ v/gl. Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 29; Nguyen/ Ottmann 2005, S. 45.

2 \/gl. Duttal Perry 2006, S. 15 ff.



und 4 werden beide Methoden theoretisch fundiert und die Vorgehensweise zur statistischen
Inferenz dargestellt. In Kapitel 4.5 wird in Analogie zu Degen/ Embrechts Lambrigger
(2006) die GH-Verteilung auf deren extremwerttheoretischen Eigenschaften untersucht.

2.4 Der Gesamtver|ustpr ozess
2.4.1 Darstellung

Nach erfolgter Spezifikation der Verlusthéufigkeit und der Verlushohe kann der Gesamtver-
lustprozess néher betrachtet werden. Dabel werden fur das grundlegende Modell die folgen-
den Standardannahmen getroffen:

Q) Die Verlusththen sind unabhéngig und identisch verteilt: X; ~ iid
mit Vertellungsfunktion F(x)

2 Der Prozess der Verlusthaufigkeit N(t) die Verlusthdhen (X;,..., X)) sind unab-
hangig.#
Bel Glltigkeit der getroffenen Annahmen l&sst sich die zusammengesetzte Verteilung des

Gesamtverlustprozesses G,(x) Uber

G.(x = P[L®) <x]= 3 PIN(®) =n]P[L, <XN(®) =n] = S ROF™ (%), x20 t=0
n=0 n=0

13) ~ iPn(t)F”*(x), x>0
~ 1n=1

P(N, = 0), x=0
bestimmen, wobei F™(x) die n-te Faltung der Verteilungsfunktion F bezeichnet.?? Ist N(t)
ein HPP, dann wird L(t) als zusammengesetzter Poissonprozess (compound Poisson Process)

bezeichnet, und fir G,(x) gilt

(2.14) G,(X) = ie—m (ﬂ;‘lLl)n = n*(X) 23

Die Form der Verteilung G, (x) ist recht kompliziert und analytisch nur bei restriktiven An-
nahmen zu berechnen. Dies gilt auch dann, wenn P,(t) fur alle n und die Verteilung F von

X, bekannt sind, da die Faltungen F" der Verteilung F in geschlossener Form im allge-

2 vgl. Auer 2008, S. 188 f.; Frachot/ Roncalli/ Salomon 2004, S. 2; Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 14 f.

2 \/gl. Rachev /Chernobai/ Menn 2006, S. 5; Frachot/ Georges/ Roncalli 2001, S. 4.; Nystrém/ Skoglund 2002,
S. 5f.

% vgl. Buhlmann 1970, S. 58.



meinem nicht verfiigbar sind.?* Zumindest sind die Momente der zusammengesetzten Vertei-
lung unter der Unabhangigkeitsannahme bestimmbar. So ergibt sich der Erwartungswert und
die Varianz von L(t)
(2.15) E[L®)]=E[N®D]EX)  baw. ”s

' Var[L(t)]= E[N(t)Var (X) + E(X)?Var[N(t)]

2.4.2 Auswertung der Gesamtverlustverteilung

Da fur die meisten Modelle eine Auswertung von (2.13) analytisch nicht mdglich ist, kann auf
eine Reihe von Approximationsverfahren zuriickgegriffen werden. Vor allem die Monte-
Carlo (MC)-Simulation bietet dabei flexible Modellanpassungen. So lassen sich durch eine
M C-Simulation auch Versicherungskonzepte in den Loss Distribution Approach integrieren.®
Hinsichtlich der Durchfiihrung der MC-Simulation beim LDA unter der Annahme einer pois-

sonverteilten Verlusthaufigkeit wird folgender Algorithmus angewendet:

1. Zieheeine Redlisation Nj aus einer Poissonverteilung Poi(A4t).
2. Ziehe Nj unabhéngige Verlusththenrealisationen (Xl,...,XNj).

3. Summiere alle Verlusthdhen, so dass sich die Verlustrealisation
L;(t) = X, +...+ X bestimmen |&sst.
]

4. Wiederhole Schritt (1) bis (3) eine grof3e Anzahl J mal. Die empirische Verteilung
von L(t) approximiert die Gesamtverlustverteilung G, (x).*

Zur Sensitivitdtsanalyse bietet es sich an die Verlustverteilung direkt zu approximieren, ohne
dass auf eine MC-Simulation zuriickgegriffen wird.*® Dies hat auch den Vorteil eine Bench-
mark zu erhalten, so dass eine Plausibilitétskontrolle der erhaltenen M C-Ergebnisse moglich
ist.?® In der Versicherungspraxis gibt es mit der Normal-Power (NP)-Approximation ein sehr

populéres Verfahren, um das (1— ) -Quantil von L(t) zu approximieren. Jedoch ist das Ver-
fahren nur insoweit zufrieden stellend, als dass die Schiefe von L(t) moderat bleibt. So eignet

sich fur schiefe Verlustverteilungen eher die Gamma-Approximation. Aber selbst bei Anwen-

2 \/gl. McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 473; Mikosch, S. 126.

% y/gl. den Beweis von McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 474.

% vgl. Aue/ Kalkbrenner 2007, S. 36 und Kapitel 5.3.2.; fiir andere numerische Verfahren wie die Fast Fourier-
Transformation oder die Panjer-Rekursion vgl. McNeil/ Frey/ Embrechts 2005.

21 Zur MC-Simulation vgl. Auer 2008, S. 188 .

% y/gl. Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 17 f.

% vgl. Aue/ Kalkbrenner 2007, S. 45 ff.
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dung dieses Verfahrens kann es zu Ungenauigkeiten bel Schétzungen von Quantilen im
Randbereich kommen.* Rekursionsverfahren, wie die Panjer-Rekursion, haben im aktuariel-
len Bereich auch héufig Verwendung gefunden. Hier ist jedoch eine Diskretisierung der Ver-

lusthéhenverteilung nétig und die Verteilung von N(t) muss zur Panjer-Klasse gehéren.™

Eine Alternative zu den obigen Verfahren bietet sich auf Grundlage des “one-claim-causes-
ruin“-Paradigmas an, welches der Tatsache Rechnung trégt, dass der Grof3teil der operationel-
len Verluste durch einige wenige Verluste verursacht wird. Wenn subexponentielle Verlust-
hohen zugrunde gelegt werden, 1&sst sich zeigen, dass das Tailverhalten der Gesamtverlust-

verteilung G,(x) sich durch das Verteilungsende F(x) der Verlusthéhenverteilung F(x)

bestimmt. Dafir wird der grundlegende Zusammenhang ausgenutzt, dass bei steigenden Ver-

lusthohen G, (x) ebenfals subexponentiell ist. Gilt fir ein ¢ >0 der Zusammenhang

Y. @+£)"R(n) <o , dann kann das Verteilungsende von G, (x) Uber

(2.16) jim 09

lim 209 =a=E[N()] bzw. G,(x)~E[N()]F(X), x - o

approximiert werden.*

2.4.3 Beruicksichtigung von Versicher ungskontrakten

Im Bankensektor ist in Basel 11 eine Berticksichtigung von Versicherungskontrakten im LDA
vorgesehen. Die Berlicksichtigung von Versicherungen ist jedoch an vielen Voraussetzungen
gebunden.®®* Auch Versicherungsunternehmen kénnen durch einen Versicherungskontrakt
einen Risikotransfer erzielen und so ihre Kapitalanforderung eventuell reduzieren.

Die Beriicksichtigung von Versicherungen erfolgt zunéchst auf Einzelverlustebene, indem der

Erstattungsbetrag R des i -ten Verlusts X; wie folgt berechnet wird:

(2.17) R (X;) = min(max(X; —d,0), m) ,Vi=1..,N;.

Dabei tragt der Versicherungsnehmer einen Selbstbetrag (deductible) d . Wenn héhere Ver-
luge ds d eintreten, erhdlt der Versicherungsnehmer den Selbstbetrag Ubersteigenden Ver-

% v/gl. McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 476 ff.

3L vgl. Panjer 2006, S. 127.

¥ y/gl. das Theorem 1.3.9in Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch 1997, S. 45; Bécker/ Kliippelberg 2006, S. 6.
3 vgl. Auer 2008, S. 213 ff; Basel 2004, S. 148, Par. 677 - 679; Chapelle et al. 2004, S. 8.
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lust X; —d erstattet. Diese Erstattung wiederum wird von dem Maximalbetrag m begrenzt,
so dass insgesamt ein Haftungslayer zwischen den Verlusthéhen d und (d + m) entsteht. Der
resultierende modifizierte Einzelverlust (Netto-Verlust) ergibt sich entsprechend durch

X, fir X; <d
(2.18) Ximoa = Xi —Ri(X;) =1 d fir d< X <(d+m).*
X;—m fir X; > (d+m)

Durch Aufsummierung aller Netto-Verluste der Periode j andert sich der Periodenverlust zu

N; N; N; N;
(2.19) Ljmos = 2. X1 = ZRi(X) = 2Xi =Ry (X)) =2 X =
Xi,mod A
R;(X;) : Kompensation
/¢
7

P 7 Netto-Verlust

Abb. 2.1

Wenn zusétzlich ein Selbstbehalt D und ein maximaler Erstattungsbetrag M auf Jahresbasis
vereinbart ist, wird der jahrliche aggregierte Ergtattungsbetrag R,,, gemal3

(2.20) Ragg :min(max(gRi(Xi)—D,Oj,Mj
i=1

berechnet. Somit wird der der modifizierte Verlust auf Jahresbasis nun nicht mehr nach (2.19)
ermittelt, da die Versicherungsleistung sich nun erst am Jahresende bestimmt, und es folgt

¥ vgl. Brandts 2004, S. 15.
% vgl. Bazzarello et al. 2006, S. 581.
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Nj
(2.21) L) moa = zl X = Rygg 36
| =

Zusétzlich lasst sich die Unsicherheit, ob nun das Unternehmen die volle Kompensationszah-
lung erhdlt, ins Modell integrieren. Diese Vorgehensweise ist sogar nach den Regeln von Ba-
sal 11 explizit vorgeschrieben.®” So besteht ein Ausfallrisiko des Versicherers, welches Be-
rucksichtigung finden muss. Generell muss das Rating des Versicherers mindestens ,,A*
betragen, damit die Versicherung die Kapitalunterlegung mindern kann. Eine einfache Model-
lierung des Ausfallrisikos kann dadurch erreicht werden, indem das Rating des Versicherers
in eine einjahrige Ausfallwahrscheinlichkeit PD (Probability of Default) tGbertragen wird und

eine binédre Zufallsvariable erzeugt wird:

(2.22) |p:{0 MEPD

1 ,mtl-PD’

Zusétzlich kdnnen Zahlungssicherheiten aufgrund von Unstimmigkeiten zwischen dem Un-
ternehmen und dem Versicherer auftreten, ob die Police einen spezifischen Verlust tberhaupt
abdeckt, oder ob das Unternehmen sdmtliche notwendigen V orkehrungen zur Abwendung des
Verlustes getroffen hat. Diese Unsicherheit kann wiederum mit einer binaren Zufallsvariablen

(2.23) PR _ {1 mit PR

0 mitl-PR

modelliert werden. Die Wahrscheinlichkeit PR (Probability of Recovery), also die Wahr-
scheinlichkeit fur eine Kompensation, kann aus empirischen Daten gewonnen werden, wobei
Studien darauf hinweisen, dass eine Kompensation in ungefahr 80% der Félle erfolgt. Zur

vollstandigen Modellierung wird | 7%

noch mit der Recovery-Rate RR multipliziert, damit
die Falle berticksichtigt werden, bel denen die Versicherungsleistung nicht vollsténdig gelels-
tet wird.*® Somit bestimmt sich bei Beriicksichtigung dieser Unsicherheiten die Kompensation

Uber

(2.24) Ry =17 (1 "RR): min(max(g R (X))~ D,OJ, M j H.
i=1

% vgl. Bazzarello et al. 2006, S. 59.
37vgl. Basel 2004, S. 148, Par. 678.
% vgl. Aue/ Kalkbrenner 2007, S. 33.
¥ vgl. Brandts 2004, S. 19f.
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Ein zusétzlicher Haircut H kann vorgenommen werden, wenn die Police eine Restlaufzeit

TR von weniger als 1 Jahr aufweist. Der Haircut kénnte wie folgt implementiert werden:

(2.25) o {min(TR,365)/ 365 ,wenn TR>90

0 wenn TR<90

2.4.4 Quantilbestimmung und Value-at-Risk

Zum Zweck der Kapitalunterlegung ist vor allem das Riskomal3 Vaue-at-Risk (VaR) von
Bedeutung. Der Value-at-Risk ergibt sich fur das Konfidenzniveau o askleinsten Verlugt |,

der maximal mit Wahrscheinlichkeit « Ubertroffen wird, formal
(2.26) VaR, =inf{l e R:P(L, >1)<a}=infl e R:G,(1) > 1~}

Folglich ist der VaR ein QuantilmaR Q, _[L, ], welches eine Partialinformation der Gesamt-

verlustverteilung G, wiederspiegelt.**

Nach Durchftihrung der MC-Simulation kann die resultierende empirische Verteilung von L
ndher analysiert und ihre Quantile bestimmt werden. Gemél3 den Regelungen in Basel 11 ist
fur den LDA im Bereich ambitionierter Messansétze operationeller Risiken vor allem das
99,9%-Quantil der Verlustverteilung von Interesse. In den Konsultationspapieren zu Solvency
I1'ist im Hinblick auf die Implementierung interner Modelle das 99,5%-Quantil zu beachten.
Der VaR zu den genannten Quantilen wird durch die ssimulierte Verlustverteilung bestimmt.
Dabei ig die MC-Simulation die einzige Approximation, die Risikoreduktionseffekte einer
Versicherung aus Kapitel 2.4.3 adaquat beriicksichtigen kann.

Das (1-a)-Quantil Q,_, der Gesamtverlustverteilung G, (x) kann auch auf Basis des , one-

claim-causes-ruin®-Paradigmas bestimmt werden, indem nun direkt der Zusammenhang aus
(2.16) ausgenutzt wird. Da (2.16) in der Tail-Notation definiert ist, wird daher in einem ersten
Schritt die Formel zu

(2.27) G () =1-(E[N(®)][1- F(x)])

“0v/gl. Bazzarello et al. 2006, S. 59, hierbei ist die Unterscheidungsgrenze bei 90 Tagen festgelegt, vgl. ferner
Basel 2004, S. 148, Par. 678 u. 679.

“*1'vgl. Frachot/ Georges/ Roncalli 2001, S. 6 ff; Koryciorz 2004, S. 22 ff.; zur Quantileigenschaft ferner
Albrecht 2003, S. 27; Albrecht/ Maurer/ Moller 1998, S. 251.
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transformiert. Zur Bestimmung des (1- o) -Quantils Q,_, von G, (X) , wird tber

(2.28) G(Q..)=1-(E[N®]L-F@Q. ) =1-a,

die Umkehrfunktion von (2.28) bei dem Wert (1-«) bestimmt, was zu dem Quantil

= o ..
(2.29) Q. [L®)]~F (1 —E[N(t)]j fir a >0,

fuhrt. Ausschlaggebend fur die Quantilschdtzung und somit fir die Kapitalunterlegungsanfor-
derung ist nunmehr die Verteillung der Verlusthohen. Dies kann dadurch gerechtfertigt wer-
den, dass der Umfang einzelner extremer Verluste aus einem Verlugtereignis eine gute Ap-
proximation fir die Quantile der Gesamtverlustverteilung liefert.* Aue/ Kalkbrenner (2007)
verwenden interessanterweise zur Approximation keine parametrische Verteilung fur die Ver-
lusthéhenverteilung, sondern die empirische Verteilung. Dies wird dadurch begriindet, dass
somit eine Quantilschdzung unabhangig von der parametrischen Verlushéhenverteilung
méglich ist.* Insofern wird dieser Ansatz als Benchmark fiir die MC-Simulation des Loss-
Digribution-Ansatzes verwendet.

3 Modellierung auf Basisder Extremwerttheorie

3.1 Konvergenz der Maxima und der Exzedenten

Mit Hilfe der Extremwerttheorie kénnen Modelle fir sehr grol3e Verluste kongtruiert werden.
Die EVT wurde friher primér in der Klimatologie und Hydrologie eingesetzt. Erst in der jun-
geren Vergangenheit wurde die EVT auch im Riskomanagement, vor allem im Hinblick auf
die Analyse von Finanzzeitreihen, angewendet.** Auch in der Modellierung operationeller
Verlusthéhen wurde die EVT haufiger schon angewendet, was durch die schwierige Anpas-
sung gangiger Verteilungen an den gesamten Datensatz durchaus gerechtfertigt ist.*”®

Fir die Modellierung von operationellen Verlusthbhen ist das auf der EV T-basierende Peaks-
over-Threshold (POT)—-Modell von grol3er Bedeutung. Mit Hilfe des POT-Modells I&sst sich,
unter gewissen Voraussetzungen, ab einer Verlustschwelle u der Verteilungsrand (Tail) ex-

plizit modellieren. Hierzu bedient man sich des Pickands-Balkema-de Haan-Theorems, wel-

“2\/gl. Aue/ Kalkbrenner 2007, S. 47; Bocker/ Kliippelberg 2006, S. 8 ff.

“3vgl. Aue/ Kalkbrenner 2007, S. 47.

“Vgl. De Haan et al. 1994; McNeil/ Frey 2000.

**\/gl. Moscadelli 2004; de Fontnouvelle 2004; Délker 2007; Dutta/ Perry 2006.
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ches eine Konvergenzaussage fur die Vertellung der Verlustbetrage, die eine definierte
Schwelle u Ubersteigen, (Exzessverteilung) trifft.

Die Konvergenz der Exzessverteilung einer Folge von iid-Zufallsvariablen (X;);.\ Setzt je-
doch ein bestimmtes Konvergenzverhalten des Maximums M, dieser Folge voraus. Daher ist

es zweckgemdal3, dass man zuvor die Konvergenz des Maximums der Folge néher beleuchtet.

Das Maximum M einer iid Folge X, ist durch die folgende Beziehung definiert:

(3.1 M,=X,, M, =max(X,,..,X

n

) n>2.

Ferner ergibt sich die Verteilung des Maximums tber
(3.2 PM, <x)=P(X; <X..., X, <x)=F"(x),

wobel ein intuitiver Zusammenhang dieser Verteilung mit der rechten Vertellungsflanke der
unterliegenden Zufalsvariablen herrscht. Bel Ausweitung der Folge bzw. fir n— o« kon-
zentriert sich die Verteilung des Maximums im rechten Endpunkt x. der Zufallsvariablen.®®
Um einen grof3eren Informationsgehalt zu generieren, wird in der Literatur eine lineare Trans-

formation des Maximums vorgeschlagen, wobei zwei Konstanten d, und ¢, so gewahlt wer-

den, dass
(33) M; :Cr:l(Mn _dn)
gilt. Die Konvergenz der normalisierten Sequenz von Maxima M, formal

(3.4) lim P(M, -d,)/c, <x)=lim F"(c,x+d,)=H(x),

nN—o0 N—o0

gegen eine nicht-entartete Verteilungsfunktion H(x) ist dabei von besonderem Interesse.”’
Bel Vorliegen des Konvergenzverhaltens bedeutet dies fur die Verteilungsfunktion F , dass
diese sich im Max-Anziehungsbereich (Maximum Domain of Attraction) von H befindet,
formal F € MDA(H) .8

“6\/gl. Embrechts/ Klippelberg/ Mikosch 1997, S. 114 f.

" Nicht-entartet bezieht sich darauf, dass die Verteilung von H nicht in einem einzigen Punkt konzentriert ist;
vgl. McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 266.

“8 \Vgl. Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch 1997, S. 128; McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 266.
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Diesen Ansatz greift auch das Fisher-Tippett-Theorem auf. Der Grundgedanke dieses Theo-

rems zielt darauf ab, dass die Verteilung von M| bei Existenz geeigneter Normierungskon-
stanten ¢, und d_, gegen eine Verteilung aus der Familie der Verallgemeinerten Extremwert-

verteilung H, (X) (GEV) konvergieren muss.”

Die Familie der Verallgemeinerten Extremwertverteilung (GEV) besteht aus den 3 folgenden

Verteilungen:

Gumbel: A(X) = exp(— e’x), XxeR
0, x<0

Fréchet: @, (x)= .
exp(—x ) x>0,a>0

Weibull: ¥ (x) = {exp(— (_Xfa)), x<0,a <0
1 x>0

wobei sich fur & =1/« die GEV-Familie durch

exp(-(1+&) %), £#0
exp(— e*X) , £=0

(3.5) H.(X) = {

beschrieben werden kann. Fiur Anwendungszwecke ist anzumerken, dass sich nahezu alle be-

kannten Verteilungen fir ein spezifisches & im MDA(H,) befinden.”

Wie in Kapitel 2.2 beschrieben, it fur die Quantifizierung operationeller Risiken die Model-
lierung der Verlusthohenverteilung von besonderer Bedeutung. Um Extremereignisse mit
hinreichend viel Kapital zu unterlegen, stellt eine gute Approximation des Verteilungsendes
eine grol¥e Herausforderung dar. Hierzu kann man sich ebenfalls der Extremwerttheorie be-

dienen, wobei hier eine Konvergenzaussage fur eine Exzessverteilungsfunktion F, mit
(3.6) F(y)=P(X -u< X > u)

madglich ist. Dabei stellt die Differenz X —u den Exzess Y dar, wobei die Vertellung der
Exzesse auf das Ereignis das die Zufallsgrofe X die Schwelle u Ubersteigt bedingt ist und
F, folglich eine bedingte Verteilung darstellt.

9 vgl. dazu das grundlegende Werk von Fisher/ Tippett 1928 und die mathematische Fundierung von Gnedenko
1943; ferner McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 266.
*vgl. McNEeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 267f.
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Fir die Modellierung der Exzesse findet die Verteilungsfamilie der Verallgemenerten Pare-

toverteilung (GPD) Verwendung. Die GPD kann durch

Jl-@+exIpyYE, 20
(3.7) G ;(¥) = {1_ ep(x/f). =0
charakterisiert werden, wobei der entsprechende Definitionsbereich
_[[o,0), £>0
e { o-pre], &<o0

von den Parametern abhéngt. Fir £ >0 kann gezeigt werden, dass die Momente der Vertei-
lung E(X?) endlich sind, sofern § >1/& gilt. Der Erwartungswert der GPD fir & <1 ist wie
folgt darstellbar:

(38) E(X)=p/1-&).*

Nach dem Pickands-Balkema-de Haan-Theorem konvergiert die Exzessverteilung F,(y) bel

steigender Schwelle u in Richtung des Endpunktes x- gegen eine Verteilung der GPD-

Familie G, ;,,(Y) , so dassfir eine positive Funktion g(u) die Konvergenzaussage

(3.9 lim sup

U=XE  O<y<xg —u

F.(Y) =G, ) (¥)] =0

getroffen werden kann.*? Dies gilt jedoch nur, wenn die unterstellte Verteilungsfunktion F
der Zufallsvariablen X im Max-Anziehungsbereich der Verallgemeinerten Extremwertvertei-

lung H, flrein & eR liegt, also F € MDA(H,) vorliegt.
Bei expliziten Bezug auf die Verteilungsflanke kann man (3.9) durch
(3.10) Fu(Y) = P(X =u>y|X >U) = Gep (Y)

ersetzen, was sich bel der Bestimmung von Quantilen, wie z.B. bei dem Vaue-at-Risk, im
nachsten Kapitel von Vorteil erweisen wird.*

L vgl. Délker 2006, S. 144 f.; McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 275 f.
*2\/gl. Balkemal de Haan 1974; Pickands 1975.
3 vgl. Délker 2007, S. 148.
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3.2 Bestimmung der Quantile

Die Exzessverteilung F, kann unter zu Hilfenahme der zugrunde liegenden Wahrscheinlich-

keitsverteilung F wie folgt formuliert werden:

_Flu+y)-F(u)

(311) RO R

: y>0

Durch eine einfache Transformation kann man auch fir die Verteilungsflanke F,(y) einen

Zusammenhang zu der Verteilungsflanke F der Verteilung F herstellen:

Flu+y) oo

(3.12) F.(y)=P(X -u> y|X >u)= FO

Wenn man (3.12) nach F (u+ y) umstellt, erhdt man

(3.13) Fu+y)=FUFR(),

womit eine Ausgangsbasis fur die Schétzung von Quantile der Vertellungsfunktion F ge-

schaffen wurde.> Denn nach der Schétzung von F (u) und F,(y) fehlt nur noch die Kalkula-

tion der Umkehrfunktion von F (u + y), respektive von F(u+Y).

Als Approximation der Verteilungsflanke F (u) bietet sich die empirische Verteilungsflanke

F_(u) an, was zur Schitzung

S _ 13 N
(314) F (U) = I:n(u) = _z I {X;>u} = -
n= n

fuhrt.>® Fir die Schétzung von F,(y) wird auf das in Kapitel 3.1 vorgestellte Pickands-
Balkema-de Haan-Theorem zuriickgegriffen, so dass mit Bezug auf (3.10) F,(y) durch die

Verteilungsflanke der Verallgemeinerten Paretoverteilung 55, 5(y) mit

(3.15) G: ;(V)=@+&/B) Y%, y>0 &#0

> V/gl. Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch 1997, S. 160i.V.m. S. 353.
% vgl. Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch 1997, S. 354.
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approximiert wird. Schlief3lich erhdlt man eine Schétzung I%(u +y) durch das Produkt der
Schétzer aus (3.14) und (3.15):

(3.6) F(usy)=FWG; () =R WG ;(9) =2+ &I ), y>o0.

Bei Festlegung eines bestimmten Konfidenzniveau (1-«) kann durch Inversion der ge-
schétzten Verteilungsfunktion If(u +Y), respektive If(x) , unter Zuhilfenahme der Beziehung
If(u+ y)=1- I%(u+ y), en bestimmter Quantilwert erreicht werden. Somit ergibt sich fur

F(x) die folgende Beziehung:

F()=1-F(¥ = F(WA-G; ; () &
(3.17) o .
F(x)= Fn(u)GM(y) +F,(u), x>u

Eine Schétzung des (1- «)-Quantils ergibt sich folglich, bei Fixierung von F(x) auf die

Wahrscheinlichkeitshéhe (1-«), durch die Inversion

. ¢
(3.18) F(1-a) = G5 ((@-a) - Fy(w)/ (W) =u+ ?[((a Nlj —1J 5

Folglich ist auch der VaR, gemal (2.26) als Quantilwert bestimmbar, da er dem (1-«)-

Quantil der Verlusthohenfunktion entspricht.

3.3 Parameter schatzung

Zur Modellierung der Verlusthohe X sei nun angenommen, dass X im MDA(H,) liegt, so

dass fur eine hinreichend hohe Schwelle u approximativ F,(y) = G; 5(y) gilt.

Die zwei gelaufigsten Methoden zur Anpassung der Funktion G; ;(y) an die Exzesse stellen

dabel die Maximum Likelihood-Methode (ML) und die Wahrscheinlichkeitsgewichtete Mo-
menten-Mehode (WGM) dar.”® Firr £ >-0,5 sind die ML-Bedingungen erfilllt und die Schét-

*®vgl. McNeil/ Saladin 1997, S. 8.
*"vgl. McNéil/ Saladin 1997, S. 10.
*® vgl. zur WGM-Methode Hosking/ Wallis 1987; Davison/ Smith 1990.
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zer asymptotisch normalverteilt.> Friihere Studien haben gezeigt, dass der Formparameter fiir
operationelle Verlushohen weit im positiven Bereich liegt, so dass fur diese Verluste die ML-
Methode stets anwendbar sein dirfte.

Bei gegebenem Datensatz X,..., X,, Ubersteigen N, Verlusththen die Schwelle u, so dass
diese Exzedenten sich durch Xj,..., Xy~ bezeichnen lassen. Der Exzessbetrag Y; lasst sich

nun durch Y; = X| —u bestimmen. Bei angenommener Unabhangigkeit des Datensatzes ist
die gemeinsame Dichtefunktion zugleich das Produkt der marginalen GPD-Dichten

9: 5(¥) = BH1+ & y/p) e ® Der Log-Likelihood kann fir & # 0 durch

Ny Ny _
(3.19) INL(E, B Yy, Yy, ) = 2 Ing: 4(Y,) == N,InB —(1+§J2|n(1+ g%}
j=1 i=1

bestimmt werden. Eine Maximierung dieser Funktion mit Hinblick auf die Parameter £ und
S unter Einhaltung der Nichtnegativitét der Logarithmus-Funktion liefert eine Schézung
G; ; fur die bedingte Exzessfunktion F, .

3.4 Schwellenwer tfestlegung

Das Auffinden einer geeigneten Schwelle ist bel der praktischen Umsetzung des POT-
Modells ein kritischer Punkt, da die Schétzungen der Parameter der Verteilung damit die re-

sultierenden Quantile hichst sensitiv gegen eine veranderte Schwelle u reagieren.®

Hohe Schwellen bieten den Vorteil, dass die Exzess-Daten besser durch die GPD-Verteilung
approximiert werden konnen. Jedoch reduziert man zwangslaufig die Verfugbarkeit histori-
scher Exzesse bei hoheren Schwellen. Dadurch erhoht sich die Varianz der Parameter-
Schétzungen. In anderen Worten, eine Erhohung der Schwelle reduziert den Bias der Schét-
zung, erhoht aber die Schwankungsbreite méglicher Schétzungen.®®

*vgl. Hosking/ Wallis 1987; McNeil/ Saladin 1997, S. 8.

0 vgl. Smith 1987, S. 1204.

¢ vgl. Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch 1997, S. 356 ff.; Smith 1987, S. 1177 ff.
62 v/gl. McNeil/ Saladin 1997, S. 10 ff.

8 vgl. Alfarano/ Lux 2004, S. 4.
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In der Literatur gibt es eine Reithe von Ldsungsansétzen, um eine geeignete Schwelle zu er-
mitteln.** Dem Beispiel von Dutta/Perry (2006) folgend, kann man eine der aufgefiihrten Me-
thoden zur Bestimmung der Schwelle u in Betracht ziehen:

1. Bias-Varianz-Bootstraping Methoden

2. Graphische Methoden (Hill-Plot, Mean-Excess-Plot, etc.)
3. Ad-hoc Methoden

4. Goodness-of-fit-Tests.

Das 1. und 2. Verfahren werden im Folgenden ndher betrachtet. Bei der Ad-hoc-Methode
werden die Schwellen heurigtisch auf hohere Quantile gesetzt. Die Goodness-of-fit-Tests ge-
ben meistens einen groferen Bereich an, in der eine Schwelle liegen kann. Sie 16sen jedoch

nicht das Problem, eine optimale Schwelle zu finden.

3.4.1 Bias-Varianz-Bootstraping Methode

Diese auf Danielsson et al. (2001) basierende Methode generiert eine optimale Schwelle u,
indem der Trade-off zwischen Biasproblematik bel zu niedriger Schwelle und Varianzprob-
lematik bei zu hoher Schwelle explizit berticksichtigt wird.® Als Grundlage zur Analyse des

Trade-offs wird der Hill-Schatzer o' bei gegebener Ordnungsstatistik Xon << Xy fur
den Datenbereich Xj,...,X,, verwendet. Er stellt ein Schétzer fur den Tail-Index « dar, der
fUr die Betimmung des V erteilungsendes

(3.20) F(X) = Lg ()X =L (x)x V¢

far eine Verteilung F € MDA(H,) mit £ >0 eine Rolle spielt. Der Hill-Schétzer ergibt sich

aus

-1
k
(3.21) &,ﬂn—{%ynxj,nmxk,n}, 2<k<n
=1

% vgl. Beirlant/ Teugels/ Viynckier 1996; Danielsson et al. 2001; Dekkers/ de Haan 1993; Drees/ Kaufmann
1998; Hall 1990; Matthys/ Beirlant 2003.
% vgl. Danielsson et al. 2001;Diebold et al. 2000, S. 3.
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wobei Xy, die k -te Ordnungsstatistik bezeichnet.*® Danielsson et al. (2001) verwenden bei

Durchfiihrung der Methode das reziproke Verhdltnis & := o, um eine optimale Ordnungssta-
tistik ky(n) zu ermitteln, die den mittleren quadratischen Fehler (MSE) zwischen Schétzer

&M (k) und Parameter & minimiert, formal

(3.22) K; () := argmin MSE(n, k) = argmin E[(E™ (k) — £)?].%
k k

Das Auffinden der optimalen Ordnungsstatistik k;(n) fiir den Parameterschétzer ™ kann als
Proxy verwendet werden, um eine optimale Schwelle u zu generieren, die einen geringen
MSE des geschétzten Formparameters 5 bei einer GPD-Anpassung erwarten lasst. Die Mi-

nimierung des MSE stellt eine natrliche Wahl dar, da dadurch der Trade-off zwischen Bias
und Varianz (Var ) eine explizite Berticksichtigung findet, was die verallgemeinerte Formu-

lierung

MSE(n,K) = E[(E" (K) - £)2] =Var (E" (k) + (E[£" (k) - &

(3.23) i R
=Var (¢" (k)) + Bias*(£" (k)

verdeutlicht.%®

Zur Schétzung bzw. Optimierung von MSE (n,k) im Hinblick auf ky(n) wird ein Bootstra-

ping-Verfahren eingesetzt. Beim Bootstraping werden B neue Stichproben (Bootstrap-
Stichproben) aus dem vorliegenden Datensatz gezogen, wobel diese Stichproben im grundle-
gendsten Fall auch den Umfang des Ausgangsdatensatzes haben. Die Ziehung erfolgt ,, mit
Zuriicklegen®, folglich kann ein Element der Ausgangsstichprobe haufiger vorkommen.®

Es entstehen jedoch folgende zwei Probleme. Um den Standardfehler MSE minimieren zu
kénnen, miisste der wahre Parameter & bekannt sein.”® Aber selbst wenn & bekannt wére,
besteht bei der Generierung von Bootstraps, die die gleiche Datenanzahl n haben wie der
Ausgangsdatensatz, die Gefahr, dass der M SE-Schétzer nicht zwangslaufig asymptotisch zu

8 vgl. Hill 1975; Hall 1982; McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 287; in der Literatur wurden auch alternative
Konzepte zur Schétzung des Tail-Indexes ¢ vorgeschlagen, vgl. dazu Pickands 1975 und Dekkers/ Einmahl/
de Haan 1989.

67 vgl. Danielsson 2001, S. 230.

8 vgl. Alfarano/ Lux 2004, S. 7 f.; McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 289 ff.

% vgl. zu dem Bootstraping-Verfahren Efron/ Tibshirani 1993.

0 vgl. Hall 1982, S. 37 ff.; Dekkers/de Haan 1993.
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dem Standardfehler MSE (n,k) sein muss. Danielsson et al. 2001 |6sen das letzte Problem,

indem die Bootstrap-Stichproben nur den Umfang n, mit n, < n haben, was die Ordnungssta-

tistik X , <..<X;, zur Folge hat. Dementsprechend wird der Parameter & fiir n, durch

ol 1 ke * *
(3.24) & (k) % Jg 10g X, ~10g Xy 1,

bestimmt. Zudem wird fiir (3.23) ein Bootstrap-Schétzer
(3.25) Q) = E{ (M, () - 262 (102

fUr den mittleren quadratischen Fehler (M SE) verwendet, wobei sich M nl(kl) Uber

18 . .
(3.26) My, =1 20X, =100 X, )"
=1

bestimmt. Somit wird das Problem des unbekannten Parameters £ umgangen. Der nachste
Schritt besteht im Auffinden des k -Werts k1*,0(n1)’ der (3.25) minimiert. Daraufhin werden
noch kleinere Bootstraps mit dem Umfang n, mit n, = (nl)zl n gezogen, und eswird analog
k;O(nz) durch Minimierung von Q(n,,k,) generiert. Da der optimale k-Wert k, flr den
Stichprobenumfang n von Interesse ist, lésst sich k, durch die Werte k;o(ny) und Kjo(n,)
wie folgt schétzen:

. ) logn, —log ki,o (ny)
(k, () (logk; o(ny))? logny
Kzo(ny) | (2logn, —logks o(my))?

(3.27) ko(N) =

Zur Durchfuhrung des Schétz-Algorithmus stehen zwel Stellschrauben zur Verfigung. Zum
einen muss der Umfang der kleineren Bootstraps n, bestimmt werden, wobei n, so ausgestal-
tet sein sollte, dass fir €in & mit 0<&<1/2 n =n"* gilt. Die Autoren schlagen ein n, vor,

dass eine Minimierung des Verhaltnisses

(Qny, ko))’

3.28 R(n) = 5
( ) () Q(ny,kz0)
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liefert. In der praktischen Umsetzung wird n, tber einen diskreten Bereich variiert, um (3.28)

ZU minimieren.

Die andere Stellschraube betrifft die Anzahl der neu gezogenen Bootstraps B, die sich an der
Kapazitéat des verwendeten Computers orientieren sollte. Es kann ferner ein Stopp-Kriterium
definiert werden, dass die Erzeugung neuer Bootstraps abschliefd, wenn die Schwankung des
Bootstrap-M SEs unter eine gewisse Schwelle fallt.

Somit ergibt die k, —te Ordnungsstatistik X ein geeignetes Schwellenniveau u ab der
0

die Exzesse an die GPD-V erteilung angepasst werden konnen.

3.4.2 M ean-Excess-Plot

In verschiedenen Studien zur Modellierung operationeller Risiken werden zur Bestimmung
geeigneter Schwellen graphische Methoden eingesetzt. Dabei spielte insbesondere der Mean-
Excess (ME)-Plot, der auf dem Konzept der Mean-Excess-Funktion basiert, eine entscheiden-

de Rolle.”* Die Mean-Excess-Funktion e(u) gibt unter der Bedingung, dass die Zufallsvariab-

le die Schwelle Uberschreitet, fir eine gegebene Schwelle u den erwarteten Exzess an, formal
(3.29) e(u) = E(X —uX >u)."”

Fur eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F(x) kann (3.29) durch
Xg — 1 Xp —

3.30 u) = X—uWdF(xX)/F(u)==——| F((X)dx, O<u<x

(3.30) eu) = | 7 (x-u)dF (x) ()F(U)ju (x) -

ausgedruckt werden. Fir ein regulér variierendes Verteilungsende mit Tailindex « >1 kann

fir u — oo mit Hilfe des Theorems von Karamata gezeigt werden, dass
(3.31) eu) ~u/(a -1

entspricht, woraus ein linearer Verlauf der ME-Funktion fir diese spezielle Verteilungen ge-

folgert werden kann.”

™ vgl. zur Interpretation von ME-Plots Beirlant/ Teugels/ Vynckier 1996; Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch
1997; Hogg/ Klugman 1984.

2 |n Finanzmarktanwendungen wird das rechte Verteilungsende durch das linke ersetzt, da das Risiko sich im
Unterschreiten einer ZielgroRe 2 manifestiert. Die Kenngrof¥e ist als Shortfall-Erwartungswert bekannt, vgl.
Albrecht 1993; Albrecht 1994; Albrecht/ Moller/ Maurer 1998.

3 vgl. Embrechts/ Kliippelberg/ Mikosch 1997, S. 160 ff., Mikosch 2004, S. 94 ff.; zu dem Karamata-Theorem
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Fir das GPD-Modell kann auch gezeigt werden, dass die ME-Funktion mit steigendem

Schwellenniveau ansteigen muss. Fur eine Schwelle v>u folgt die Exzessverteilung F,(y)
auch einer GPD mit gleichem Formparameter &, jedoch steigt der Skalierungsparameter S,

linear mit der Schwelle v an, so dass
(3.32) F(Y)=G;: 45, =G; przw-u)(¥)

gilt.”* Dadurch bestimmt sich die ME-Funktion fiir ein gegebenes Schwellenniveau v>u und

& <1 Uber den Erwartungswert der GPD aus (3.8) mit Parametern & und 3,

(3.33) (V) = 1[_328 _B+ 15_(\;— u) 1§v§ ﬁi zzu

Man kann fir (3.33) die Linearitét in v erkennen, so dass mit steigendem Schwellenniveau

die ME-Funktion linear mit Steigung & /(1— &) verlauft.

Der empirische Plot dieser Funktion wird fur verschiedene Ordnungsstatistiken X; , abgetra-

gen, wobei der empirische Schétzer fir eine Schwelle u sich aus

Z| l(x U)l Xi>u}
>l su)

ergibt. Der Mean-Excess-Plot bildet nun fir jede Ordnungsstatistik X;, im Bereich

(3.34) 6 (u) =

{2<i <n} den Schétzer ,(X; ) ab.

Wenn der zugrunde liegende Datensatz nun ein GPD-Modell unterstiitzt, so sollte der Mean-
Excess-Plot linear in Abhangigkeit des Schwellenniveaus ansteigen. Ein heuristischer Ansatz
zur Bestimmung einer geeigneten Schwelle liegt nun im Auffinden eines Schellenniveaus, ab
dem der Mean-Excess-Plot einen positiven linearen Verlauf zeigt.

Im Folgenden wird fir N =1000 simulierte Daten aus einer Log-Gammaverteilung der
Mean-Excess-Plot dargestellt. Die log-gammaverteilte Zufallsvariable Y wurde dabei aus

einer gammaverteilten Zufallsvariablen X mit den Parametern ag =1.5 und Sg =1 gene-

riert, wobei die Beziehung Y =e* Anwendung gefunden hat. Die Log-Gammaverteilung ist

vgl. Feller 1971.
™ Vgl. zu dem Beweis McNeil/ Frey/ Embrechts 2005, S. 279.
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im Max-Anziehungsbereich der Frechét-Verteilung, so dass Y e MDA(H.) mit £ >0 gilt.

Somit ist aufgrund des stark ausgeprégten Randbereichs der Vertellung beim Mean-Excess-
Plot der simulierten Stichprobe ein positiver Anstieg zu erwarten, was sich in Abbildung 3.1
auch so widerspiegelt. Dies lésst darauf schlief3en, dass man die Daten ab einer bestimmten
Schwelle mit einer GPD-Verteillung mit positivem Parameter £ approximieren konnte. Nach
der heuristischen Schwellenfestlegung auf Basis des Mean-Excess-Plots kame sogar eine
Schwellenfestlegung bei u =1 in Betracht. Da die Schwelle aber hinreichend grofl3 sein sollte,
wird im Folgenden u =50 gewahilt.

350 0.1
° [ ]
300 °
250 . | = 001
2 [ g
& 200 J' 9
L < 0.001
§ 150 < o
X
= 0
100/ ~ 0.0001
50
0 : : ‘ ‘ 1e-005" - -~ )
0 100 200 300 400 500 10 10 10 10
Schwelle u X (on log scale)
Abb. 3.1

Bel Durchfiihrung einer Anpassung der Exzesse Uber eine Schwelle u =50 resultieren gemal3
der Maximum-Likelihood-Methode die Parameterschétzer 5 =0.3604 und B =91.7. In Ab-
bildung 3.1 ist die Anpassung der simulierten Verteilungsflanke durch die Veralgemeinerte

Paretoverteilung dargestellt, wobel Gber den gesamten Bereich eine gute Anpassung stattfin-
det.

4. Modellierung auf Basisder GH-Vertellung

4.1 Explorative Datenanalyse als Ausgangsbasis

Bevor ein parametrisches Modell fur die Verlusththen auf Basis eines Datensatzes gebildet
wird, ist es ratsam sich Uber die Schiefe und Kurtosis der zugrunde liegenden Verteilung ein
Bild zu verschaffen. Dabei kann auf eine Analysemethode, die erstmals durch Tukey 1977b
dargestellt und von Hoaglin 1985a verfeinert wurde, zurtickgegriffen werden. Diese Methode
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beurteilt die Schiefe und die Kurtosis des Datensatzes relativ zur Normalverteilung.” Als
Ausgangspunkt werden ausgewéhlte Quantile der Vertellung, sog. Letter Values verwendet.

Die Quantile werden so gewdhlt, dass ausgehend vom Median, dem « =1/2-Quantil Qs ,
die Wahrscheinlichkeitshohe « sukzessive halbiert wird, wodurch « =1/4,1/8,1/16,... folgt.

Damit werden insbesondere Quantile aus dem Randbereich der Verteilung beriicksichtigt.”

Wenn ein symmetrischer Datensatz {X; ', vorliegt, muss firr jedes gewahlte «

(4-1) Q(lfa) - Qo.s = Qo.s - ro
gelten. Als Analysetool kann ferner fur jedes o eine Mid-Summary
. 1

gebildet werden, die bei Symmetrie stets dem Median entsprechen muss. Dabel kann eine

Graphik, die mid, gegen o abtréagt, sehr hilfreich sein, um eine Schiefe zu diagnostizieren.

So it fur eine Log-Gammaverteilung mit zugrunde liegender Gammaverteilung mit Parame-
tern ag =15 und S5 =1 die Mid-Summary in Abbildung 4.1 ersichtlich. Aufgrund der

Rechtsschiefe der Verteilung ist ein starker Angtieg der Mid-Summary zu verzeichnen.

Mid-Summary

450
400
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250
200
150
100

50

p-sigma

160
140
120
100
80
60
40
20

Abb. 4.1

Zur Messung der Kurtosis wird die Pseudosigma-Statistik

(Q(l—a) B ro )

4.3 —sigma =
(4.3) p-sig 2,

" \V/gl. Dutta/Perry 2006, S. 7; Hoaglin 19854, S. 417 ff.; Tukey 1977b.
"®vgl. Hoaglin 1985a, S. 419ff.; Mandl 2007, S. 4.
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konstruiert, wobei Z,_,, das (1-«)-Quantil der Standardnormalverteilung darstellt. Mit der

Pseudosigma-Statistik wird die positive Distanz des Letter Vaue-Paars auf die aquivalente
Digtanz einer Standardnormalverteilung bezogen. Fur eine Normalverteilung ist fUr verschie-
dene « -Werte die Pseudosigma-Statistik konstant, und zwar in Hohe der Standardabwei-
chung o . Fur einen leptokurtischen Datensatz steigt mit sinkendem o die Statistik an, so
dass von starken Vertellungsrandern ausgegangen werden kann. Fur Datensétze mit niedriger
Kurtosis verhalt sich das Bild entsprechend umgekehrt.”

Fur die Log-Gammaverteilung in Abbildung 4.1 ist das Bild wieder eindeutig. Der leptokurti-
sche Charakter der Verteilung fihrt zu einem Anstieg der Pseudosigma:Statistik.

4.2 Dar stellung der Verteillungsklasse

Die GH-Verteilung wurde erstmals durch Tukey 1977a eingeftihrt, und basiert auf einer

Transformationsfamilie einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z ~ N(0,1), so dass

fUr eine Parameterwahl g und h> 0 eine Zufallsvariable

1)exp(h22 12)

(4.4) Y, n(2) = (e - :

entstent. Dabei it der Parameter g fir die Schiefe der Verteillungsfamilie verantwortlich,
wohingegen Uber den Parameter h die Kurtosis gesteuert werden kann. Zusétzlich lassen sich

zwei Parameter fur Lage (a) und Skalierung (b ) einbauen, so dass durch
(4.5 Xg.n(Z) =a+DbYy,(2)

eine Zufallsvariable X determiniert wird, die GH-verteilt ist (X ~GH ).

Diese Vertellungsfamilie fand im Kontext der Modellierung operationeller Verlusthbhen
durch Dutta/Perry 2006 schon Verwendung.” Dutta/Perry 2006 betonen dabei, dass die GH-
Verteilung eine hohe Anpassungsgute an die Daten aufweist, was an der grof3en Variations-
madglichkeit dieser Verteilungsfamilie liegt. Die GH-Familie kann insbesondere gefahrliche
Verteilungen gut approximieren. So sind durch eine Wahl positiver Werte fur die Parameter

Tvgl. zur Mid-Summary- und Pseudo-Sigma-Statistik Hoaglin 1985a, S. 421 ff. u. 426 ff.

8 vgl. Tukey 1977a; Martinez/ Iglewicz 1984, S. 354 ff.; Hoaglin 1985b, S. 485 ff.

" vgl. Dutta/Perry 2006, S. 16 ff., die GH-Verteilung fand zuvor fiir Finanzmarktanwendungen Beriicksichti-
gung, vgl. Badrinath/ Chatterjee 1991; Mills 1995; Fischer et al. 2003; Dutta/ Babbe 2002.
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g und h besonders gefahrliche Verteilungen darstellbar.?® Aufgrund der engen Verkniipfung

zur Standardnormalverteilung konnen durch die Verwendung der GH-Verteilung weitere Vor-
teile erzielt werden. So ist eine Monte Carlo-Simulation sehr leicht umsetzbar, was in Kapitel

5 zur Berechnung der Geamtverlustverteilung noch von Hilfe sein wird.

Ausgehend von (4.4) u. (4.5) kdnnen zudem die Speziafalle

o _
(4.62) X, =a+ b(e—gl) die G-Verteilung h=0bzw.
(4.6b) X, =a+Zbe™*'? die H-Verteilung g =0
abgeleitet werden.

4.3 Bestimmung der Quantile

Die flexible Anpassung an operationelle Datensédtze kann jedoch nur erreicht werden, wenn

séamtliche Parameter in Betracht gezogen werden, so dass die Zufallsvariable

9Z
47) X, =a+b& Dt
' g

verwendet werden sollte. Unter der Annahme h > 0 ist die Bestimmung der Quantile der GH-
Verteilung analytisch leicht zu bewerkstelligen, da dies der Fall einer streng monotonen

Transformation einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen ist.®* Mit Hilfe der Funktion
gx
(4.8) k(X)=a+ N Gttt 5 D 12

lasst sich die Verteilungsfunktion F einer Zufallsvariable X, durch

(4.9) F=okk*(x)

charakterisieren, wobei @ fiir die Standardnormalverteilung steht.** Somit ist auch die Be-

stimmung der Quantile bzw. des V alue-at-Risks Uber

(4.10) VaRy ., (Xgn) =K@ -a) )= K(Zy o) . fir0<a<1

8 v/gl. Albrecht/ Schwake/ Winter 2007, S. 30.
& vgl. Mandl 2007, S. 10.
8 vgl. Martinez/ Iglewicz 1984, S. 354; Degen et al. 2006, S. 6.
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moglich.®® Dieser Zusammenhang wird im Kapitel 5 ausgenutzt, um die empirische Vertei-

lung des SAS-Datensatzes mit der parametrischen Verteilung zu vergleichen.

4.4 Parameter schatzung

Im Vergleich zu der Maximum-Likelihood-Methode bildet die von Tukey 1977 entwickelte
guantilbasierte Methode Vortelle bei der Anpassung, insbesondere gilt dies fir den Bereich
im Verteilungsrand.®*

Diese Methode sucht in einem ersten Schritt den optimalen Parameter g . Fur verschiedene
o -Hohen wird ein Wert g, bestimmt, der das « -Quantil und das zugehtrige (1-a)-

Quantil der Verteilung exakt anpasst. Die Gleichungen

92,
e —1 n2)2
x, =a+by, =a+b—— "

(4.11)

.
e -1 2
% ,=a+by, , —a+b———e"%/?

g

fur das Letter Value-Paar (o <0.5) sind jeweils nur fir ein bestimmten g, -Wert erfiillt.%
Zudem wird unterstellt, dass der Median y,s Null betrégt, so dass der Median X, gerade

dem Parameter a entsprechen muss. Unter diesen Annahmen erzielt man das Ergebnis

(4.12) e % _ Xa " %05
X0.5 - sz

womit sich g, unter Verwendung des upper half-spread UHS, und des lower half-spread
LHS, durch

(4.13) . i.(_XoJ L(%J
Xo5 = Xy y LHS,

Q

8 \gl. Degen et a. 2006, S. 6.
8 vgl. Dutta/Perry 2006, S. 17; Tukey 1977.

% Vgl. Badrinath/ Chatterjee 1991, S. 455; Hoaglin 1985b, S. 468 ff. Hierbei wird das Verhdltnis z_, = -2,
berticksichtigt.
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bestimmen l&sst. Dabei spielt h fur die Bestimmung von g keine Rolle mehr, da der Term

ehZ§ /2 sich entsprechend herauskirzt. Hoaglin 1985 schlégt zur Festlegung von g den Medi-

ander g, -Wertevor.*

24 : : : 24 :
8o e In(UHS)
2.3r 1227 linear A
> o | o ¥=0151%+1
L ]
21¢ 4 18¢
[ ]
L]
27 1 16}
- [ ]
1.9¢ 1 14
[ ]
L ]
1.8¢ 5 112 o
L]
1.7 : ‘ : 1
0 2 4 6 2 8 0 2 4 6 2 8
Zy, Zy
Abb. 4.2

Fur die betrachtete Log-Gammaverteilung sind die g, -Werte in Abbildung 4.2 ersichtlich.
Dabei fallt auf, dass die Werte mit sinkendem « ansteigen. Dies kann darauf hindeuten, dass
ein komplexeres Modell eventuell zum Einsatz kommen muss.?’

Um nun g zu bestimmen, wird nun analog zu Hoaglin 1985b der Median der g, -Werte kal-
kuliert, was zu einer Parameterschdtzung von g =21.95 fuhrt. Im n&chsten Schritt wird der

Parameter h naher untersucht. Fur rechtsschiefe Verteilungen bietet sich zur Evaluation der

upper half-spread UHS, = x_, — X, an, der sich tber

(4.14) UHS, = x_, — X, = S(egza _1)ehz§ /2

bestimmt. Durch beidseitige Division mit (e’gza —1)/g erhalt man den adjustierten upper

half-spread UHS, tber

(4.153) UHSZt = g(xlé"z—_)“ig = behz§ '2 bzw. in logarithmierter Form
e e —

8 \/gl. Hoaglin 1985b, S. 469; sowie die Anwendung von Badrinath/ Chatterjee 1991, S. 455.
8 vgl. dazu die spateren Ausfilhrungen in diesem Kapitel.
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(4.15b) IN(UHS,,) =In(b) + h z2 :ln(b)+2z§ B8

Durch eine Regression von In(UHSZ) auf zﬁ erhélt man als Steigung den Parameter h und
Uber die Beziehung h=2h folglich auch den gesuchten Parameter h. Der Achsenabschnitt
entspricht In(b), wodurch b sich entsprechend einfach bestimmen |&sst.®

Fur die Log-Gammaverteilung wird die anstehende Regression in Abbildung 4.2 veranschau-
licht. Der Achsenabschnitt betragt 1, somit ergibt sich nach Auflésen der Gleichung In(b) =1

der Parameterwert b= 2.72. Der Parameter ergibt sich as Steigung der Regressionsgeraden,

womit eine Schdtzung fur h in Hohe von 0.3 vorgenommen wird.

Verallgemeinerung der Parameter
Die Parameter g und h kdnnen auch als Polynome in z2 ausgedrtickt werden. Es sind sogar
Polynome eines hoheren Grades denkbar.*® Ein Ansteigen der g, -Werte mit kleineren o -

Werten wie in Abbildung 4.2 deutet daraufhin, dass ein komplexeres Modell zur Beschrei-

bung der Parameter angebracht erscheint. So kann der Parameter g als Funktion von z aus-

gedriickt werden, indem man ihn as Polynom in Z2 modelliert, wobei eine Ausgangsbasis

wie folgt aussehen konnte:

(4.16) 9(2) = go + Gp2°.

Durch eine Regression der g, -Werte auf z§ kann man folglich die entsprechenden Parame-
ter g, und g, bestimmen. Ob nun ein Polynom hoheren Grades in Z? Verwendung finden

sollte, kann durch das aus der Regression resultierende Bestimmtheitsmal3 R? gefolgert wer-
den. So fordern Babbel/Dutta (2002) ein Bestimmtheitsmal3 von mindestens 0.95, damit das
Polynomial-Modell tbernommen wird, ansonsten haben die Autoren das Modell mit einem

Parameter verwendet.™*

Fur das Beispiel mit der Log-Gammaverteilung wird bei der Regression der g, -Werte auf z§

eine gute Anpassung erzielt, was durch das Bestimmtheitsmal? von R? =0,9996 bestétigt

8 \vgl. Hoaglin 1985b, S. 487; Mills 1995, S. 326 f.; Badrinath/ Chatterjee 1991, S. 457, wobei hier der Full
Spread verwendet wird.

8 vgl. Hoaglin 1985b, S. 487.

% \/gl. Dutta/Perry 2006; Mills 1995.

1 vgl. Dutta/ Babbe 2002, S. 7 f.
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wird. Die resultierenden Parameter bei Verwendung eines Polynom 2. Grades sind folglich
g, =1.69 und g, =0.074.

2.4 1.65

£ e g-alpha . In (UHS)
231 — linear b B quadratic

ool ¥=0074"%+ 169 1.55}

1.5¢
217

1.45)
2,
1.4

1.9¢
1.35¢

1.8} ol

1.7} / |
123 y =-0.00377*¢ + 0.0771* + 1.23
16 ‘ : ‘ ‘ * ‘
0 2 4 6 2 8 0 2 . °© 2 8
Zy 2o
Abb. 4.3

Entsprechend kann auch der Parameter h nach Festlegung des Modells fir g as Polynom in

Z? bestimmt werden, so dass man h z.B. iiber
(4.17) h(2) = hy + hyZ?

festsetzen kann.”? Zur Umsetzung wird wieder der adjustierte upper half-spread UHS, be-

rechnet, bel dem nun g und h jedoch von z abhéngen, formal

(4.18) UHS; = g(zea 24((2)2__)(](_)'5) _ beh(za)z§ 2

Zur Generierung der Parameter wird bei Verwendung eines Polynom hdheren Grades eine

Anpassung von In(UHSZt) durch

(24 (24

(4.19) In(b) + %Zs + HZZ4 bzw. In(b) + % 22 + h—22 74

vorgenommen.*

2\/gl. Hoaglin 1985b, S. 490 f.
% vgl. Hoaglin 1985b, S. 491.



Bei Anwendung der Methode auf das Log-Gamma-Beispiel erreicht man bel der Regression
ein hohes Bestimmtheitsmal3, so dass eine weitere Ausweitung des Polynoms nicht ange-

bracht erscheint. Der Parameter b ergibt sich durch Auflésen der Gleichung In(b) =1.27,

ferner kann die Parametrisierung fir h aus der Tabelle 4.1 entnommen werden.

Polynom b ho h, R?
linear 3,56 0,0977 | = ---—--- 0,9789
quadratisch 3,42 0,1542 -0,0075| 0,9996
Tab. 4.1

Ergebnisse

Die resultierenden Parameter der Anpassung einer GH-Verteillung an die beispielhafte Log-
Gamma-Verteillung kbnnen aus der Tabelle 4.1 entnommen werden. Die Approximationsgute
der verwendeten Modelle an die theoretische Verteilung wird in Abbildung 4.4 dargestellt. Es
wird fir verschiedene Wahrscheinlichkeitshohen « die prozentuale Differenz des o -
Quantils der Log-Gammaverteilung und der geschétzten GH-Verteilung abgetragen. Dabel
fallt auf, dass das Modell mit Polynomverwendung die Log-Gammaverteilung fur sdmtliche
Quantile hervorragend approximiert. Im Extrembereich schneidet es sogar viel besser als das
Modell mit konstantem Parameter ab, womit sich der Parameteraufwand gelohnt hat.
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Abb. 4.4
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4.5 Einordnung der Verteillungsklasse in die Extremwerttheorie

In der Studie von Dutta/ Perry (2006) gibt es signifikante Unterschiede bel Anwendung des
POT-Modells im Vergleich zu der Verwendung der GH-Verteilung firr die Verlusththen.*
Die Autoren sehen darin einen Beleg, dass die GH-Verteilung die Datenbasis besser approxi-
miert als das POT-Modell. Degen/ Embrechts/ Lambrigger (2006) demonstrierten daraufhin,

worauf solche Diskrepanzen beruhen kénnen. Es wird gezeigt, dass fur g,h>0 die GH-
Verteilung ein regular varrierendes Verteilungsende mit Tail-Index a =1/h besitzt. Die

zugrunde liegende langsam variierende Funktion L, entspricht bei Vernachlassigung der

Konstanten etwa der Form exp(4/log(x))/+/log(x) . Diese Form der langsam variierenden
Funktion stellt sich im Bezug auf die Konvergenz der Exzessverteilung F, an die GPD-
Verteilung G, , as problematisch dar. Dadie GH-Verteilung im Max-Anziehungsbereich der
Fréchet-Verteilung liegt, formal F e MDA(H,) mit & =h, gilt fur diese Verteilungsfamilie
zwar das Pickands/ Balkema/ de Haan-Theorem, die Konvergenz verlauft jedoch sehr lang-
sam. Dies kann durch die Regulére Variation 2. Ordnung der langsam variierenden Funktion
L, gezeigt werden. Die Konvergenzrate von

(4.20) d(u)= sup

O<y<Xg —U

F.(Y) =G, s (Y)|

gegen O fir u — X, ist fur die GH-Verteilung durch

1
(4.22) d(u) _o( mj

gegeben. Dies ig¢ eine sehr geringe Konvergenzrate im Vergleich zur Standard-

Normalverteilung und zur Log-Normalverteilung, die eine Konvergenz von O(l/ uz) respekti-
ve O(1/log(u)) aufweisen.
Als zentrales Resultat kann gefolgert werden, dass bei guter Modellierung des Datensatzes

durch die GH-Verteilung, die Quantilschéatzung durch das POT-Modell nur sehr langsam

konvergiert. Das Verhaten 2. Ordnung der langsam variierenden Funktion L, bestimmt

mal3geblich die Diskrepanz beider Ansitze.*®

% \V/gl. Duttal Perry 2006, bei Verwendung des POT-Modells erhalten die Autoren extrem hohe VaR-Werte.
% vgl. Degen/ Embrechts/ Lambrigger 2006, S. 14 u. S. 18.
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5 Anwendung des L DA auf operationelle Verluste von Versicherungen
5.1 Modellierung der Verlusthaufigkeit

Zur Modellierung der Verlusthaufigkeit wird Ublicherweise auf Basis eines Poissonprozesses
die Zahlverteilung P,(t) durch eine Poissonverteilung gem. (2.4) dargestellt. Zur Bestim-
mung des Risikokapitals wird ein Zeithorizont von einem Jahr angenommen, womit t =1 gilt.
Der Parameter 4 lasst sich durch die mittlere Verlustzahl E[N(1)] einer Periode der Lange 1

bestimmen.

Dader SAS Datensatz aus gepoolten Daten besteht, und so nicht auf ein Unternehmen zuge-
schnitten ist, muss zur Ermittlung des Parameters A auf eine mittlere Verlusthaufigkeit eines
Durchschnittsunternehmens zurtickgegriffen werden. So wird die Gesamtanzahl der operatio-
nellen Risiken N; Uber einen Zeithorizont durch die Anzahl der Unternehmen N, geteilt,
die Daten in diesem Zeitraum geliefert haben. Zudem wird durch die Jahresanzahl des Be-
trachtungszeitraums (T) dividiert, um eine Jahresgrof3e zu erhalten. Somit ergibt sich folgen-

der Schétzer fir A :

A=

Um ein durchschnittliches 4 zu ermitteln wurde ein 10-Jahreszeitraum von 1998 bis 2007

zugrunde gelegt. In diesem Zeitraum sind N; = 1088 operétionelle Verluste von Versiche-

rungsunternehmen vorhanden, welche von N, =635 Unternehmen stammen. Somit ergibt

sich als Schétzer fur die Intensitat A = 0171.

5.2 M odellierung der Verlusthohen
5.2.1 Peaks-over-Threshold Methode

Im Rahmen der Bias-Varianz-Bootstraping Methode wird nun fir den SAS
Versicherungsdatensatz (n=1463) die k-te Ordnungsstatistik gesucht, die den Bootstrap-
Schétzer des mittleren quadratischen Fehlers des Parameters & minimiert. Fir das Verfahren
ist die Anzahl der gezogenen Bootstraps B und deren Umfang n, festzulegen. Die Anzahl B
wird im Folgenden auf 100 festgesetzt, was zu akzeptablen Computerdurchlaufzeiten geftihrt

hat. Nach Danielsson et al. (2001) sollte der Umfang n, so gewahit werden, dass n, = nt¢
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gilt, wobei ein Wert fiir ¢ zwischen 0 und 0,5 Verwendung finden sollte.*® Es sollte beachtet
werden, dass gerade fUr & -Werte nahe 0,5 der Umfang der Bootstraps ziemlich klein wird,
was zu Verzerrungen fuhren kann. Bei der Umsetzung wurden drel verschiedene ¢ -Werte
(0,1;0,25;0,4) verwendet, womit die mogliche Bandbreite gut abgedeckt sein durfte.

Fur den zentralen Wert ¢ = 0,25 resultiert ein Bootstrap-Umfang von n, = 237, was zugleich
geméR der Beziehung n, = (n,)?/n den Umfang n, determiniert (n,=38). Nach Ziehung von
n, = 237 Bootstraps wird fir jedes k =1,...,n, der Bootstrap-Schétzer des Mittleren Quadrati-
schen Fehlers Q(ny,k;) berechnet. Dabei ist digjenige k-te Ordnungsstatistik optimal, die
Q(ny, k) minimiert.’

55
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Abb. 5.1

In Abbildung 5.1 ist gut zu erkennen, dass fur steigende k -Werte Q schnell abnimmt, und fir
k; =139 ein Minimum gefunden wird. Fur den Durchlauf mit kleinerem Bootstrap-Umfang
n, =38 resultiert k; =21 entsprechend. Uber die Beziehung (3.27) lasst sich schlieRlich die
optimale Ordnungsstatistik k, erzeugen. Bel diesem Durchlauf scheint k, =886 optimal zu

sein, womit die Schwelle beim zugrunde liegenden SAS-Datensatz auf 3,12 Mio. zu setzen

ware. Eine Ubersicht der Ergebnisse inklusive der Parameterfestlegung von ¢ =01 und

£ =0,4 findet sich in Tabelle 5.1 wieder.

% v/gl. Danielsson et a. 2001, S. 231 f.
" vgl. dazu Kapitel 3.4.1; Danielsson et al. 2001, S. 230.
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e (0,25 0,1 0.4
Ny 237 706 79
N2 38 341 4
ki* (Q) 139 (26,03) [424 (25,39) |45 (28,17)
ko* (Q) 21 (31,75) |205 (25,64) |2 (159,06)
Ko* 886 856 901
(Q(ky))? / Q(ky) 21,34 25,14 6,63
Schwelle (Mio. €) |3,12 3,5 3,00
Tabelle 5.1

Die Entwicklung des Formparameters fur verschiedene Schwellenhthen wird in Abbildung

5.2 aufgezeigt, wobel auch das 95%-Konfidenzband eingezeichnet ist. Im Bereich der Exze-

dentenanzahl von 600 bis etwa 900 andert sich der Parameter kaum und auch der Standard-

fehler ist im Vergleich zu Schwellen mit geringerer Exzedentenanzahl deutlich geringerer.
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Abb. 5.2

Als Resultat dieses Verfahrens sollte eine sehr gute Anpassung der Exzessverteilung des Da-

tensatzes durch die V erallgemeinerte Paretoverteilung (GPD) erfolgen. Fir den Durchlauf mit

=025 soll im Folgenden die graphische Anpassungsgite bei Wahl der Schwelle

u=312 Mio. genauer untersucht werden. Die entsprechenden Parameterschétzungen finden

sich in Tabelle 5.2 wieder.
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Abb. 5.3

Es falt auf, dass die Exzessverteilung bel einer Schwelle von u =312 Mio. gut durch die

entsprechende GPD-V erteilung approximiert wird. Jedoch bel htheren Verlusththen (ab etwa

1 Mrd. €) gibt es doch grof3ere Abweichungen, wobel die theoretische Verteilungsflanke dann

oberhalb der empirischen Datenbasis verléauft. Dies hat zur Folge, dass die theoretische Ver-
tellungsflanke die Gefahrlichkeit der Datenbasis Uberschétzt, da die Wahrscheinlichkeit des
Eintritts hoher Verlusthéhen durch die theoretische Verteillungsflanke zu hoch eingestuft wird.

Zur Bestimmung einer optimalen Schwelle kann auch der Mean-Excess-Plot aus Kapitel 3.4.2

herangezogen werden. Dieses Verfahren beruht darauf, dass die Funktion des bedingten er-

warteteten Exzesses aus (3.29) linear in der steigenden Schwelle z verlaufen sollte, wenn das

Verteilungsende F, hinreichend gut durch eine GPD-V erteilung approximiert werden kann.
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Somit besteht die Aufgabe im Auffinden eines linearen Teilstlicks des Mean-Excess-Plots.
Fir den Mean-Excess-Plots des SAS-Datensatzes in Abbildung 5.4 it ein lineares Ansteigen
der Funktion schon ab sehr geringen Schwellenhthen zu verzeichnen. Dies wiirde aber gegen
die Modelleigenschaft verstof3en, die eine hinreichend grof3e Schwelle fordert. Daher emp-
fiehlt es sich, einen verkleinerten Ausschnitt zu betrachten, indem die hdchsten erwarteten

Exzesse e(z) ab einer gewissen Schwelle z einfach ausgelassen werden.*®

1 : 5 1
e
095 //
01}
H‘/J _
L & 1 o
0.9 / T
3 @
5 / 2
X085 = 001
I /i e
| <
0.8 / 1 \
i 0.001 5
0.75¢ f
0.7 : : - . 0.0001 : : :
10° 10° 10* 10° 10" 107 10° 10* 107
X (on log scale) X (on log scale)
Abb. 5.5

Bel u=20 Mio. € i eine Knickstelle zu beobachten, ab dem der lineare Verlauf mit geringe-
rer Steigung fortgesetzt wird. Somit stellt u =20 Mio. € eine geeignete L 6sung dieser graphi-

schen Variante dar. Die geschétzten Verteilungsparameter fur die GPD-Verteilung ab der
Schwelle u=3,7 Mio. € (Bootstrap-Verfahren) und u=20Mio. € (ME-Plot) kdnnen aus Ta-

belle 5.2 entnommen werden.

u=3,12 Mio. u=20 Mio.
Slsel 1,0755 |[0,07] 0,824 | [0,0948]
Blsel 12,988 |[0,89] 45,253 |[4,49]
log likelihood -4106 -2085,4
Exzedentenanzahl 885 370
Quantil der Schwelle 0,395 0,7471

Tabelle 5.2

% | n der rechten Graphik in Abbildung 5.4 wurde dies so gelét, dass die gréRten 100 Datenpunkte weggelassen
wurden.
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Die Approximation der bedingten Exzessverteilung und des Verteilungsendes durch die ge-
schétzte GPD-Verteillung in Abbildung 5.5 verlauft vor allem im Extrembereich bei der
M ean-Excess-Plot-Methode viel besser a's die Approximation ab der Schwelle u =312 Mio.

€, die aus dem Bootgtrap-Verfahren abgel eitet wurde.

Um noch Vergleichsmal3stdbe im Hinblick auf die erzeugten optimalen Schwellenhthen aus
den vorherigen Kapiteln zu erhalten, werden ad hoc weitere Schwellen generiert. Dabei wird
auch das Ad hoc-Kriterium verwendet, das eine Schwelle auf Hohe des 85%-Quantils der
empirischen Verteilung vorsieht.* Des Weiteren wurden Schwellen beim 80%-Quantil (31,7
Mio. €) und beim 90%-Quantil (79,5 Mio. €) gesetzt. Ferner wurde eine Schwelle bei 10 Mio.
€ gesetzt, um einen Vergleichsmalistab zu den Ergebnissen der anderen Methoden zu erhal-
ten. Die Approximation der Verteilungsenden durch die jeweilige geschéatzte GPD-Verteillung
fur die genannten Schwellen ist in Abbildung 5.6 ersichtlich.

a) u =10Mio. € b) u=31,7 Mio. € (80% - Quantil)
1 1
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Abb. 5.6

% v/gl. Dutta/ Perry 2006, S. 29; die Anpassung mit Schwelle auf Hohe des 85%-Quantilsist in Abbildug 5.6 c)
ersichtlich.



42

Bel einer Schwellensetzung von u =10 Mio. € erhélt man ein dhnliches Ergebnis wie bei der
Schwellensetzung anhand des Bootstrap-Verfahrens.'® Die theoretische Verterteilungsflanke
verlauft oberhalb der Datenbasis und Uberschétzt somit die Gefahrlichkeit. Bei Festlegung der
Schwelle in Hohe des 80%, 85% und 90% erhalt man sehr dhnliche Ergebnisse, die sich auch

nicht wesentlich von der Anpassung mit Hilfe des M E-Plots unterscheiden.

5.2.2 GH-Verteilung

Zu Zwecken der explorativen Datenanayse des SAS OpRisk Insurance-Datensatzes wird in
Abbildung 5.7 die Mid-Summary und die Pseudo-Sigma-Statistik fur die Quantilhthen
a =1/4,1/8,1/16,...,. gebildet. Dabel weisen beide Statistiken hhere Werte auf, je kleiner «
gewdhit wird. Dies lasst auf eine rechtsschiefe leptokurtische Verteilung der SchadenhGhen
schliefZen.
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600 /
) /
£ 500 _ 200
: / g
"5, 400 "T’ 150
o o
= 300 100

200

100 / 50 ././'

0 T T T O T T T T T
F E D C B A Z o F E D © B A Z o
Abb. 5.7

Zur Schéatzung des Parameters g werden fir die obige Quantilsequenz die g, -Werte gemaf3
Gleichung (4.13) bestimmt. Zur Beurteilung, ob ein konstanter g-Parameter oder ein Polynom
in Z? verwendet werden sollte, ist es zweckgemaR, die g, -Werte gegen die zugehorigen

guadrierten « — Quantile der Standardnormalverteilung abzutragen. Fir den SAS-Datensatz
ist diesin Abbildung 5.8 ersichtlich. Dabei befinden sich die g, -Werte fiir verschiedene o -

Quantile auf sehr stabilem Niveau. Somit sollte ein konstanter g-Parameter ausreichen. Eine

Parametrisierung gem. (4.16) liefert lediglich ein Bestimmtheitsmal® von R? =0,1342. Bei

100 \/gl. Abbildung 5.3.
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unkonstantem Verlauf wére eine lineare oder eine Anpassung héheren Grades n6tig gewesen.
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Abb. 5.8

Der Parameter g bestimmt sich aus dem Median der g, -Werte, so dass fur den betrachteten
Datensatz g = 2,072 eine gute Schétzung darstellt. Zur Parameterbestimmung von h muss
immer das Ergebnis der Schéatzung fir g zugrunde gelegt werden, da dieses in den adjustier-

ten upper half-spread aus Gleichung (4.15a) Einfluss nimmt. Im Folgenden wird eine Regres-
sion von In(UHSZt) auf zs vorgenommen. Die Konstante in der Regression entspricht dabei
In(b) und die Steigung der Regressionsgeraden gleicht h,, womit sich h, durch die Bezie-
hung h, = 2h, bestimmen lasst. Der Anstieg in z2 gibt Anlass, den Parameter h auch as
Polynom in z° darzustellen. Dafir wird die Regression auf z2 und z& durchgefiihrt, wobei
der kongtante Term wiederum In(b) entspricht. Aus der erfolgten Regression in Abbildung
5.9 folgt h, =0,03 und h, =-0,00093. Durch Verdoppelung der Werte erhdt man die ge-

suchten Parameter h, und h,, welche der Tabelle 5.3 entnommen werden konnen.
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Polynom g a b hO h2 R2

linear 2,072 5,8 11,02 0,04| - 0,45
guadratisch 2,072 5,8 10,91 0,06 -0,0019 0,46

Tabelle 5.3

Zur Beurteilung, ob nun ein oder zwei h-Parameter verwendet werden sollten, kann die An-
passungsgute an die empirische Verteilungsflanke, wie in Abbildung 5.10 dargestellt, betrach-
ten werden. Dabei it kein wesentlicher Unterschied zwischen dem Modell mit einem h-

Parameter und dem Modell mit Polynom 2. Grades zu erkennen.
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Die prozentuale Diskrepanz zwischen den ausgewahlten Quantile der empirischen Verteilung
und dem zugrunde liegenden GH-Modell wird in Abbildung 5.11 abgetragen. Auch hier wird
das graphische Ergebnis aus Abbildung 5.10 bestérkt, wobel das Modell mit Polynomver-
wendung leicht besser abschneidet. Der Unterschied zwischen beiden Modellen ist jedoch

marginal.
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Abb. 5.11 Modell ohne Polynomverwendung: links, Model mit Polynomverwendung: rechts.

Der Parameteraufwand bei Polynomverwendung dirfte im Vergleich zum Nutzen zu hoch
sein, so dass fur die Simulation im néchsten Kapitel das Modell mit einem g - und einem h-
Parameter verwendet wird. Fir das POT-Modell und das GH-V erteilungsmodell wird die An-
passung an den empirischen Datensatz vergleichsweise in Abbildung 5.12 dargestellt. Dabei
fallt auf, dass das GH-Modell das 99,9%-Quantil besser als das POT-Modell approximiert.
Dafur sind bei dem POT-Modell auch extreme Verluste mdglich, was dem Endpunkt der em-

pirischen Verteilung besser gerecht wird.
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5.3 Simulationsdur chfiihrung
5.3.1 Besonder heit bei Verwendung des POT-Modells

Bel Verwendung des POT-Modells sind die Schadenhdhen nur ab der Schwelle u schétzbar,
was zu einer Teilung der Schadenhdhenverteilung in einen unteren und oberen Bereich fihrt.

Die Dichtefunktion f der Verlusththenverteilung lasst sich Uber das Splicing-Verfahren so-

mit als Kombination zweier Dichtefunktionen f, und f,; wie folgt darstellen:
f=af +Q-a)f,.""

Der Aufteilungsparameter o bestimmt sich durch den Antell der Verlustereignisse im Body-
Bereich an dlen Verlustereignissen. Fur den Body-Bereich wird keine parametrische Vertei-
lung angepasst, sondern die empirische Vertellung der Verlusthéhen bis zur Schwelle
u =20 Mio. € zugrunde gelegt. Ab der Schwelle hingegen wird die GPD-Verteilung aus Ka-
pitel 5.2.1 verwendet. Fur den zugrunde liegenden Datensatz bestimmt sich o = 0,747 durch

das Verhdltnisder 1093 Verluste im Body-Bereich zu der Gesamtverlustanzahl 1463.

Bei Durchfihrung der Monte-Carlo-Simulation wird standardméiig fir jeden Simulations-
schritt zunéchst die Schadenhéufigkeit N aus der Poissonverteilung Poi (1 =0,171) gezogen.
Die Teilung der Verlushdhenverteilung wird daraufhin so berlicksichtigt, indem je nach An-
teil a die gezogene Schadenhaufigkeit N in die Anzahl N, an Verlusten aus dem Body-
Bereich und eine entsprechende Anzahl N, aus dem Tail-Bereich aufgeteilt wird. Folglich
sind N, Verluste aus der empirischen Verteilung bis zur Schwelle u =20 Mio. und N, Ver-

luste aus der GPD-Verteillung zu ziehen. Durch Aufsummierung aller Verluste erhédt man
schlieRlich einen simulierten operationellen Verlust fiir die betrachtete Periode.’® Dieser Al-

gorithmus wird nun sehr haufig wiederholt (N, =1Mio.), so dass die resultierende simulier-

te Verlustverteilung geringe Schétzungenauigkeiten aufweist.

5.3.2 Simulationser gebnisse

Fur die zwel verwendeten Verlushéhenmodelle wird der Loss Distribution Approach durch-

gefuhrt und hohe Quantile der resultierenden Gesamtverlustverteilung in Tabelle 5.4 abgetra-

101 \/gl. Nguyen/ Ottmann 2005, S. 45; Klugman/ Panjer/ Willmot 2004, S. 64.
192 \/gl. Duttal Perry 2006, S. 28.



gen. Demgegenuber wird der auf dem ,,one-claim-causes-ruin“-Paradigma basierende empiri-

sche Quantilschétzer gem. Formel (2.29) berechnet.

empirischer
Quantil GH-Verteilung POT-Modell Schatzer
0,95 16,86 44,43 17,02
0,96 24,74 54,00 24,00
0,97 38,49 68,94 38,00
0,98 65,86 96,98 67,00
0,99 146,51 173,97 150,00
0,995 293,79 311,04 286,00
0,999 1.158,80 1.138,20 1.085,73
Tabelle 5.4

Esist gut zu erkennen, dass der empirische Schétzer dem Modell mit der GH-Verteilung sehr
nahe kommt. Fur die Quantilhohe 99,5%, die fur interne Modelle in Solvency Il vorgesehen
i, ist die Kapitalunterlegungsanforderung fur das POT-Modell mit 311,04 Mio. € am hochs-
ten. Das Bild dreht sich jedoch fur das 99,9%-Quantil der Gesamtverlustverteilung um. Hier
ist die Kapitalanforderung fur die GH-Verteilung am hochsten. Dies Uberrascht ein wenig, da
die Verlusthhenverteilung auf Basis des POT-Modells einen ausgeprégteren Rand aufweist
as die GH-Vertellung. Die Diskrepanz resultiert aus der besonderen Simulationsdurchfiih-
rung des Splicing-Verfahrens fur das POT-Modell. Hier wurde fir den Body-Bereich die em-
pirische Vertellung anstatt einer parametrischen Verteilung verwendet.

1400 1400

1200 | 1200
1000 | 1000
800 800
600 600
400 400

200 200 -

0 = : : 0 :
0.95 0.97 0.99 0.95 0.97 0.99
|« empirischer LDA-Schatzer — LDAEVT | « empirischer LDA-Schatzer — LDAGH|

Abb. 5.13

Des Weiteren werden die Auswirkungen eines Versicherungskontrakts, der eine Erstattung

von Einzelschéden ab einer Verlusthdhe von d =500Mio. € bis zu einem Maximalbetrag von

m=1.500 Mio.€ vorsieht, analysiert. Der Haftungslayer ist gerade so gewdhlt, dass das
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99,9%-Quantil abgedeckt wird. Durch eine MC-Simulation fur das GH-Modell kann gezeigt
werden, dass das 99,9%-Quantil auf den Selbstbetrag von 500 Mio. € gesenkt werden kann.
Dies ig eine beachtliche Reduktion von 658,80 Mio. €. Wenn man jedoch die Versicherungs-
restriktion des Basel 11-Regelwerks Ubernimmt, die eine maximale Erleichterung von 20% der
geforderten Kapitalunterlegung durch eine Versicherungskontrakt gestattet, dann reduziert
sich das 99,9%-Quantil auf 927,04 Mio. € Der Erstattungsbetrag, den der Kontraktpartner
des Versicherungsvertrags begleichen muss, liegt im Erwartungswert lediglich bei 1,57 Mio.
€. Durch das Beispiel ist gut zu erkennen, dass sich die Kapitalunterlegung durch einen ge-
schickt gewahlten Versicherungsvertrag drastisch senken lasst. Auf der anderen Seite dirften
die Pramien fur den Kontrakt moderat bleiben, wenn der Kontraktpartner Kollektivaus-
gleichseffekte ausnutzt, indem er mehrere Vertrége abschliefdt. Die Auswirkung auf die Ver-
lustquantile durch die Versicherungslosung wird in Tabelle 5.5 und graphisch in Abbildung

5.14 aufgezeigt.
GH-Verteilung mit Versicherung mit Versicherung
Quantil (ohne Versicherung) | (ohne Basel-Restriktion) | (mit Basel-Restriktion)
0,99 146,51 146,51 146,51
0,995 293,79 293,79 293,79
0,996 360,58 360,58 360,58
0,997 462,58 462,58 462,58
0,998 664,87 500,00 531,90
0,999 1.158,80 500,00 927,04
Tabelle5.5
A
1000 a1
Versicherung
——w. mit Versicherung
(Basel-Restriktion)
« mit Versicherung
500 |-
>
0.998 0.999
Abb. 5.14

103 \/gl. Basel Committee on Banking Supervision 2004, S. 148, Par. 677.
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6 Schlussbetrachtung

Im Fokus dieser Arbeit standen die verschiedenen Modellierungsméglichkeiten der Verlust-
hohenverteilung im Loss Distribution Approach. Hier wurde einerseits die Verlusththe auf
Basis der Extremwerttheorie modelliert, wobei insbesondere die Schwellenwertfestlegung
Probleme bereitet. Auf Basis der SAS OpRisk Global Data Insurance-Daten konnte gezeigt
werden, dass die Bias-Varianz-Bootstrap Methode von Danielsson et a. (2001) zur Schwel-
lenwertfestlegung keine zufrieden stellende Anpassung im Extrembereich liefern konnte. Der
ME-Plot hilft dagegen eher, eine geeignete Schwelle zu finden. Jedoch ist die Wahl der
Schwelle sehr subjektiv, so dass auch hier Vorsicht geboten ist. Bei ausreichender Daten-
grundlage sollte eine ad-hoc-Schwellenfestlegung, z.B. auf das 90%-Quantil, die beste Wahl
sein. Die Schwelle ist dann némlich hinreichend hoch und es befinden sich gentigend Daten-
punkte Uber der Schwelle.

Die GH-Verteilung ist leicht auf den SAS Datensatz implementierbar. Dabel fiel der Parame-

ter g mit einem Wert von deutlich tUber 2 hoch aus. Der Parameter h fir die Kurtosis war
dagegen nur schwach positiv. Ein parametrisches Modell, das eine Abhangigkeit der Parame-

ter von den quadrierten Quantilwerte der Standardnormalverteilung Z? erlaubt, war nicht

erforderlich.

Die Gesamtverlustverteilung wurde zum einen mit einer gesplicten Verlusththenverteilung
simuliert, wobei ab einer Schwelle die Verlusthbhenverteilung mit Hilfe der Verallgemeiner-
ten Paretoverteilung berechnet wird. Zum anderen wurde die angepasste GH-Verteilung ver-
wendet. Beide Simulationen fuhrten zu dhnlichen Ergebnissen. In Hohe des 99,9%-Quantils
gab es bel Verwendung der GH-Verteillung ein leicht htheres Ergebnis als bei Verwendung
der Methode auf Basis der Extremwerttheorie. Das ,,one-claim-causes-ruin“- Approximati-
onsverfahren kam erstaunlich gut an beide Simulationsergebnisse heran.

Schliefdich konnte gezeigt werden, dass ein geschickt gewdahlter Versicherungsvertrag, der
operationelle Verluste kompensiert, deutlich zu einer Herabsetzung der Kapitalunterlegungs-
erfordernis fuhren kann. Jedoch spielt hier der regulatorische Rahmen eine entscheidende
Rolle, da z.B. nach Basel 11 eine Versicherungsleistung das notwendige Kapital ohne Versi-
cherung nur um 20% reduzieren kann. Es ist wohl sehr wahrscheinlich, dass auch ein internes
Modell im Rahmen von Solvency |1 nur eine beschrénkte Versicherungsmdglichkeit vorsehen

wird.
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In dieser Arbeit wurde ein univariates Modell untersucht, um statistische Anpassungen darzu-
stellen. Nach Basdl Il ist jedoch die Aufgliederung nach Risikozellen erforderlich. Ferner
konnen Abhangigkeiten zwischen diesen Zellen berlicksichtigt werden. In einer kommenden
Arbeit werden verschiedene Geschéftsbereiche berticksichtigt und die Abhangigkeiten zwi-

schen den Risikozellen mit Hilfe von Copulas berticksichtigt.
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