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Im Jahre 1997 stellten Brace/Gatarek/Musiela’ das LIBOR-
Marktmodell vor und leiteten damit eine neue Ara im Bereich der
Zinsstrukturmodelle ein. Inzwischen stellt es den State-of-the-Art
bei der Bewertung und beim Hedging von exotischen Zins-
derivaten dar. Die Autoren erliutern zunichst die praktische An-
wendung des Modells und tibertragen es dann auf die Bewertung
des Zinsinderungsrisikos. AbschlieRend erfolgt ein Vergleich
mit einem weiteren verbreiteten Risikomessmodell.

Das Ziel eines Zinsstrukturmodells besteht darin, die Dynamik
der Zinsstruktur durch ein geeignetes mathematisches Modell
moglichst treffend zu beschreiben. Dabei weisen die Verldufe der
Zinskurve beispielsweise im Vergleich zu Aktienkursverliufen
wesentliche Unterschiede auf, die eine Modellierung erschweren.

Die verschiedenen Stiitzstellen der Kurve sind zueinander unter-
schiedlich stark korreliert und auch ihre Volatilitit unterscheidet
sich (Volatilitatsstruktur der Zinskurve). Im Zusammenhang mit
der konsistenten Bewertung von Zinsderivaten stellt sich das
Hauptproblem darin, einen arbitragefreien Prozess aus der zu-
grundegelegten Dynamik abzuleiten. Im Folgenden wird ein
kurzer Abriss der Entwicklungen im Bereich der Zinsstruktur-
modelle gegeben.’

Uberblick Zinsstrukturmodelle

Die ersten Ansitze zur Bewertung von Zinsoptionen gehen auf
die bekannte Optionspreisformel von Black/Scholes (1973)* zu-
riick. Hindler setzten damals die Preise von Bonds in die Formel
ein, um Derivate auf die Zinsstruktur zu bewerten. Durch die An-
nahme lognormalverteilter Bondpreise im Black-Scholes-Modell
ergab sich eine unerwiinschte positive Wahrscheinlichkeit fiir ne-
gative Zinssitze. Diese wurde jedoch ebenso in Kauf genommen
wie die Annahme, die Zinssitze und die Volatilitit seien kon-
stant. Dieses Vorgehen war nicht konsistent zur bereits erwahn-
ten Volatilitdtsstruktur der Zinssitze.

Im Jahre 1976 erweiterte Fischer Black das Modell, indem er den
Fokus von den Spot-Preisen auf die Forward-Preise richtete. Da-
durch wurde implizit beriicksichtigt, dass am Ende der Laufzeit
eines Bonds dessen Volatilitit gegen Null konvergiert (Pull-to-Par-
Effekt). Obwohl sich das Modell von [Blacy6] zum Marktstandard
fiir die Bewertung von Forward-Kontrakten entwickelte und noch
heute im Einsatz ist, wurde der mathematische Beweis fiir die
Verwendung der Forward-Rate-Volatilitit erst im Jahre 1995 er-
bracht.

Nicht zuletzt aufgrund der fehlenden theoretischen Begriindung
fiir das Black-76-Modell wurde ein alternativer Ansatz zur Be-
riicksichtigung des Pull-to-Par-Effekts gewidhlt. Dieser bestand
darin, nicht die Bondpreise sondern die Zinssitze direkt zu mo-
dellieren und fithrte zu den ersten Zinsstrukturmodellen nach
Vasicek [Vasiyy] und Cox/Ingersoll/Ross [CoIR85]. In ihren Mo-
dellen wurde zunichst allein die so-genannte Short-Rate model-
liert.* Unter diesem Zinssatz versteht man einen infinitesimalen
Zinssatz, der am Markt nicht direkt beobachtbar ist.> Obwohl die-
se Modelle intern konsistent waren, erwies sich die Kalibrierung
an beliebige Marktdaten wegen der Stationdritit der Input-
Parameter als duflerst schwierig.

Bahnbrechende Idee

Hull/White entwickelten daher das Modell von Vasicek weiter
und machten dadurch die Anpassung an eine beliebige Zins-
struktur moglich.” Da Zinsstrukturmodelle inzwischen auch ver-
mehrt von Hindlern komplexer Zinsderivate eingesetzt wurden,
riickte nun die mangelhafte Anpassungsfihigkeit an eine vorge-
gebene Volatilititsstruktur der Zinssitze in den Fokus. Obwohl
noch verschiedene weitere Modelle vorgestellt wurden, machte
erst die bahnbrechende Idee von Heath/Jarrow/Morton im Jahre
1992 [HeJM92], die Dynamik der instantanen Forward-Rates zu
modellieren, den Weg frei fiir die 1997 entwickelten Markt-
modelle. HJM konzipierten einen Modellrahmen, in den sich alle
arbitragefreien Short-Rate- und Bondpreis-Zinsstrukturmodelle
einordnen lassen.

Das zentrale Ergebnis ihrer Arbeit besagt, dass die arbitrage-
freien Driftparameter der einzelnen Forward-Rates festgelegt
sind, sobald ihre Volatilitit und ihre Korrelationen zugeordnet
sind. Obwohl das HJM-Modell theoretisch tiberzeugend aufge-
setzt war, wurden verschiedene Probleme des Ansatzes bei der
praktischen Umsetzung erst durch die Vorstellung der Markt-
modelle gelost, die im nichsten Abschnitt behandelt werden.®

Die Kernidee des LIBOR-Marktmodells besteht darin, verfiigbare
Marktdaten direkt zur Kalibrierung zu verwenden und gleich-
zeitig Caplets® konsistent zur gingigen Marktpraxis zu bewer-
ten.' Die Herleitung des Modells bedient sich komplexer mathe-
matischer Verfahren und wird in diesem Artikel nicht aus-
fithrlich dargestellt.”” Zur nachfolgenden Illustration der Imple-
mentierung anhand eines Beispiels wird zunichst die Notation
eingefiihrt:
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Implementierung des LIBOR-Marktmodells

Betrachtet wird ein Cap mit jahrlichen Fixingterminen™ mit
ty, =0, t; = 1 und so weiter und Dauer der einzelnen Perioden

O) = tey- e

Fi(t):  Forward-Rate zwischen tk und tk+1 beobachtet zum

Zeitpunkt t
A Forward-Rate-Volatilitit fiir die Forward-Rate F(t)
€ Normalverteilte Zufallszahl

Die Forward-Rate F (o) bezeichnet also beispielsweise die aktu-
elle Einjahres-Spot-Rate. In das Modell geht die Struktur der For-
ward-Rates F(0), F1(0),...Fy(0) als Inputparameter ein.” Zusitz-
lich benétigt wird die Forward-Rate-Volatilititsstruktur Ay, die
sich auf Basis der Caplet-Volatilititen o, aus dem Black-76-
Modell * folgendermafen berechnen lisst:

k
Ot = 2 A%0; 9

i=1
Mithilfe dieser Iputparameter lassen sich nun nach [Hullo3]
durch eine Monte-Carlo-Simulation zukiinftige Forward-Rates
mit der standardnormalverteilten Zufallszahl € tiber die folgende

Formel simulieren.”
Gleichung 1: Simulation der LIBOR-Forward-Rates
k OFi(t) A Ak A%

Fi(tiq) = Fi(t) exp [ (2 -
i5j+1 1+0,Fj(t) 2

) i+ Ay ;1 €4]

Am folgenden Beispiel wird verdeutlicht, wie mit dem LIBOR-
Marktmodell ein einfacher Cap bewertet werden kann.'® Nach einer
Vielzahl von Simulationsdurchliufen ergibt sich der approximative
Wert jedes einzelnen Caplets als Mittelwert seiner auf den heuti-
gen Zeitpunkt diskontierten Auszahlungen am Zeithorizont.

Bewertungsbeispiel

In Tabelle 1 sind die verschiedenen Forward-Rates, die in einem
Simulationsdurchgang abhingig von der Brownschen Bewegung
WN+1(T ) erzeugt werden, abgebildet. Die aktuelle Forward-Rate-
Struktur steht in der ersten Spalte, auf der Diagonale finden sich
zukiinftige Realisierungen der einjahrigen Forward-Rates, die fiir
die Bewertung der einzelnen Caplets am Zeithorizont benétigt
werden.

In Tabelle 2 wird ein Simulationsschritt anhand eines konkreten
Zahlenbeispiels illustriert. In der ersten Zeile stehen die Fixing-
Termine des Caps und in der zweiten Zeile mogliche Zufalls-
bewegungen AW der zugrundegelegten Brownschen Bewegung
W. Um das Beispiel einfach zu halten, wurden als Inputpara-

meter eine flache Zero-Kurve mit 5,00 Prozent sowie eine eben-
so flache Caplet-Volatilititsstruktur von 15,00 Prozent gewihlt.
Anhand dieser Daten lassen sich mit Gleichung 1 die zukiinfti-
gen Ein-Jahres-Spot-Rates an den jeweiligen Caplet-Fixing-
Terminen berechnen. Entlang der Diagonale stehen die simu-
lierten, zukiinftigen Realisationen der 1-Jahres-Spot-Rates, mit
denen sich die Payoffs der verschiedenen Caplets berechnen
lassen."” Beispielsweise ergibt sich fiir das Caplet, das zum Zeit-
punkt t2 = 2 gefixt wird, bei einer Cap-Rate von 3,00 Prozent ein
Payoff von 3,878 Prozent -3,000 Prozent = 0,878 Prozent. Dieser
wird mit den entsprechenden Forward-Rates der Diagonale
(4,314 Prozent sowie 4,413 Prozent) zunichst auf den letzten
Fixingtermin des Caps aufgezinst und anschliefend mit den
Forward-Rates entlang der letzten Zeile bis zum Zeitpunkt t,=0
abgezinst. So erhidlt man in jedem Simulationsschritt die heuti-
gen Werte der Caplets.

Tabelle 1: Monte-Carlo-Simulation der LIBOR-Sitze

Input WN+(T)) WN+(T,) WN+(T,) WN+(Ty)
Fo(0)

Fi(o) Fy(T3)

F,(0) Fa(T) Fa(T2)

F3(0) F3(Th) F3(T2) F3(T5)

Fn(o) Fn(T)) Fn(T2) Fn(T5) Fn(Tn)

Tabelle 2: Beispielpfade der LIBOR-Sitze

T t,=0 t, =1 t,=2 =3 t,=4
AW =¢ -1,436 -0,129 0,768 0,201
Folt) 5,000%
F,(t) 5,000% 3,990%
F,(t) 5,000% 3,995% 3,878%
F,(t) 5,000% 3,999% 3,885% 4,314%
F,(t) 5,000% 4,003% 3,893% 4,326% 4,413%

Erschienen in: Zeitschrift fur das gesamte Kreditwesen 22/2004, S. 37-40. 3



Abbildung 1: Entwicklung des Zinsniveaus

Anwendung bei der Bewertung von
Zinsderivaten

Im obigen Beispiel wurde ein Standard-Cap unter vereinfachten
Annahmen bewertet. Seinen wahren Charme spielt das LIBOR-
Marktmodell jedoch erst bei der Bewertung von komplexeren
Zinsderivaten, wie z.B. Sticky oder Ratchet Caps aus. Da bei die-
sen Cap-Varianten der Payoff von Zinssitzen an vergangenen
Fixingterminen abhingt, kénnen sie nicht anhand von geschlos-
sen Pricing-Formeln bewertet werden. Mithilfe der dargestellten
Monte-Carlo-Simulation ist es jedoch méglich auch solche Deri-
vate mit iberschaubarem Aufwand zu bewerten.

In einer empirischen Untersuchung wurde die Dynamik des
LIBOR-Marktmodells verwendet, um das Zinsidnderungsrisiko
von Zahlungsstrémen zu bewerten. Als Inputparameter fiir das
Modell dienten Swapsitze (1 - 10 Jahre) sowie flache Cap-Volatili-
titen'®, aus denen die bendtigten Forward-Caplet-Volatilititen
berechnet werden kénnen. Im Zeitraum der empirischen Betrach-

tung vom 31. August 2001 bis 30. Juli 2003 mit insgesamt 26 Be-
obachtungszeitpunkten fiel die Zinskurve zunichst relativ steil,
gefolgt von einem ebenso steilen Anstieg ab Anfang November
2001 (Abbildung 1). Im Mai 2002 erreichte das Zinsniveau dann
einen vorliufigen Hochststand, der von einem langen Abschwung
bis zu historischen Tiefststinden am Ende der Untersuchung an-
hielt. Die Cap-Volatilititen (Abbildung 2) bewegen sich im selben
Zeitraum annihernd gegenldufig zum Zinsniveau.

Ein Mehrwert

Aus der Entwicklung der Zinssitze und der Cap-Volatilititen
lassen sich deutliche Zusammenhinge zu den Terroranschligen
vom 11.September 2001 und den spiteren Kriegsvorbereitungen
gegen den Irak erkennen. Die Cap-Volatilititen deuten an', dass
die Verunsicherung an den Kapitalmirkten direkt nach den An-
schlidgen sehr stark anstieg, sich dann aber bis weit ins Jahr 2002
wieder beruhigte. Mit den intensiven Vorbereitungen und dem
Ausbruch des Irakkrieges am 19. Mirz 2003 nahm die Un-
sicherheit wieder erheblich zu, was sich durch ein wiederum
fallendes Zinsniveau und steigende Volatilititen duferte.

Im Zeitablauf wurde das Zinsinderungsrisiko von verschiedenen
Cash-Flows sowie von Caps mit Hilfe der Kennzahl Value-at-Risk
(VaR)* untersucht. Als Haltedauer wurde hierzu ein Tag und als
Konfidenzniveau 99 Prozent gewihlt. Die VaR-Ergebnisse fur
einen Beispiel-Cash-Flow in Abbildung 3 zeigen auf, dass die
Simulation auf Basis des LIBOR-Marktmodells beim Vergleich
mit dem Structured-Monte-Carlo-Ansatz” von RiskMetrics™
(markierte Linie) von der Gréfenordnung her in jedem Fall an-
gemessene Ergebnisse liefert. Bei genauerer Betrachtung fillt
auf, dass die VaR-Werte auf Basis des Structured-Monte-Carlo-
Ansatzes auf die Ereignisse ab Spatsommer 2001 mit einer Zeit-
verzogerung zu reagieren scheinen (zum Beispiel steiler Anstieg
ab Mitte Oktober). Dies betrifft sowohl Auf- als auch Abwirts-
bewegungen. Insbesondere im Vorfeld des Irakkrieges steigt der
VaR beim LIBOR-Marktmodell bereits ab Oktober 2002
kontinuierlich an, wihrend er beim RiskMetrics-Ansatz bis Ende
Januar sogar noch fillt. Der Grund fiir diese Entwicklung diirfte
in der Beschaffenheit der Volatilitits-Inputparameter liegen.
Wihrend fiir das LIBOR-Marktmodell tiglich quotierte Markt-
daten verwendet werden, bestehen die RiskMetrics™-Volatili-
titen aus exponentiell geglitteten Zeitreihen, die von RiskMetrics
tiglich berechnet und zur Verfugung gestellt werden. Obwohl
durch die exponentielle Glittung aktuelle Daten stirker gewich-
tet werden, dauert es einige Zeit, bis sich die Parameter an ein
grundsitzlich neues Risikoumfeld angepasst haben. Bei den tig-
lich quotierten Cap-Volatilititen erfolgt diese Anpassung jedoch
normalerweise schlagartig. Vor diesem Hintergrund ist zusitz-
lich bemerkenswert, dass die VaR-Kennzahlen des LIBOR-Markt-
modells dennoch eine relativ hohe Stabilitit aufweisen (Ab-
bildung 3). Auflerdem empfiehlt sich das Modell als relativ kon-
servatives Risikomaf, mit Ausnahme des Structured-Monte-
Carlo-Ausreifers nach oben Ende 2001.
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Zusammenfassend lisst sich aus den durchgefiihrten Analysen
ableiten, dass der Value-at-Risk auf Basis des LIBOR-Marktmo-
dells nicht nur ein Risikomaf mit hoher Stabilitit, sondern auch
mit scheinbar sehr schneller Reaktion auf Turbulenzen an den
Finanzmarkten darstellt. Erginzend zum Einsatz anderer Risiko-
messmodelle, wie Structured-Monte-Carlo, lieferte der unter-
suchte Ansatz im vorliegenden Zeitraum einen deutlichen Mehr-
wert als eine Art Marktstress-Indikator.
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Abbildung 3: Value-at-Risk Cash-Flow
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1 Neben [BrGMg7] waren auch [MiSSg7] sowie [Jamsg7] mafigeblich an
der Entwicklung der Marktmodelle beteiligt.

2 [Reboo3] vermittelt einen guten Uberblick der Entwicklungen im Bereich
Zinsstrukturmodelle bis hin zu aktuellen Forschungsaktivitaten.

3 Fir ihr Optionspreismodell [BIScy3] erhielten Fischer Black (1995) und
Myron Scholes im Jahr 1997 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften.

4 Dahinter steckt die Annahme, dass sich sdmtliche Informationen tiber
die zukiinftige Zinsstruktur auf einen Zinssatz verdichten lassen.
Durch Hauptkomponentenanalyse wurde von verschiedenen Autoren
belegt, dass ca. 90% der Zinsstrukturdynamik tatsichlich durch einen
Faktor beschrieben werden.

5 Eine gute Darstellung der mathematischen Grundkonzepte findet sich
in [BaReg6].

6 Das Modell von [HuWhgo] wird auch als "Extended Vasicek" bezeichnet.

7 Neben [HuWhgo] entwickelten auch Ho/Lee, Black/Derman/Toy sowie
Black/Karasinski Modelle, die sich an eine vorgegebene Zinsstruktur
anpassen lassen.

8 Beispielsweise waren die instantanen Forward-Rates, die als Input fiir
das Modell vorgesehen sind, am Markt nicht beobachtbar.

9 Caplets sind verbreitete Zinsoptionen, die ihren Kiufer innerhalb eines
festgelegten Zeitintervalls (z.B. ein Jahr) gegen den Anstieg eines
Referenzzinssatzes (z.B. 6-Monats-EURIBOR) tiber ein vorher verein-
bartes Niveau (Caplet-Rate) absichern. Mehrere Caplets werden iiblicher-
weise zu einem Cap zusammengefasst.

10[HuWhoo] haben nachgewiesen, dass mit dem LIBOR-Marktmodell
Caps und Swaps konsistent zum Blacky6-Modell [Blacy6] bewertet
werden.

11 Der interessierte Leser sei auf die Artikel von [BrGMg7], [MiSS97],
[Jamsg7] sowie [Hullo3] verwiesen.

12 Die Fixingtermine wurden zur Vereinfachung im jahrlichen Rhythmus
gewahlt. Marktiiblich sind jedoch drei bis sechs Monate. Im Beispiel
gilt fur alle Perioden: 8 =1.

5
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13 Die Forward-Rate-Struktur lasst sich aus der aktuellen Zero-Rate-
Struktur berechnen, z.B. mit Einjahres-Zero-Rate S,, Zweijahres-Zero-
Rate S, und Forward-Rate F, von Jahr 1 nach Jahr 2 (analog mit anderen
Laufzeiten): [14S,(0)]2 = [1+S,(0)] . [1+F, (0)] .

14 Die Caplet-Volatilititen kénnen aus am Markt quotierten flachen Cap-
Volatilititen heraus iteriert werden. Da die direkte Anwendung dieser
Formel fiir die A} jedoch mitunter zu starken Ausschlagen fiihrt, bietet
es sich an, die Kurve der berechneten Eingangs-Caplet-Volatilititen
vorher zu glatten [Hullo3].

15 Die Formel fiir die Implementierung eines Mehrfaktor-LIBOR-Markt-
modells findet sich in [Hullo3]. Um mehrere Faktoren zu berticksich-
tigen ist es notwendig eine Hauptkomponentenanalyse durchzufiihren.
In verschiedenen Untersuchungen wurde belegt, dass bereits zwei bis
drei Faktoren eine Zinsstruktur zu ungefahr 95% beschreiben.

16 Dieses Beispiel ist angelehnt an [Pelsoo].

17 Da eine flache Zerokurve als Input dient und da es sich auflerdem um
ein Einfaktormodell handelt, bewegen sich die Ergebnis-Forwardsitze
nahezu parallel. Dennoch ist ein leichter Drifteffekt bei den Zinssatzen
erkennbar.

18 Die flachen Cap-Volatilititen wurden iber das Reuters-Terminal der
Firma GILLARDON AG financial software mit Genehmigung der
Reuters AG abgerufen.

19 Die Cap-Volatilititen stellen implizite Volatilititen dar, d.h. die Handler-
preisen ein sich dnderndes Risikoumfeld sofort in die quotierten Kurse
mit ein.

20 Der Value-at-Risk gibt unter einem gegebenen Konfidenzniveau tber
einen festgelegten Zeitraum an, wie hoch der maximale Verlust aus
einer Risikoposition ist.

21 Die zugehérigen statistischen Parameter des Modells RiskMetrics™
wurden freundlicherweise von der RiskMetrics Group zur Verfiigung
gestellt.
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