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Messung von Zinsrisiken mit dem Value at Risk-Konzept

Prof. Dr. Arnd Wiedemann, Universitat Segen

Fiir die Quantifizierung der potenziellen Barwertverluste einer Bank wurde das statistische
Konzept Value at Risk (VaR) entwickelt. Mit dem VaR ldsst sich der potenzielle Verlust
eines Portefeuilles (z.B. festverzinsliche Wertpapiere) in einer einzigen Risikokennzahl mit

einer vorzugebenden Wahrscheinlichkeit erfassen.

Erst mit der Implementierung des VaR-Konzeptes lédsst sich der Ansatz eines integrierten
Rendite-/Risikomanagements im Rahmen der Gesamtbanksteuerung umsetzen. Der VaR
wird hierbei u.a. dafiir genutzt, um ein Limitsystem zur Allokation des Risikokapitals auf-

zubauen und die notwendige Kapitalreserve fiir unerwartete Verluste zu bestimmen.

I. Einfiihrung in den Value at Risk fiir Zinstitel

Die Berechnung des VaR kann mit unterschiedlichen Methoden erfolgen. Allen in der Pra-
xis verwendeten Methoden liegt dabei die gleiche Definition des VaR zugrunde: Der VaR
ist der maximale Wertverlust eines Portefeuilles, der mit einer vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit innerhalb einer ebenfalls vorgegebenen Haltedauer nicht iiberschritten wird (vgl.

Jorion 2000, S. 22).

Unter dem Wertverlust eines Portefeuilles mit Zinstiteln ist die negative Abweichung des
zukiinftigen Barwertes (BW;) von dem aktuellen Barwert (BWy) der Zinsposition zu ver-
stehen. Die gewihlte Haltedauer definiert den betrachteten Zeithorizont zwischen den je-
weiligen Barwertverdnderungen. Die Schitzung der potenziellen Verluste erfolgt auf Basis
der vorliegenden Verteilung der Barwertverdnderungen und wird mit einer Wahrschein-

lichkeitsaussage verkniipft.

Das Risikopotenzial einer Zinsposition liegt in der negativen Entwicklung der den Barwert
bestimmenden Bewertungsparameter. Fiir Zinspositionen sind das die laufzeitspezifischen

Marktzinssétze. Steigende Zinssétze fiihren zu sinkenden Barwerten. Im Gegenzug bedeu-



ten sinkende Zinssitze steigende Barwerte. Bei der Risikoanalyse wird fiir die Beschrei-

bung der Bewertungsparameter synonym die Bezeichnung Risikofaktor verwendet.

Die Ermittlung der Barwerte von Zinspositionen erfolgt durch Diskontierung der laufzeit-
spezifischen Cash Flows mithilfe der Zerobond-Abzinsfaktoren, die sich aus der zugrunde
gelegten Zinsstrukturkurve ableiten lassen. Jede Verdnderung der Zinssdtze kann in eine
entsprechende Verdnderung der Zerobond-Abzinsfaktoren umgerechnet werden. (Fuf3note:
Vgl. Schierenbeck/Wiedemann 1996, S. 13 ff.) Demnach kann auch direkt der Zerobond-
Abzinsfaktor und nicht nur der Zinssatz als Risikofaktor fiir die Zinspositionen fungieren.
Die Verwendung von Zerobond-Abzinsfaktoren als Risikofaktoren in der Value at Risk -
Berechnung bietet gleichzeitig den Vorteil, dass die relativen Wertschwankungen der Ze-
robond-Abzinsfaktoren den relativen Barwertverdnderungen der Cash Flows der Zinsposi-

tionen in den jeweiligen Fristen entsprechen (linearer Zusammenhang).

In das Konzept zur Value at Risk — Berechnung von Zinstiteln soll mit einem Beispiel ein-
gefiihrt werden. Fiir die Beispielrechnung wird eine 1-jdhrige Nullkuponanleihe mit einem

Riickzahlungsbetrag von 10.000 EUR betrachtet.

Im ersten Schritt gilt es, den aktuellen Barwert (BW) der zur analysierenden Zinsposition
zu ermitteln. Hierzu werden die aktuellen Zerobond-Abzinsfaktoren (ZB-AF,) herangezo-
gen. Aus dem 1-Jahreszins von 5% errechnet sich ein 1-jdhriger aktueller Zerobond-
Abzinsfaktor von 0,9524 (1+1,05). Fiir die Barwertbestimmung wird der Cash Flow der
Anleihe (im Beispiel 10.000 EUR am Ende der 1-jéhrigen Laufzeit) mit dem entsprechen-
den Zerobond-Abzinsfaktor multipliziert. Folglich ergibt sich fiir die untersuchte Anleihe
ein Barwert von 9.524 EUR.

Danach wird der Cash Flow der Anleihe mit alternativen Werten der Zerobond-
Abzinsfaktoren (ZB-AF; bis ZB-AF,) abgezinst, um diverse weitere Barwerte zu erzeugen.
Die alternativen Werte der Zerobond-Abzinsfaktoren ergeben sich stets aus den zugrunde
liegenden Zinssdtzen, die mittels einer Simulation oder aus historischen Beobachtungen
bestimmt werden konnen. Fiir die Beispielrechnung wurden 100 Werte der Zerobond-
Abzinsfaktoren festgelegt (i=1: 0,9527; i=2: 0,9530; i=3: 0,9520;...; i=98: 0,9497; i=99:
0,9512; i=100: 0,9529).



Durch mehrfache Bewertung der Anleihe ergeben sich alternative Barwerte (BW; bis
BW i), die den aktuellen Barwert der Anleihe (BWy) von 9.524 EUR f{iber- resp. unter-
schreiten. Fiir den VaR sind definitionsgemil3 die Wertschwankungen der Anleihe mal-
geblich. Deshalb werden im nichsten Schritt die Differenzen zwischen dem aktuellen

Barwert (BWy) und den alternativen Barwerten (BW; bis BW ) gebildet (vgl. Abbildung
1):

ABW1 = BW1 — BWO bis ABWlOO = BW100— BWO

i 1-J-Zins ZB-AF, BW, ABW = Bw;- BW,
0 5,00 % 0,9524 9.524 0
4,96 % 0,9527 9.527 +3
4,93 % 0,9530 9.530 +6
5,04 % 0,9520 9.520 -4
98 5,30 % 0,9497 9.497 -27
99 513 % 0,9512 9.512 -12
100 4,94 % 0,9529 9.529 +5

Abbildung 1: Berechnung der Barwertdifferenzen der Beispielanleihe

Zur Visualisierung der Barwertschwankungen werden in Abbildung 2 die positiven und die
negativen Barwertdifferenzen oberhalb und unterhalb des Nullwertes in einem Balkendia-
gramm abgetragen. Der Nullwert ergibt sich, wenn die alternativen Barwerte mit der Aus-

gangsgréfle BW identisch sind.
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Abbildung 2: Barwertschwankungen der Beispielanleihe

Die ermittelten Ergebnisse der Barwertverdnderungen werden anschlieend so aufbereitet,
dass eine Verteilung der Barwertverdnderungen erkennbar wird. Dafiir sind zuerst Interval-
le mit vorgegebenen Wertbereichen fiir die Barwertschwankungen zu bilden (im Beispiel 2
EUR). Fiir jedes Intervall wird anschlieend die Haufigkeit der beobachteten Barwertver-
dnderungen ermittelt (vgl. Abbildung 3). Eine Barwertverdnderung von mehr als — 22 EUR
wurde zum Beispiel dreimal beobachtet. Fiir das Intervall zwischen 0 EUR und — 2 EUR

wurden 9 Ergebnisse gezéhlt.
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Abbildung 3: Verteilung der Barwertveranderungen der Beispielanleihe



Auf diese Weise entsteht eine Wahrscheinlichkeitsfunktion der Barwertverdnderungen.
Jeder Wertverdnderung ldsst sich eine Eintrittswahrscheinlichkeit zuordnen. Dafiir muss
die Anzahl der Beobachtungen einer bestimmten Wertverdnderung durch die Anzahl aller
Beobachtungen, die die Grundgesamtheit darstellen, dividiert werden. Zum Beispiel ergibt
sich fiir die Wertverdnderung von mehr als — 22 EUR eine Wahrscheinlichkeit von 3% (3
+100).

Ist die Verteilung der Barwertverdnderungen ermittelt, kann der VaR als der maximale
Verlust, der mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit nicht tiberschritten wird, bestimmt
werden. Fiir eine Aussagesicherheit von 95% diirfen beispielsweise bei 100 beobachteten
Barwertverdanderungen nur 5 liber dem geschitzten Verlust liegen. Demnach betrdgt der
VaR fiir die untersuchte Anleihe mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% 18 EUR (vgl. Ab-
bildung 4). In 5% aller Félle wird der potenzielle Verlust groBBer als 18 EUR ausfallen resp.
in 95% aller Félle kleiner als 18 EUR sein.
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Abbildung 4: VaR-Bestimmung fiir die Beispielanleihe

Das vorgestellte Beispiel zur VaR-Bestimmung ldsst sich vom Prinzip auch auf komplexe-
re Portefeuilles, die Zahlungen in verschiedenen Laufzeitbdndern aufweisen, iibertragen.
Uber den 1-jihrigen Zerobond-Abzinsfaktor als relevanten Risikofaktor hinaus, werden
dann weitere laufzeitspezifische Zerobond-Abzinsfaktoren bendtigt, um den Barwert der

Portefeuille-Cash Flows zu bestimmen. Durch Neubewertung des Portefeuilles mit alterna-
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tiven Zerobond-Abzinsfaktoren erhdlt man in Analogie zur Beispielrechnung mit der 1-
jahrigen Nullkuponanleihe wieder eine Verteilung der Barwerte (diesmal der Portefeuille-

Barwerte), die flir die Bestimmung des VaR erforderlich ist.

Methoden zur Modellierung der Verteilung der Barwertverdnderungen

Die Modellierung der Verteilung der Barwertverdnderungen fiir die Risikoschitzung stellt
die grofite Herausforderung an die Implementierung des VaR dar. Fiir die Bestimmung der
Verteilung der Barwertverdnderungen existieren drei Ansétze (vgl. Wiedemann 2002). Sie
unterscheiden sich in der Methodik, mit der die Verdnderungen der den Barwert bestim-

menden Risikofaktoren modelliert werden:

Historische Simulation: Die Wertverdnderungen der Risikofaktoren aus einer bestimmten

Datenhistorie werden fiir die Schitzung der zukiinftigen Wertverdnderungen iibernommen.

Monte-Carlo-Simulation: Fiir die Wertverdnderungen der Risikofaktoren wird eine statisti-
sche Verteilung angenommen. Basierend auf dieser Verteilung werden die potenziellen

Portefeuille-Barwertverdnderungen mithilfe von Zufallszahlen simuliert.

Varianz-Kovarianz-Ansatz: Die Wertverdnderungen der Risikofaktoren werden statistisch

mithilfe der Normalverteilung modelliert.

II. Value at Risk ohne Diversifikationseffekte

1. Berechnungskomponenten des Value at Risk

Im folgenden sei das analytische Varianz-Kovarianz-Modell ausfiihrlicher vorgestellt. Es
unterstellt iber die Annahme der Normalverteilung der Werte der Risikofaktoren hinaus,
dass sich die Barwertverdnderungen der Zinspositionen linear zu den Verdnderungen der
Risikofaktoren verhalten. Fiir Zinsinstrumente mit symmetrischen Auszahlungsprofilen
und die dazugehdrigen Zerobond-Abzinsfaktoren als Risikofaktoren ldsst sich eine solche

lineare Beziehung ableiten. Damit sind die Barwertverdnderungen der Zinspositionen e-



benfalls normalverteilt. In Abbildung 5 wird gezeigt, wie sich eine empirische Verteilung

in eine Normalverteilung iiberfiihren lasst.

4/Normalverteilung

Empirische Verteilung

Abbildung 5: Uberfiihrung einer empirischen Verteilung in eine Normalverteilung

Die Annahme der Normalverteilung zur Abbildung der Wertverdnderungen der Zerobond-
Abzinsfaktoren vereinfacht die VaR-Berechnung fiir Zinspositionen entscheidend. Das
zukiinftige Verhalten der Zerobond-Abzinsfaktoren ldsst sich damit statistisch modellieren.
Die relevanten Informationen iiber das potenzielle Ausmall der Wertverdnderungen der
Zerobond-Abzinsfaktoren sind im zentralen Parameter der Normalverteilung, der Stan-

dardabweichung, enthalten.

Die Standardabweichung (0) erfasst die Schwankungsintensitéit (durchschnittliche Veridn-
derungsrate) der Zerobond-Abzinsfaktoren und dient als Mal} fiir die Volatilitit des Bar-
wertes der Zinspositionen. Hohere Volatilititen induzieren eine flachere Verteilung der
Risikofaktoren und somit eine hohere Wahrscheinlichkeit fiir groBere Verluste. Eine steile-
re Verteilung signalisiert dagegen eine geringere Volatilitit und folglich weniger Risiko. In
Abbildung 6 wird dieser Zusammenhang fiir die Verdnderungen des 1-jdhrigen und 2-

jéhrigen Zerobond-Abzinsfaktors unter der Annahme der Normalverteilung dargestellt.



Verteilung der
Wertverdanderungen des
1-jahrigen ZB-AF

Verteilung der
Wertverdnderungen des
2-jahrigen ZB-AF

Abbildung 6: VaR in Abhingigkeit von der Volatilitét

Fiir die Quantifizierung der potenziellen Barwertverluste ist die Kenntnis der zukiinftigen
Volatilitdt erforderlich. Gemessen wird die Volatilitdt meistens auf Basis der historischen
Schwankungen. Unter der Annahme, dass die historischen Volatilititen zumindest fiir eine

gewisse Zeit stabil sind, kdnnen sie durchaus als Prognosewert dienen.

Jede Normalverteilung ldsst sich in eine Standardnormalverteilung mit dem Erwartungs-
wert 0 und der Standardabweichung 1 transformieren. (FuBBnote: Vgl. Bosch 1996, S. 254)
Der Erwartungswert von 0 bedeutet, dass der Durchschnitt aller Wertverdnderungen der
Zerobond-Abzinsfaktoren 0 betrdgt. Die Standardabweichung von 1 spiegelt die geschétzte
Volatilitdt der Zerobond-Abzinsfaktoren wider und beschreibt das Ausmal} der zukiinftigen

Barwertschwankungen.

Einer Standardabweichung von 1 oder einem Vielfachen davon kann im Falle einer Stan-
dardnormalverteilung eine bestimmte Eintrittswahrscheinlichkeit zugeordnet werden, wo-
bei speziell fiir die Risikobetrachtung nur auf die negativen Abweichungen Bezug genom-
men wird (vgl. Abbildung 7). Damit lésst sich die Berechnung der Volatilitét fiir alternati-
ve Konfidenzniveaus (Aussagesicherheiten) erheblich vereinfachen. Die Standardabwei-
chung von 1 steht fiir ein Konfidenzniveau von 84,14%. Soll ein anderes Konfidenzniveau

zugrunde gelegt werden, muss die Standardabweichung von 1 lediglich mit einem der ge-



wiinschten Aussagesicherheit entsprechenden z-Wert der Standardnormalverteilung mul-

tipliziert werden.

Haufigkeit
A

99 % 95% 34,14 % 0 (Erwartungswert)

Abbildung 7: z-Werte in Abhéngigkeit von der Aussagesicherheit

Dank dieser Eigenschaft der Standardnormalverteilung kann der VaR analytisch berechnet
werden. Das Produkt aus dem Cash Flow-Barwert und der Volatilitit des zugehorigen
laufzeitspezifischen Zerobond-Abzinsfaktors ergibt die Barwertvolatilitdt (als absoluten
Betrag). Der VaR verhilt sich proportional zu dieser Volatilitit. Die Proportionalitétskon-
stante kann durch den z-Wert der Standardnormalverteilung beschrieben werden. Daher
ergibt die anschliefende Multiplikation der Barwert-Volatlitit mit dem z-Wert der Stan-
dardnormalverteilung den undiversifizierten VaR fiir die gewiinschte Aussagesicherheit.
Die Formel fiir den VaR ohne Beriicksichtigung von Diversifikationseffekten wird in Ab-
bildung 8§ dargestellt.



Ausgangspunkt ist der Die Standardabweichung (Volatilitét)
Barwert einer Zinsposition (0) héngt von der vorgegebenen

Haltedauer (HD) ab

* geschitzter * Die vorgegebene Aussagesicherheit

» maximaler Verlust (AS) wird in den z-Wert umgerechnet
« unter iiblichen Marktbedingungen * Beispiele:

* innerhalb einer bestimmten Periode AS=95% B 7z=165

* bei einer bestimmten Wahrscheinlichkeit AS=99% B 7z=233

Abbildung 8: VaR-Formel mit Beschreibung ihrer Komponenten

Bei einer monatlichen Volatilitdt des 1-jdhrigen Zerobond-Abzinsfaktors von 0,5% errech-

net sich der VaR fiir die 1-jdhrige Anleihe bei einem Konfidenzniveau von 95% wie folgt:

VaRgse, =9.524 EUR » 0,5% ¢ 1,65 =78,57 EUR

Auf der Grundlage dieses Ergebnisses kann die folgende Aussage formuliert werden: Un-
ter normalen Marktbedingungen wird der potenzielle Barwertverlust der Anleihe innerhalb

eines Monats mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% nicht mehr als 78,57 EUR betragen.

Die Kenntnis der Parameter der Standardnormalverteilung erlaubt auch das Umrechnen des
Ergebnisses der VaR-Berechnung in andere Konfidenzniveaus. Das Ergebnis aus dem obi-
gen Beispiel ldsst sich zum Beispiel in einen VaR fiir ein Konfidenzniveau von 99% durch
Multiplikation mit 2,33/1,65 (z-Wert fiir 99% geteilt durch z-Wert fiir 95%) umrechnen.
Folglich betrdgt der VaR der 1-jdhrigen Anleihe mit einer Wahrscheinlichkeit von 99%:

VaRggy, = 78,57 EUR * (2,33 /1,65) = 110,95 EUR

In Analogie zur Skalierung der Ergebnisse zwischen verschiedenen Konfidenzniveaus,

ermoglicht die Verwendung der Normalverteilungsannahme eine Vergleichbarkeit der Ri-

sikokennzahl fiir verschiedene Haltedauern. Die Reproduktivitdtseigenschaft der Normal-
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verteilung ermdglicht die Skalierung der Volatilitdten (vgl. Jorion 2000, S. 103). Wurde
die Volatilitét beispielsweise mit einer 1-tdgigen Haltedauer ermittelt, so ldsst sich der VaR
fiir eine monatliche Haltedauer (20 Handelstage) durch Multiplikation mit V20 berechnen.
Im Umkehrschluss kann auch die monatliche Volatilitit in die tdgliche Volatilitit umge-
rechnet werden, indem die gegebene monatliche Volatilitit durch V20 geteilt wird. Umge-
rechnet auf eine 1-tdgige Haltedauer ergibt sich fiir den VaR von 78,57 EUR, der auf Basis

einer monatlichen Haltedauer errechnet wurde, ein Ergebnis von:

VaRysy, = 78,57 EUR / V20 = 17,57 EUR

Fiir die Umrechnung der tiglichen Volatilitdt in lingere Zeithorizonte gilt allgemein das

Wurzelgesetz in Gestalt der Formel:

0-n-Tage = \/1'1 ° Ol-Tag

2. Mapping von Zinspositionen

Fiir das einfiihrende Beispiel zur VaR-Berechnung wurde eine Anleihe zugrunde gelegt,
die wihrend ihrer Laufzeit nur einen Zahlungstermin aufweist (10.000 EUR in 1 Jahr). Die
Hohe des zugehorigen Risikos ist somit alleine von der Volatilitdt des 1-jdhrigen Zero-
bond-Abzinsfaktors abhingig, der als Risikofaktor fiir die VaR-Bestimmung der Anleihe
fungiert. Bei Zinstiteln, die Zahlungen zu verschiedenen Félligkeitsterminen aufweisen,
sind diese bei der VaR-Bestimmung zu beriicksichtigen. Mal3geblich fiir die Barwertver-
anderung der Gesamtposition sind die Barwertschwankungen der einzelnen laufzeitspezifi-
schen Cash Flows. Das Risiko einer Zinsposition hiangt somit von den Wertschwankungen

aller den Gesamtbarwert bestimmenden Zerobond-Abzinsfaktoren ab.

Diesem Zusammenhang wird durch das Cash Flow-Mapping im analytischen Varianz-
Kovarianz-Ansatz Rechnung getragen. Der Cash Flow eines Zinstitels resp. eines ganzen
Portefeuilles mit Zinstiteln wird in einzelne Laufzeitbdnder zerlegt. Auf diese Weise lassen

sich komplexe Zinstitel in Einzelkomponenten (Basisinstrumente) aufspalten. Die Einzel-
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komponenten stellen laufzeitspezifische Nullkuponanleihen dar. Thre Barwertverdanderun-

gen ergeben sich aus den Wertverdanderungen der zugehorigen Risikofaktoren.

Diese Methodik sei beispielhaft fiir eine 2-jdhrige Kuponanleihe mit jahrlichen Zinszah-
lungen und endfilliger Tilgung dargestellt. Die Kuponanleihe mdge einen Nominalzins
von 5% haben und am Ende der Laufzeit zum Nominalwert von 10.000 EUR getilgt wer-
den. Die Anleihe generiert demnach im ersten Jahr einen Zinsertrag von 500 EUR und im
zweiten Jahr einen nochmaligen Zinsertrag von 500 EUR plus die Kapitalriickzahlung von
10.000 EUR. Unterstellt sei ferner eine normale Zinsstrukturkurve mit 5% fiir den 1-
Jahres-Kuponzins und 5,5% fiir den 2-Jahres-Kuponzins. Aus der zugrunde liegenden
Zinsstrukturkurve ergeben sich die folgenden Zerobond-Abzinsfaktoren: 0,9524 fiir die 1-
jéhrige Laufzeit und 0,8982 fiir die 2-jdhrige Laufzeit.

Folgend der Methodik des Cash Flow-Mapping werden die Cash Flows der Kuponanleihe
in zwei Laufzeitbdander zerlegt, in das 1-jdhrige Laufzeitband und in das 2-jéhrige Lauf-
zeitband. Im 1-jdhrigen Laufzeitband wird der Zinsertrag des ersten Jahres von 500 EUR
erfasst. In das 2-jéhrige Laufzeitband fallen die Zahlungen am Ende des zweiten Jahres.
Das sind der Zinsertrag von 500 EUR plus die Kapitalriickzahlung von 10.000 EUR. Die
Kuponanleihe wird somit in zwei Nullkuponanleihen zerlegt: eine 1-jdhrige Nullkuponan-
leihe mit einem Riickzahlungsbetrag von 500 EUR und eine 2-jdhrige Nullkuponanleihe
mit einem Riickzahlungsbetrag von 10.500 EUR (vgl. Abbildung 9).
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*ZB-AF(0,1)=0,9524
476,20

*ZB-AF(0,2)=0,8982

1. Nullkuponanleihe

9.431,10 <«
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i
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|
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2. Nullkuponanleihe

Abbildung 9: Cash Flow-Mapping

Die laufzeitspezifischen Nominal-Cash Flows werden im nichsten Schritt diskontiert. Fiir
die errechneten Barwerte der Nullkuponanleihen wird das Verlustpotenzial mithilfe der
Volatilitdten der zugehorigen Risikofaktoren geschétzt. Die potenzielle Barwertverdnde-
rung der 1-jdhrigen Nullkuponanleihe ist von der Volatilitit des 1-jdhrigen Zerobond-
Abzinsfaktors abhdngig, die potenzielle Barwertverdnderung der 2-jdhrigen Nullkuponan-

leihe von der Volatilitit des 2-jdhrigen Zerobond-Abzinsfaktors.

Nachdem der VaR fiir jedes Basisinstrument einzeln berechnet wurde, konnen die Einzel-
ergebnisse zum VaR fiir den origindren Zinstitel, die 2-jdhrige Kuponanleihe, zusammen-
gefasst werden. Der VaR sei beispielhaft fiir ein Konfidenzniveau von 95% und eine Hal-
tedauer von 20 Tagen (1 Monat) bestimmt. Die Volatilitit des 1-jdhrigen Zerobond-
Abzinsfaktoren betrigt weiterhin 0,5%, die des 2-jdhrigen Zerobond-Abzinsfaktor 0,7%.

Abbildung 10 zeigt die Berechnung des VaR fiir die Beispielanleihe. Der VaR der 2-

jahrigen Kuponanleihe betrdgt ohne Beriicksichtigung von Diversifikationseffekten 112,86
EUR.
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Undiversifizierter VaR der Gesamtposition

Abbildung 10: Undiversifizierter VaR fiir die 2-jdhrige Kuponanleihe

Das Beispiel sei im Folgenden zu einem kleinen Portefeuille erweitert, das aus den bisher

Laubeit Barwert Volatilitit Wert VaR
aulzer arwe der 7B-AF Z-WE¢E a
0) (D 2 3) 4)=(D2)3)
1 Jahr 476,20 0,50 % 1,65 3,93
2 Jahre 9.431,10 0,70 % 1,65 108,93

in den Einzelbeispielen untersuchten Anleihen bestehen soll (vgl. Abbildung 11).

Abbildung 11: Undiversifizierter VaR fiir das Beispiel-Portefeuille

. 1-jéhrige 2-jahrige 5%- Nominal- Cash .
LT L Nullkuponanleihe Kuponanleihe Flow WL ZB-AF
0) 1 @) 3)=M+2) “ (5)
1 10.000 500 10.500 5,00 % 0,9524
2 10.500 10.500 5,50 % 0,8982
Laufzeit-band Barwerte Volatilitit der ZB-AF z-Wert (95 %) VaR
© ©=05)0) (@] (®) 9) = (6)*(7)(3)
1 10.000,00 0,50 % 1,65 82,50
2 9.431,10 0,70 % 1,65 108,93
Undiversifizierter Portefeuille-VaR 191,43

Fiir das Portefeuille, das aus einer 1-jdhrigen Nullkuponanleihe und einer 2-jéhrigen Ku-
ponanleihe besteht, ergibt sich ein potenzieller Verlust von 191,43 EUR. Das gleiche Er-
gebnis erhédlt man auch, wenn die VaR der Einzelpositionen addiert werden. Der VaR fiir
die 1-jahrige Nullkuponanleihe betrdgt 78,57 EUR und der VaR fiir die 2-jdhrige Kupon-
anleihe 112,86 EUR.

-14 -



Dieses Ergebnis ist zwingend, denn bisher wurden noch keine Interdependenzen zwischen
den Einzelwerten beriicksichtigt. Implizit wird damit eine vollsténdig positive Korrelation
zwischen den Marktzinsen unterstellt (Korrelation der Marktzinsen entspricht der Korrela-
tion der Zerobond-Abzinsfaktoren), d. h. die Marktzinsverdnderungen treten in allen Lauf-
zeitbidndern stets in gleicher Stérke auf (Parallelverschiebung der Zinsstrukturkurve). Dies
ist theoretisch zwar vorstellbar, in der Praxis aber nicht der Fall. Infolgedessen wird das
Risiko des Portefeuilles iiberschétzt, wenn die Verbundeffekte zwischen den Risikofakto-

ren (Marktzinssétze resp. Zerobond-Abzinsfaktoren) unberticksichtigt bleiben.

III. Value at Risk mit Diversifikationseffekten

1. Risikodiversifikationseffekte und TriRisk

Innerhalb einer Zinsposition ergeben sich Diversifikationseffekte immer dann, wenn die
portefeuillerelevanten Zerobond-Abzinsfaktoren nicht vollstdndig positiv miteinander kor-
reliert sind. Die Korrelation zwischen zwei Zerobond-Abzinsfaktoren misst, inwieweit sich
Wertverdnderung eines Zerobond-Abzinsfaktors auf den Wert des anderen Zerobond-
Abzinsfaktors auswirkt. Da die Wertverdnderungen der Zerobond-Abzinsfaktoren die
Barwertverdnderungen der Cash Flows einer Zinsposition determinieren, zeigt die Korrela-
tion damit, wie stark das Gesamtrisiko durch Mischung von Cash Flows unterschiedlicher

Laufzeitbander reduziert wird.

Die Korrelation ldsst sich durch den Korrelationskoeffizienten (k) zum Ausdruck bringen,

der Werte zwischen —1 und +1 annehmen kann.

* Ein Korrelationskoeffizient von + 1 bedeutet, dass die Wertverdnderungen voll-
standig positiv miteinander korreliert sind. Zwei Positionen (Cash Flows), deren
zugehorige Zerobond-Abzinsfaktoren einen Korrelationskoeffizienten von + 1 auf-
weisen, haben ein identisches Wertverdnderungsverhalten . In diesem Fall existie-

ren keine Diversifikationseffekte.
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* Ein Korrelationskoeffizient von 0 bedeutet, dass die Wertverdnderungen zweier Po-
sitionen unabhdngig voneinander sind. Folglich ist eine Risikoreduktion durch Di-

versifikation moglich.

* Ein Korrelationskoeffizient von —1 bedeutet vollstindig negative Korrelation. Die
Wertverdnderung einer Position bewegt sich immer in entgegengesetzter Richtung
zur Wertverdnderung der anderen Position. Es ergeben sich maximale Diversifika-

tionseffekte.

Wenn die Barwertverdnderungen aller zum Portefeuille gehdrenden Basisinstrumente nor-
malverteilt sind, ist auch die Portefeuille-Barwertverdnderung als Summe aller Barwert-
verdnderungen der Basisinstrumente normalverteilt. Einzelne eindimensionale Verteilun-
gen werden zu einer mehrdimensionalen Normalverteilung zusammengesetzt. In diesem
Fall wird zur Berechnung der Portefeuille-Volatilitit (Op) neben der Standardabweichung
jedes einzelnen Risikofaktors ein zusétzlicher Parameter fiir mehrdimensionale Verteilun-
gen bendtigt, die Kovarianz. Die Kovarianz ergibt sich aus der Multiplikation der Volatili-
titen der einzelnen Zerobond-Abzinsfaktoren (Risikofaktoren) und des Korrelationskoeffi-
zienten, der die Abhédngigkeit zwischen den Wertschwankungen der Zerobond-

Abzinsfaktoren zum Ausdruck bringt.

Da die Wertverdanderungen der Basisinstrumente in einem linearen Zusammenhang zu den
Wertverdnderungen der Risikofaktoren stehen, kann die Portefeuille-Volatilitdt mithilfe
einer standardisierten statistischen Methode berechnet werden. Die Formel zur Berechnung
der Portefeuille-Volatilitdt beriicksichtigt durch Einbeziehung des Korrelationskoeffizien-

ten die Diversifikationseffekte zwischen den einzelnen Risikofaktoren (vgl. Abbildung 12).
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B> Portefeuille-Volatilitit (a,):

n 2 2 n n
op = in Dji +20> ZB&iD(jB:OVij

i=1 i=1i<1

covjj =0 [6jKkjj | Kovarianz

> Portefeuille-Volatilitit (0,) fiir zwei Wertpapiere

op =\/xf b7 +x3. 063 +2 X Do 5 kp

e

Erfassung des
Risikoverbundes zwischen
den Wertpapieren iiber den

Korrelationskoeffizienten k, ,

Mit ithrem

Portefeuilleanteil
(x,) gewichtete
Volatilitit (g,) von
Wertpapier 1

Mit ihrem Portefeuilleanteil (x,)
gewichtete Volatilitit (0,) von
Wertpapier 2

Abbildung 12: Formel zur Berechnung der Portefeuille-Volatilitét

Unter dem Portefeuille-Anteil x; ist im Sinne der VaR-Berechnung fiir Zinstitel der Bar-
wert einer Zinsposition im Portefeuille zu verstehen. In Fortsetzung des Beispiels aus Ab-
bildung 11 entspricht x; dem Barwert der 1-jdhrigen Nullkuponanleihe und x, dem Barwert
der 2-jdhrigen Nullkuponanleihe. Der Korrelationskoeffizient zwischen dem 1-jdhrigen
Zerobond-Abzinsfaktor und dem 2-jdhrigen Zerobond-Abzinsfaktor moge 0,8 betragen.
Somit ergibt sich eine Portefeuille-Volatilitdt von 110,18 EUR. Der Portefeuille-VaR bei
der gewliinschten Aussagesicherheit von 95% und unter Beriicksichtigung der Diversifika-

tionseffekte betragt 181,80 EUR (vgl. Abbildung 13).
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> Berechnung der Portefeuille-Volatilitit

2 2 2

op = 10.000° [0,5%" +9.431,107 [0,7%~ + _ -
2010.000 9.431,10 [0,7% [0,5% (0,8
P> Portefeuille-Value at Risk bei einem Konfidenzniveau von 95 %

B> Diversifikationseffekt o0 1143 _ 5030,

191,43

Abbildung 13: Berechnung des VaR mit Diversifikationseffekten

Durch die Beriicksichtigung der Diversifikationseffekte im Portefeuille l4sst sich der Porte-
feuille-VaR um 5,03% reduzieren. Der Korrelationskoeffizient von 0,8 bedeutet, dass einer
der beiden Zerobond-Abzinsfaktoren jedes Mal nur 80% der Wertverdnderung des anderen
Zerobond-Abzinsfaktors mitmacht. Da aufgrund der Laufzeiteffekte die lingeren Zero-
bond-Abzinsfaktoren stirkere Wertschwankungen als die kiirzeren Zerobond-
Abzinsfaktoren aufweisen, schldgt sich eine Wertverdnderung des 2-jdhrigen Zerobond-
Abzinsfaktors nur zu 80% als Wertverdnderung beim 1-jdhrigen Zerobond-Abzinsfaktor
nieder. Ein Korrelationskoeffizient kleiner als 0,8 hétte einen noch geringeren Risikover-
bund und somit eine noch stirkere Risikodiversifikation zur Folge. Bei einem Korrelati-
onskoeffizienten von 0,5 ergibt sich beispielsweise ein VaR von 166,30 EUR. Folglich

wird ein Risikodiversifikationseffekt von 13,13% erzielt.

Alternativ lasst sich die VaR-Berechnung fiir Portefeuilles auch so durchfiihren, dass die
Volatilititen der Risikofaktoren bereits vor dem Einsetzen in die Formel aus Abbildung 12
gemill der gewiinschten Aussagesicherheit skaliert werden. Das Ergebnis der Addition
aller Komponenten unter dem Wurzel ist dann nicht mehr die Portefeuille-Volatilitit, son-
dern direkt der VaR. Im Fall eines Portefeuilles, das nur aus zwei Laufzeitbdndern besteht,
ergibt sich in Analogie zur Berechnung der Portefeuille-Volatilitit die in Abbildung 14
erlduterte Formel fiir den Portefeuille-VaR.
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P> Portefeuille-Value at Risk

VaRp = \/VaR% +VaR3 +2VaRy VaR ky 5

Erfassung des Risikoverbundes
zwischen den Laufzeitbdndern 1 und 2
tiber den Korrelationskoeffizienten k; ,

Value at Risk im Value at Risk im
Laufzeitband 1 Laufzeitband 2

Abbildung 14: Portefeuille-VaR

Die Wirkung des Korrelationskoeffizienten auf die Risikodiversifikation kann mithilfe des
TriRisk-Konzeptes sehr anschaulich dargestellt werden. (Fuflnote: Vgl. Schulte-Mattler/
Tysiak 1999) Bei der Betrachtung des Satzes von Pythagoras lisst sich eine Ahnlichkeit
mit der soeben vorgestellten Formel zur Berechnung des Portefeuille-VaR feststellen (vgl.

Abbildung 15).

> Satz von Pythagoras

c? =a?+b% -2@[D [Eos B

> Portefeuille-VaR

5 =VaR{ +VaR} +2[VaR; [VaR (ki 5

> k1,2 =—cosfp = P =arcc0s(—k1’2)

VaR

Abbildung 15: TriRisk-Konzept

Grafisch ldsst sich die Formel zur Berechnung des Portefeuille-VaR wie folgt interpretie-

ren: Die Liangen der Katheten bilden die Einzel-VaR (VaR in den einzelnen Laufzeitbédn-
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dern) ab und die Linge der Hypotenuse stellt den Portefeuille-VaR dar. Der Korrelations-
koeffizient zwischen den Einzel-VaR der Nullkuponanleihen kann in den Winkel zwischen
den zwei Katheten des pythagoreischen Dreiecks umgerechnet werden. Fiir den Korrelati-
onskoeffizienten von 0,8 betragt der Winkel [3 143,13°. Mithilfe eines Dreiecks ldsst sich
der Portefeuille-VaR als Ergebnis der Zusammenlegung der zwei Einzel-VaR unter Be-
riicksichtigung der Risikodiversifikationseffekte veranschaulichen (vgl. Abbildung 16).
Dabei wird der Diversifikationseffekt durch den Korrelationskoeffizienten, und der wie-

derum durch den Winkel 3 abgebildet.

VaR, = \/VaRlz + VaR% +2[VaR VaR [kq 2

- \/82,50 2,108,93 2+282,50 (108,93 [D,8

= 181,80 EUR

VaR, = 82,50 EUR

Abbildung 16: Veranschaulichung des diversifizierten VaR mithilfe von TriRisk

Die Wirkung verschiedener Risikoverbundeffekte ldsst sich mit dem TriRisk-Konzept gra-
fisch leicht nachvollziehen. Die Verringerung des Korrelationskoeffizienten hat einen klei-
neren Winkel zwischen den Einzel-VaR zur Folge. Damit wird der Abstand zwischen den
Einzel-VaR und somit auch der Portefeuille-VaR kleiner. Bei einer vollstindig negativen
Korrelation (Korrelationskoeffizient von —1) liegen die Einzel-VaR genau iibereinander, so
dass der Portefeuille-VaR den geringst moglichen Wert aufweist. In Abbildung 17 wird die
Wirkung eines Korrelationskoeffizienten von 0,5 gegeniiber dem urspriinglichen Wert von

0,8 veranschaulicht.
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Portefeuille-VaR
wird durch stirkeren
Risikoverbundeffekt
reduziert!

VaR, = 82,50 EUR
Abbildung 17: Visualisierung des Portefeuille-VaR bei k = 0,5

2. Berechnung des Value at Risk fiir komplexe Portefeuilles

Die bereits vorgestellte allgemeine Formel zur Berechnung der Portefeuille-Volatilitdt
konnte im Falle von nur zwei Risikofaktoren zu einer Gleichung vereinfacht werden, die
dem Anwender eine iibersichtliche Darstellung aller Komponenten bietet (vgl. Abbildung
12). Die Notwendigkeit einer verschachtelten Summenbildung wird dadurch vermieden.
Sofern Portefeuilles aber mehr als zwei Laufzeitbdnder aufweisen, wird die VaR-
Berechnung durch die Beriicksichtigung mehrerer Kovarianzen erheblich komplexer. Hier

hilft die Matrixdarstellung, die Ubersichtlichkeit zu behalten (vgl. Abbildung 18).
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P> Portefeuille-Volatilitit

612 N covi .
X2
op = (X15X2,...,xn)[]
2 X
covp ] COVpp o2 ,

I~

Transponente des Barwert-Vektors (X )

Vektor mit Barwerten ( X)
in einzelnen Laufzeitbidndern

Kovarianz-Matrix (COV ) erfasst die Risikoverbundeffekte

P> Portefeuille-Value at Risk
VaRp = (x' tov [X)[Z

Abbildung 18: Formel zur Berechnung des diversifizierten VaR in Matrixdarstellung

Die Kovarianz-Matrix (cov) fasst die Volatilititen und Kovarianzen der Zerobond-
Abzinsfaktoren zusammen. Alle hier notwendigen Informationen (Volatilititen und Kova-
rianzen) konnen wie auch die librigen Marktdaten von externen Anbietern abgerufen wer-

den, so dass sich die VaR-Berechnungen erheblich vereinfachen lésst.

Die Verwendung der Kovarianz-Matrix fiir die VaR-Berechnung verdeutlicht Abbildung
19 anhand des bereits vorgestellten Beispiel-Portefeuilles mit den zwei bekannten Anlei-
hen. Die Beispielrechnung zeigt die Ableitung der Kovarianz aus den Volatilitdten und
dem gemeinsamen Korrelationskoeffizienten und anschlieBend die VaR-Berechnung mit-

hilfe der Kovarianz-Matrix.
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covip =o1lsp [k  =0,7%100,5%[0,8
’ 1,2

=0,000028

|

0,000025 0,000028) {10.000,00
0,000028 0,000049 ) \ 9.431,10

N

2 2
0,50 % 0,70 %

op = \/ (10.000;9.431,10)

Abbildung 19: VaR-Berechnung mithilfe der Kovarianz-Matrix fiir zwei Anleihen

Abschliefend sei eine Beispielrechnung filir ein Portefeuille durchgefiihrt, das aus drei
Laufzeitbdndern besteht. Hierzu wird das bisher verwendete Portefeuille mit den zwei An-
leihen noch um eine 3-jdhrige Kuponanleihe erweitert. Die Kuponanleihe moge einen No-
minalzins von 6% haben und am Ende der Laufzeit zum Nominalwert von 10.000 EUR
getilgt werden. Die Zinszahlungen erfolgen jdhrlich. Die Anleihe generiert demnach im
ersten und zweiten Jahr einen Zinsertrag von 600 EUR sowie im dritten Jahr einen noch-

maligen Zinsertrag von 600 EUR plus die Kapitalriickzahlung von 10.000 EUR.
Der VaR wird beispielhaft fiir ein Konfidenzniveau von 95% und eine Haltedauer von 20

Tagen (1 Monat) bestimmt. Alle relevanten Marktdaten und die Berechnung des undiversi-

fizierten VaR werden in Abbildung 20 dargestellt.
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Laufzeit 1 2 3 1-J 2-J 3-J
Zins 5,00 % 5,50 % 5,70 % 1-J-ZB-AF 1 0,8 0,6
7ZB-AF 0,9524 0,8982 0,8463 2-]-ZB-AF 0,8 1 0,7
20-Tage-Volatilitit 0,50 % 0,70 % 0,85 % 3-J-ZB-AF 0,6 0,7 1
Laufzeit- 1-J Nullku- 5%-Anleihe 6%-Anleihe e Undiversifi-
band ponanleihe mit 2 JRLZ mit 3 JRLZ Cash-Flow-Barwerte Volatilitat zierter VaR g5,
@=[(+2)+(3)] (6)=(5)*(4)-
) (1) @ ©) ZB-AF(0,L7) ®) 1,65
1 10.000 500 600 10.571,64 0,50 % 87,22
2 10.000 600 9.520,92 0,70 % 109,97
3 10.600 8.970,78 0,85 % 125,82

Abbildung 20: Undiversifizierter VaR fiir das Beispiel-Portefeuille mit 3 Anleihen

In Abbildung 21 ist abschliefend die Berechnung des diversifizierten VaR mithilfe der

Kovarianz-Matrix und der daraus resultierende Diversifikationseffekt dargestellt.

| 23 3
2 -4
1-J-ZB-AF op | coVip| covi3| covyy =covyy =0y Ok o Dby =0,5% 0,8 0,7% =28 010
2 -
2-J-ZB-AF C0V2’1 ) C0V2’3 COV1’3 = COV3’1 =01 l:kl,?) Eb3 =0,5% 0,6 [0,85% = 25,500 4
2 -
SHZBAE T covz | cov3o | o3 covy 3 =covsy =0y ko3 (b3 = 0,7% (07 [0.85% = 41,6500 "
4 2 4 2 4

67 =05%% 22500 Y103 = 0.7% =4900 103 = 0.85%° = 72,2500

4 4

250074 28m07% 255000

B op= [x0 28007 49m07F 4165007 |x
25,500°% 41,65007% 7225007 10.571.64
x =] 9.520,92
8.970,78

x' = (10.571,64; 3.520,92; 8.970,78)

P> VaR3s50, =+/x' [bov (x (2 =175,04 1,65 = | 288,81 EUR

288,81 -323,01

> Diversifikationseffekt: ————— = | =10,59 %
323,01

Abbildung 21: Diversifizierter VaR fiir das Beispiel-Portefeuille mit 3 Anleihen

Der diversifizierte VaR ist die zentrale Steuerungsgrofe flir das barwertige Zinsrisiko auf

Gesamtbankebene. Mit dem Value at Risk-Ansatz werden Risikoverbundeffekte zwischen
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einzelnen Risikofaktoren in einem Portefeuille beriicksichtigt. Somit wird es moglich, das
gesamte Zinsrisiko einer Bank in einer einzigen Kennzahl zu erfassen. Das schafft Risiko-
transparenz und ist die Voraussetzung fiir wirkungsvolle MafBlnahmen zur Risikovermei-
dung resp. Risikoiibernahme. Das statistische Fundament des Value at Risk ermdglicht
dabei eine Risikoeinschitzung, die frei ist von subjektiven Annahmen iiber die zukiinftige
Entwicklung der relevanten Risikofaktoren und fiihrt so zu einer breiten Akzeptanz sowohl
fiir die interne Risikomessung als auch fiir externe Risikomessung im Rahmen der auf-

sichtsrechtlichen Eigenmittelunterlegung.
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