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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Die Ermittlung des Value-at-Risk eines Finanzportefeuilles, also jenes Anteils am Porte-
feuillewert, der nach Ablauf einer bestimmten Haltedauer sozusagen ,dem Risiko ausge-
setzt ist”, ist zum festen Bestandteil des modernen Risikomanagements geworden. Der
Value-at-Risk ist - vereinfachend ausgedriickt - ein extremes Quantil der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Portefeuillewertverinderung. Das grundsétzliche Problem besteht
darin, aus relativ wenigen extremen Realisationen (den sogenannten Ausreiffern) eine zu-
friedenstellende Schétzung des gesuchten Quantils herbeizufithren. Wenn sich das gesuchte
Quantil in der Nihe des Stichprobenmaximums befindet oder sogar dariiber liegt, stellen
die herkémmlichen parametrischen und nonparametrischen Ermittlungsansitze nachweis-
lich keine gute Wahl dar.

Neben dem Value-at-Risk ist fiir Investoren insbesondere der Shortfall-Risk interessant.
Der Shortfall-Risk ist jener Wertverlust, der im Falle der Uberschreitung des Value-at-
Risk zu erwarten ist. Es handelt sich quasi um das Risiko ,jenseits des Value-at-Risk”.
Dem Shortfall-Risk wird in der Literatur zu wenig Aufmerksamkeit geschenkt, obwohl
dieses Konzept eine hilfreiche Erweiterung des Value-at-Risk-Konzeptes darstellt. Eine
eingehende Erlduterung dieses Portefeuillerisikomafles ist daher notwendig.

Aus pragmatischen Griinden wurzelt die klassische Value-at-Risk-Theorie in der Nor-
malverteilungshypothese beziiglich der (logarithmierten) Portefeuillewertverinderungen.
Diese vereinfachende Annahme besitzt gravierende Nachteile. Auf die absoluten Porte-
feuillewertverdnderungen bezogen, impliziert die Normalverteilungsannahme eine positive
Wahrscheinlichkeit fiir einen negativen Portefeuillewert. Unter bestimmten und sehr all-
gemeinen Voraussetzungen beziiglich der Portefeuillekomponenten kann dieses Szenario
jedoch von vorne herein ausgeschloffen werden, womit das Normalverteilungsmodell, zu-
mindest was die Modellierung extremer Wertverluste anbetrifft, nicht applikabel ist.

Bezieht man die Normalverteilungsannahme hingegen auf die logarithmierten Portefeuille-
wertverdnderungen, also auf die sogenannten Logrenditen, so widerspricht man damit der
bekannten Tatsache, dafl empirische Verteilungen der Logrenditen von Finanzportefeuil-
les regelméfBig leptokurtische Formen aufweisen. Logrenditeverteilungen sind also stérker
gewdlbt und besitzen insbesondere breitere Flanken (Fat Tails) als eine Normalverteilung.
Wird eine Normalverteilung an das empirisch ermittelte Datenmaterial angepafit, miissen
unweigerlich alle extremen Realisationen ausgeklammert werden, was zu einer ernsthaften
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Unterschiétzung des Value-at-Risk fiithren kann. Will man nicht den parametrischen Bo-
den unter den Fiiflen verlieren, ist man also gezwungen, auf Verteilungsmodelle mit Fat
Tails zuriickzugreifen. Nun existiert aber eine ganze Bandbreite parametrischer Modelle
sowohl fiir die Randverteilung der Logrendite', als auch fiir den stochastischen Verlauf
des logarithmierten Portefeuillewertes®. In jedem Fall sollte der parametrische Fit mog-
lichst gut die realisierte linke Flanke abdecken, was das Auffinden eines auflerordentlich
yrealitdtsnahen” Verteilungsmodells erfordert.

Im Prinzip kénnte man stattdessen versuchen, den Value-at-Risk auf nonparametrische
Weise ausfindig zu machen. Damit miissten keine Annahmen iiber die Randverteilung der
Logrendite getroffen werden. Dieser Ansatz wiire also robust im Hinblick auf eine Fehlein-
schiitzung des ,,wirklichen” Bildungsgesetzes von Logrenditen. Der wesentliche Nachteil
nonparametrischer Methoden ist jedoch, dafl zuverlifige Quantilschiitzungen lediglich im
hochfrequentierten Bereich der Verteilung vorgenommen werden kénnen; bei der Schiit-
zung extremer Quantile ist man hingegen auf das realisierte Stichprobenmaximum bzw.
-minimum angewiesen. Der nonparametrische Ansatz birgt also ebenfalls die Gefahr einer
starken Unterschitzung des Value-at-Risk.

Um die Stylized Facts der empirischen Kapitalmarktforschung® - womit u.a. Leptokurtosis
und Fat Tails gemeint sind - nicht einfach zu ignorieren, bietet sich folglich ein semiparame-
trischer Mittelweg an. Das bedeutet, man akzeptiert auf der einen Seite die Stylized Facts
und sucht auf der anderen Seite im Rahmen dieser Erkenntnis nach geeigneten Methoden,
den Value-at-Risk ohne Riickgriff auf ein konkretes Verteilungsmodell zu ermitteln. Da-
mit wird - im Gegensatz zum parametrischen Ansatz - nicht das Ziel verfolgt, die gesamte
Randverteilung der Logrendite zu bestimmen, sondern lediglich die Verteilung extremer
Realisationen. Die vorliegende Arbeit befait sich mit der semiparametrischen Ermittlung
des Value-at-Risk bzw. des Shortfall-Risk auf der Grundlage zentraler Erkenntnisse der
Extremwerttheorie.

Neben der Normalverteilungshypothese basiert die herkommliche Ermittlung des Value-
at-Risk weiterhin auf der Annahme, daf} die absoluten Portefeuillewertveréinderungen sta-
tiondr und stochastisch unabhéingig sind, m.a.W., daf§ der Portefeuillewert einem Random
Walk folgt. Diese Primisse kann jedoch - dhnlich wie die Normalverteilungshypothese
beziiglich der absoluten Portefeuillewertverinderungen - mit Mitteln der Wahrscheinlich-
keitstheorie widerlegt werden, ohne konkrete Annahmen iiber den Preisbildungsmecha-
nismus auf den Finanzmérkten zu treffen. Dagegen lifit sich zeigen, daf3 die Random-
Walk-Hypothese beziiglich des logarithmierten Wertverlaufs zumindest nicht aus wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Griinden abgelehnt werden muf}. Sie kann dann jedoch mit
dem Hinweis auf die Existenz von Volatilitdtsclustern innerhalb von Finanzzeitreihen kri-
tisiert werden. Dieses Phénomen 148t sich mit bedingt heteroskedastischen Modellen fiir
die Entwicklung der Logrendite erkliren, was den angenehmen Nebeneffekt hat, dafl man
damit zugleich eine theoretische Basis fiir die beobachteten Fat Tails in den Randvertei-
lungen von Logrenditen konstruieren kann. Allerdings bedeutet die Verwendung bedingt
heteroskedastischer Modelle zugleich die Aufgabe der Unabhéngigkeitsannahme. Vor die-
sem Hintergrund scheint eine - im Vergleich zur klassischen Theorie - strengere Definition

'Exemplarisch seien an dieser Stelle die stabile Verteilungsfamilie von Mandelbrot und Fama, die hy-
perbolische Verteilung von Eberlein und Keller sowie die gemischte Normalverteilung erwihnt.

’Das bekannteste Modell in diesem Zusammenhang ist das ARCH-Modell von Engle bzw. das allge-
meinere GARCH-Modell von Bollerslev.

3Vgl. z.B. Bera/Higgins [4], S. 306, Eberlein/Keller [14], S. 6, Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16],
S. 406 und Schmid/Trede [62], S. 23.
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des Value-at-Risk-Begriffs notwendig zu sein, d.h. es sollte eine Unterscheidung zwischen
bedingten und unbedingten Portefeuillerisikomafen vorgenommen werden.*

1.2 Struktur der vorliegenden Arbeit

In Kapitel 2 wird der Begriff des Finanzportefeuilles kurz erldutert und dargelegt, welche
Portefeuillebestandteile im Rahmen dieser Arbeit beriicksichtigt werden kénnen. Dariiber
hinaus erfolgt eine Aufzéhlung der finanziellen Risiken, denen ein solches Portefeuille aus-
gesetzt ist und es wird darauf hingewiesen, dafi das Value-at-Risk-Konzept lediglich das
Marktrisiko erfaflt.

Die angesprochenen Nachteile der Normalverteilungshypothese werden sukzessive in den
Kapiteln 3 und 6 erortert. Weiterhin wird in Kapitel 3 die Random-Walk-Hypothese
diskutiert, wobei vorher das benotigte wahrscheinlichkeitstheoretische Fundament gelegt
wird.

Die in Kapitel 3 eingefiihrten wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe werden in Kapitel
4 zur formalen Definition des bedingten und des unbedingten Value-at-Risk verwendet.
Mit dem gleichen Instrumentarium wird anschlieSend der Shortfall-Risk definiert.

Die Grundlagen der Extremwerttheorie werden in Kapitel 5 dargelegt. Behandelt wer-
den die beiden elementaren Konvergenzsitze von FISHER-TIPPETT und von PICKANDS-
BALKEMA-DE-HAAN. Der erste beschreibt die Konvergenz standardisierter Stichproben-
maxima gegen die verallgemeinerte Extremwertverteilung®, der zweite beschreibt die Kon-
vergenz diverser ExzeBverteilungen gegen die verallgemeinerte Pareto-VerteilungS. Die
Konvergenzsitze sind praktisch fiir alle bekannten Verteilungsfamilien giiltig. Eine zen-
trale Erkenntnis der Extremwerttheorie ist, dafl aus dem Konvergenzverhalten des stan-
dardisierten Stichprobenmaximums einer Verteilungsfamilie ein reeller Gestaltparameter
¢ resultiert, der eindeutig angibt, ob die entsprechende Verteilungsfamilie fat- /long-tailed
(€ > 0), medium-tailed (£ =0) oder short-tailed (£ < 0) ist. In Abh#ngigkeit von dem
Gestaltparameter konvergiert das standardisierte Stichprobenmaximum gegen einen be-
stimmten ,, Anziehungsbereich””, wobei der Verlauf der sogenannten EzzefSmittelwertfunk-
tion eine besondere Rolle spielt. Dariiber hinaus wird gezeigt, wie der MDA einer Ver-
teilungsfunktion auf analytischem Wege ermittelt werden kann. Zum Schluf} des Kapitels
wird der Zusammenhang zwischen dem MDA und der Existenz endlicher Momente erldu-
tert.

In Kapitel 6 erfolgt eine Darstellung der konventionellen parametrischen und nonparame-
trischen Ansitze zur Ermittlung des Value-at-Risk, wobei der multivariate Ansatz mittels
Risikoparametern kurz erléutert wird.

In den Kapiteln 7 und 8 wird die Peaks-Qver-Threshold-(POT-)Methode zur Ermittlung
des Value-at-Risk und des Shortfall-Risk eingehend erldutert und anhand der in Kapitel 5
gewonnenen Erkenntnisse motiviert. Dabei wird die empirische ExzeBmittelwertfunktion
diskutiert und auf die besondere Rolle des daraus abgeleiteten Mean-Ezxcess-(ME-) Plots

“Diese Unterscheidung weicht vom herkémmlichen Value-at-Risk-Konzept ab und findet erst seit relativ
kurzer Zeit Anklang. Vgl. z.B. Barone-Adesi/Giannopoulos [2], Engle/Manganelli [20], Huschens [34],
McNeil [46], McNeil/Frey [47] und Ormoneit/Neuneier [51].

"Engl.: Generalized Extreme Value Distribution (GEV).

SEngl.: Generalized Pareto Distribution (GPD).

"Engl.: Maximum Domain of Attraction (MDA).
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hingewiesen. Anhand des ME-Plots einer Logrenditezeitreihe 148t sich die Fat-Tails-
Hypothese auf explorative Art und Weise verifizieren. Zum Vergleich findet man in An-
hang A einige simulierte ME-Plots einfach normalverteilter, gemischt normalverteilter und
stabilverteilter Logrenditen. Dariiber hinaus ist der ME-Plot das zentrale explorative In-
strument zur Unterscheidung ,,extremer” Realisationen von ,gewthnlichen” Realisationen,
indem es die Festlegung einer kritischen Schwelle erlaubt. In Kapitel 8 wird aulerdem
gezeigt, warum man bei der Berechnung des Shortfall-Risk auf bestimmte analytische
Methoden verzichten mufl und es wird nachgewiesen, dafl der Shortfall-Risk quantifiziert
werden kann, obwohl eine geschloffene mathematische Lésung nicht existiert.

Eine Darstellung der diversen Schitzmethoden fiir den Gestaltparameter £ erfolgt in Kapi-
tel 9. Es lassen sich drei Ermittlungsanséitze unterscheiden: Die semiparametrische Ermitt-
lung von £ auf der Grundlage von Upper-Order-Statistics, seine parametrische Ermittlung
auf der Grundlage der GEV (Blockmaxima-Ansatz) und die simultane parametrische Er-
mittlung von £ und o (dem Skalenparameter der verallgemeinerten Pareto-Verteilung) auf
der Grundlage der verallgemeinerten Pareto-Verteilung (POT-Ansatz). Der Schwerpunkt
des Kapitels liegt auf der Maximum-Likelihood-Methode und der Methode der wahrschein-
lichkeitsgewichteten Momente im Rahmen des POT-Ansatzes, um auf die in den Kapiteln
7 und 8 gewonnenen Ergebnisse zuriickgreifen zu kénnen.

Obwohl die Kernaussagen eines jeden Kapitels bereits anhand der historischen Verldufe
des Dow Jones Industrial Index und des DAX belegt werden, erfolgt in Kapitel 10 eine
Fallstudie, in der die Berechnung des Value-at-Risk und des Shortfall-Risk exemplarisch
vorgefiihrt wird.

Kapitel 11 beinhaltet einen Giitevergleich der in Kapitel 6 dargestellten Value-at-Risk-
Ermittlungsansétze. Zu diesem Zweck wurde auf die Annahme stabilverteilter Logrenditen
zuriickgegriffen. Die von MANDELBROT und FAMA eingefiihrte a-stabile Verteilungsfamilie
eignet sich besonders gut, um Fat Tails mit beliebiger Ausprigung zu modellieren. Auf der
Grundlage einer vorgegebenen stabilen Verteilungsfunktion wurden jeweils 100000 Value-
at-Risk-Schitzungen mit einer parametrischen, einer nonparametrischen und der semipa-
rametrischen POT-Methode simuliert und anschlieflend Mean-Squared-Error und Bias der
jeweiligen Methode berechnet. Auf diese Weise konnten verschiedene Konstellationen von
Fat Tails und vorhandenem Stichprobenumfang simuliert werden. Nach einer kurzen Er-
lduterung der grundlegenden Eigenschaften stabiler Verteilungen werden die Ergebnisse
der Simulation analysiert. Eine tabellarische Darstellung der Simulationsergebnisse findet
man in Anhang B.

SchlieBlich erfolgt eine Uberpriifung des MDA aller DAX-Werte, wobei die Fat-Tails-
Hypothese auf einem Signifikanzniveau von 5% untersucht wird.® Die ermittelten Er-
gebnisse werden in Anhang C dargestellt.

8Die in der vorliegenden Arbeit sowohl fiir alle Beispiele, als auch fiir die Fallstudie und den Hypothe-
sentest verwendeten historischen Kursverldufe stammen von B&W Investment Research und kénnen im
WWW unter [11] abgerufen werden.



Kapitel 2

Risiken von Finanzportefeuilles

2.1 Portefeuillebestandteile

Ein Finanzportefeuille! ist ein Biindel diverser Finanzanlageobjekte, also Wertpapiere und
sonstiger Finanztitel:

Aktien und Aktienindexzertifikate,

Fondanteile (z.B. an Aktien-, Renten- und Immobilienfonds),

Devisen (= ausléndisches Sichtguthaben), inlindisches Sichtguthaben sowie Bargeld,
Tages- und Termingelder,

Unverbriefte Kredite an Unternehmen und private Haushalte,

A R

Anleihen, z.B. Bundesschatzbriefe und -obligationen, Inhaber-Schuldverschreibun-
gen, etc.,

7. Edelmetalle, Immobilien und Sachgiiter, sofern diese eine Finanzanlagefunktion er-
fiillen,

8. Derivative Finanzinstrumente, d.h. bedingte Terminkontrakte (= Optionen) und
unbedingte Terminkontrakte (= Forwards, Futures und Swaps),

9. Sonstige Vertrige, z.B. Mischformen der oben genannten Kontrakte (etwa Genuf-
scheine, Optionsanleihen und Wandelschuldverschreibungen), individuelle Verein-
barungen?, etc.

Man unterscheidet generell origindire und derivative Finanztitel. Origindre Finanztitel
(sogenannte Finanzierungstitel) sind z.B. Aktien und Anleihen. Es handelt sich also um
Finanzinstrumente, die einen Fundamentalwert besitzen, d.h. erst bei dauerhafter Insol-
venz des Emittenten wertlos werden.?

Exkurs. Finanzierungstitel stammen von einem Emittenten ab, der durch die Emis-
sion der Wertpapiere bestimmte Investitionsprojekte finanzieren mochte. Im Gegenzug
verpflichtet sich der Emittent gegeniiber dem Glaubiger (im Falle der Fremdkapitalfinan-
zierung) bzw. dem Eigentiimer (im Falle der Eigenkapitalfinanzierung), nicht nur den

"Wird im folgenden kurz als Portefeuille bezeichnet.
?Sogenannte ,,Over-The-Counter”-(OTC-)Kontrakte.
3Insofern besitzen auch Wihrungen und Edelmetalle i.w.S. einen Fundamentalwert.
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eingezahlten Betrag im Zeitablauf zu amortisieren, sondern ihn dariiber hinaus fiir sei-
nen Konsumverzicht und die Ubernahme von Risiken zu entschiidigen. Die Zahlungs-
modalitéit bestimmt hierbei die Vertragsform, m.a.W. die rechtliche Ausgestaltung des
Wertpapiers. O
Derivative Finanztitel (sogenannte Derivate) besitzen hingegen keinen Fundamentalwert.
Der Zahlungsanspruch bzw. die Zahlungsschuld und somit auch der Preis eines derivativen
Finanzinstruments leiten sich lediglich aus dem Preis eines bereits bestehenden Finanzti-
tels (dem sogenannten Basisobjekt) ab. Derivate dienen hauptsichlich dem Hedging?(=

Risikokompensation) und der Spekulation (= Risikoiibernahme) und besitzen folgende
Charakteristika:

1. Derivate besitzen einen Verfalltag und einen Referenzwert.”

2. Der Marktwert des Derivats kann am Verfalltag Null® (im Falle bedingter Termin-
kontrakte) oder sogar negativ’ sein (im Falle unbedingter Terminkontrakte).

Das bedeutet jedoch nicht, dafl origindre Finanztitel keinen Verfalltag und Referenzwert
aufweisen konnen. Im Gegenteil: Praktisch alle gehandelten Anleihen besitzen ein Til-
gungsdatum, d.h. einen Zeitpunkt, an dem der Emittent den Nominalwert der Anleihe an
die Glaubiger zuriickzahlt.

Es sei noch bemerkt, dafl simtliche aus einem Kapitalvermogen resultierende Erlose - also
nicht nur Verkaufserlése - in die Gewinn- und Verlustrechnung des Investors einflieflen
miissen. Dividendenzahlungen, Kuponzahlungen, Bezugsrechtserlose, etc. werden also bei
der Ermittlung der Portefeuillewertveridnderung explizit beriicksichtigt. Es wird dabei an-
genommen, daf} die Erlose unverziiglich in das jeweilige Anlageobjekt reinvestiert werden.
Rein buchhalterische Effekte, etwa im Zuge einer Kapitalerhhung aus Riicklagen, eines
Notizwechsels oder eines Aktiensplittings, sind hingegen nicht zahlungswirksam, sondern
wirken sich lediglich auf die Anzahl der Portefeuillekomponenten aus, nicht jedoch auf
den Portefeuillewert selbst. Diese ,,Grundregeln” miissen selbstverstindlich auch bei der
Ermittlung von Finanzzeitreihen beachtet werden.®

2.2 Risikoformen

In einem Portefeuille manifestieren sich verschiedene finanzielle Risiken. Sie lassen sich
nach ihrem Ursprung folgendermafen unterscheiden:’

1. Marktrisiko!?

Das Marktrisiko besteht in der Gefahr von Verlusten durch Marktwertveranderun-
gen.

"Hedging bedeutet, daff ein bestehendes oder antizipiertes unsicheres Kassageschift temporir durch
ein gegenlidufiges Termingeschift abgesichert wird. Vermeintliche Verluste aus dem Kassageschift werden
damit durch entsprechende Gewinne aus dem Termingeschéift kompensiert, et vice versa.

>Je nach Art des Termingeschifts kann es sich dabei um einen Ausiibungspreis, Futurepreis, Zinssatz
etc. handeln.

®Im Gegensatz zu Fundamentalanlagen ist der Totalverlust durchaus kein Ausnahmefall, sondern iibli-
cher Bestandteil des Risikos von Termingeschiften.

"Damit ist eine Schuld gemeint.

8Zur Technik der Bereinigung von Finanzzeitreihen siehe z.B. Schmid/Trede [62], S. 10.

®Vgl. Jorion [36], S. 14ff und Read [55], S. 4.

"Engl.: Market Risk.
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2. Insolvenzrisiko!!

Das Insolvenzrisiko besteht in der Gefahr der Zahlungsunfihigkeit oder -unwilligkeit
eines Schuldners, sofern lediglich vertraglich fixierte Zahlungsanspriiche betroffen
sind.!?

3. Liquiditéitsrisiko!®

Liquiditétsrisiken bestehen in der Gefahr, dafl eine Transaktion aufgrund eines feh-
lenden Transaktionspartners (also fehlender Liquiditiit) unterbleiben oder zu unfai-
ren Konditionen (d.h. nicht zum eigentlichen Marktwert) zustande kommen muf.!*

4. Betriebsrisiko!®

Betriebsrisiken resultieren aus der Gefahr menschlichen Fehlverhaltens und techni-
schen Versagens wiihrend des Handelsbetriebs auf den Finanzmérkten.

5. Rechtsrisiko!6

Beschreibt die Gefahr, daf eine vorgesehene Transaktion aufgrund rechtlicher Ver-
sinderungen nicht zustande kommen kann bzw. eine unvorhergesehene Transaktion
zustande kommen muf3.

Der Value-at-Risk (VaR) eines Finanzportefeuilles bezieht sich lediglich auf das Marktri-
siko.!” Daher konzentriert sich die vorliegende Arbeit lediglich auf solche Portefeuilles,
deren Komponenten ausschliellich dem Marktrisiko unterworfen sind. Dariiber hinaus
wird vorausgesetzt, dafl die Komponenten standardisiert sind, auf organisierten Finanz-
mérkten gehandelt werden'® und auBerdem keinen Verfalltag und Referenzwert aufweisen.
Damit beschriinkt sich der Fokus auf Aktien, Fondanteile'”, Devisen, Edelmetalle, Tages-
und Termingelder mit risikoloser Verzinsung sowie inléindisches Sichtguthaben und Bar-
geld. Davon sind lediglich Aktien, Fondanteile, Devisen und Edelmetalle risikobehaftet
und somit im Rahmen des Risikomanagements von Bedeutung.?’

Die Beschrinkung auf jene Teilmenge der origindren Finanztitel, welche keinen Verfall-
tag und Referenzwert aufweisen, kann folgendermaflen begriindet werden: Man benétigt
fiir die Berechnung des VaR die empirische Verteilungsfunktion der Wertverinderung des
betrachteten Portefeuilles. Diese wird zur Schétzung der theoretischen Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Wertveréinderung herangezogen, woraus der VaR abgeleitet wird. Mit
der empirischen Verteilungsfunktion miissen aber genau jene Finanztitel historisch erfafit
werden, welche dem betrachteten Portefeuille angehoren. Bei Finanztiteln, die einen Ver-
falltag und einen Referenzwert besitzen, spielt jedoch der Bewertungszeitpunkt respektive

"Engl.: Credit Risk. Das Insolvenzrisiko wird gelegentlich auch als (Adressen-)Ausfallrisiko, Bonitiits-
risiko, Kreditrisiko, etc. bezeichnet.

2Daher sind z.B. Dividendenzahlungen nicht dem Insolvenzrisiko ausgesetzt.

3Engl.: Liquidity Risk.

YT iquiditétsrisiken sind typischer Bestandteil unvollkommener Finanzmiirkte.

5Engl.: Operational Risk.

'Engl.: Legal Risk.

1"Vgl. Jorion [36], S. 14, Read [56], S. 1 und Zagst [66], S. 1.

'%Bei der Ermittlung des VaR greift man auf die historische Entwicklung der Preise der Portefeuil-
lekomponenten zuriick. Daher ist man auf eine einheitliche Preisfeststellung, m.a.W. auf organisierte
Finanzmérkte angewiesen. Zum Begriff des organisierten Finanzmarktes siehe Franke/Hax [25], S. 58ff.

9Ein Fondanteil ist ein Anteil an einem fremden Finanzportefeuille. Die erwihnten Voraussetzungen
miissen also strenggenommen auch fiir alle Komponenten des Fondvermégens gelten.

20Es handelt sich ausnahmslos um Finanztitel mit einem Fundamentalwert.
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die Restlaufzeit des Kontrakts eine mafigebliche Rolle. Die Restlaufzeit héingt jedoch vom
vertraglich festgelegten Verfalltag ab und ist somit ein vertragskonstituierendes Element.
Die durch den Zeitablauf bedingte Verdnderung der Restlaufzeit befristeter Kontrakte
innerhalb eines Portefeuilles fiihrt aus finanzwirtschaftlicher Hinsicht zu einer permanen-
ten Transformation dieser Kontrakte, bis sie sich am entsprechenden Verfalltag vollstén-
dig auflosen. Somit kann man zur Schitzung der theoretischen Verteilungsfunktion der
Wertverdnderung eines Portefeuilles, das teilweise aus Finanztiteln der betrachteten Ka-
tegorie zusammengesetzt ist, nicht auf die historische Wertentwicklung des Portefeuilles
zuriickgreifen. In der klassischen VaR-Theorie wird versucht, dieses Problem dadurch zu
umgehen, indem nicht auf die Portefeuillebestandteile selbst abgestellt wird, sondern auf
deren annahmegeméif stationéren Preisdeterminanten @i, yq,... ,¢,,, die als Risikofak-
toren bezeichnet werden. Mit ihrer Hilfe kann der Preis einer Portefeuillekomponenten
k als Funktion Py = Py (¢1, ¥, --- , ¢m) aller Risikofaktoren interpretiert werden, wobei
die Restlaufzeit als ,,degenerierter” Risikofaktor in die Bewertung einflieft. Der Porte-
feuillewert V = Zle ag Py ist somit ebenfalls eine Funktion der Risikofaktoren, wobei a
die Anzahl der Portefeuillekomponenten der Klasse k£ und K die Anzahl der vorhandenen
Klassen symbolisieren. An dieser Stelle mochte ich gerne auf die reichhaltige Literatur zur
konventionellen VaR-Ermittlung verweisen.?!

21Vgl. 2.B. Huschens [33], S. 5ff, Jorion [36], S. 185ff, Read [54], Read [56], S. 30ff und Zagst [66].



Kapitel 3

Portefeuillewert, Information und
Rendite

Die Berechnung des VaR basiert auf der Betrachtung von potentiellen Portefeuillewertver-
anderungen', also von in stochastischem Sinne méglichen Wertzuwiichsen? bzw. Wertver-
lusten® nach einer bestimmten Haltedauer. In der Literatur haben sich unterschiedliche
Ansitze zur Erfaung solcher Wertverénderungen etabliert, wobei man zwischen diskreten
und kontinuierlichen Ansétzen differenzieren kann.

3.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Im folgenden sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) vorgegeben. Der stochastische
Wertverlauf eines Portefeuilles wird mit Hilfe der Theorie stochastischer Prozefie model-
liert.

Definition 3.1.1 (Wertproze8) Ein Wertprozep ist ein stochastischer Prozeff® (Vi),ez
mit folgenden Eigenschaften

(3.1) P(V, <0) =0, VteZ
und
(3.2) P(Vy <v) >0, You>0,teZ.

0

"Der Begriff Wert wird im statistischen Sinne verwendet und bezeichnet damit die Summe der Markt-
preise aller Portefeuillekomponenten. Die kapitalmarkttheoretische Unterscheidung der beiden Begriffe
Preis und Wert (= Gleichgewichtspreis) wird im Rahmen dieser Arbeit nicht vorgenommen.

2Engl.: Profit.

3Engl.: Loss.

*Engl.: Target Horizon.

°Zum Begriff des stochastischen ProzeSes vgl. Fahrmeir/Kaufmann/Ost [21], S. 5, Fisz [24], S. 320f
und Malliaris/Brock [41], S. 32. Alle Definitionen implizieren die F-B%-Mefbarkeit von Vi, d.h. fiir jede
Borelmenge B € B” ist das entsprechende Ereignis V;~ (B) € F. Vgl. Billingsley [5], S. 182f.
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Die Parametermenge 7Z repriisentiere dquidistante Zeitpunkte auf der Zeitachse, z.B. die
Menge aller Borsenschliifle, d.h. es werden alle Wochenenden und Bérsenfeiertage aus der
physikalischen Zeitachse ,herausgefiltert”.

Man kann davon ausgehen, daf8 ein Portefeuille vollstéindig aus Kaufpositionen besteht.’
Short-Positionen - also Leerverkiiufe, die den Anleger zur kiinftigen Eindeckung mit be-
stimmten Wertpapieren zwingen wiirden - kénnen somit im ersten Schritt ausgeklammert
werden. Ein Portefeuille, das lediglich positive kiinftige Zahlungen (z.B. Verkaufserlose,
Dividenden, Bezugsrechtserlose, Zinsen, Tilgungsbetréige, etc.) beinhaltet, also dessen
Komponenten allesamt einen Fundamentalwert besitzen, mufl auf einem vollkommenen
Finanzmarkt” jedoch einen positiven Wert aufweisen. Andernfalls kénnten die Anleger
durch den Erwerb dieses Portefeuilles auf einfache Weise einen Arbitragegewinn erzielen.®
Daraus resultiert die konstituierende Bedingung (3.1) fiir Wertprozefie.

(s)

Um eventuelle Short-Positionen zu berticksichtigen, muf} lediglich der Wert V,**’ aller Leer-

@

verkaufspositionen vom Wert V' aller Kaufpositionen subtrahiert werden. Damit erhélt

man den Wert W; = V;(l) — Vt(s) des aggregierten Gesamtportefeuilles.’

Zunichst soll die wahrscheinlichkeitstheoretisch fundierte Argumentationsweise, welche
sich im Bereich der mathematischen Finanzmarkttheorie durchgesetzt hat,'” niher erliu-
tert werden.

Definition 3.1.2 Sei Z; :== o (V;, Vi—1,...) C F die von Vi, Vi_1,... generierte o-Alge-
bra.l1 O

Definition 3.1.3 P (Vi1 < z | Z}) sei eine nichtnegative, Zy-mefibare und P-integrierbare
Zufallsvariable, mit der fiir alle I € 7, die Gleichung

P[(W+1§x)ﬂf]:/P(W+1§x]It) iP, e RR
I

erfiillt ist.'? Dann ist P (Viy1 < x | ) die durch T; bedingte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Viy1 und man vereinbart

FV,5+1|Vt,Vt71,... (l‘) = FV,*,+1|It (l‘) =P (‘/t+1 g X | It) -

0

Mit Hilfe des Satzes von RADON-NIKODYM 148t sich zeigen, dafl eine Zufallsvariable im
Sinne der Definition 3.1.3 iiberhaupt existiert. Ferner sind je zwei Zufallsvariablen, die
obiges Kriterium erfiillen, mit Wahrscheinlichkeit Eins gleich,'® d.h. die durch Z; bedingte
Wabhrscheinlichkeitsverteilung ist im probabilistischen Sinne eindeutig definiert.

®Eine Kaufposition wird im englischen als Long-Position bezeichnet, wohingegen eine Leerverkaufspo-
sition als Short-Position bezeichnet wird.

"Zum Begriff des vollkommenen Finanzmarktes siche Franke/Hax [25], S. 361 und Kruschwitz [38], S.
40.

8Die skizzierte Situation stellt per definitionem eine Arbitragegelegenheit dar. Vgl. Franke/Hax [25],
S. 362 und Kruschwitz [38], S. 161f.

*(Wi),ez, ist jedoch kein WertprozeS.

""Vgl. 2z.B. Irle [35], Karatzas/Shreve [37] und Mikosch [49)].

Vgl Billingsley [5], S. 260 und Malliaris/Brock [41], S. 4.

12Vgl. Billingsley [5], S. 451 i.V.m. S. 443.

13ygl. Billingsley [5], S. 443.
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P (Viy1 < x| Z;) ordnet somit dem Ereignis (Vi1 < x) € F die bedingte Wahrscheinlich-
keit

P (%+1 S X | ‘/}, = Ut? ‘/},71 = Ut*l’ i ‘) = FVt+1\Vt:Ut7Vt—1:Ut—1,--- (ll)

zu, sobald die Realisation der Zeitreihe Vi, V;_1,... in Form von wv;,v;—1,... feststeht.
Die Kenntnis der realisierten Zeitreihe vs, v;_1, ... wird wahrscheinlichkeitstheoretisch da-
durch ausgedriickt, indem man sagt, dafl der Anleger gerade fiir jene Ereignisse aus Z;
bestimmen kann, ob sie realisiert wurden oder nicht,'* obgleich er jedoch nicht das rea-
lisierte Ergebnis w €  kennt.'> Damit kennt er jedoch zumindest die Realisation von
P (Vig1 <2 | Z;),'% d.h. er kann die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung des kiinftigen
Portefeuillewertes aus der bis dato realisierten Zeitreihe ableiten. 7Z; kann somit als die
in ¢ manifestierte Information iiber den zuriickliegenden Wertverlauf interpretiert werden.
Aufgrund von Z; 1 C Z; (V t € Z) ist Z; eine echte Verbesserung der Information Z;_; und
(Zt),cz symbolisiert damit den zeitlichen Informationszuflufl auf dem Finanzmarkt.

3.2 Renditedefinitionen

3.2.1 Diskreter Ansatz

Mit dem diskreten Ansatz wird die absolute Wertveréinderung AV, := V.41 — V; des Por-
tefeuilles betrachtet.'” Zwecks Berechnung des VaR zum Zeitpunkt ¢ interessiert sich ein
Anleger nicht nur fiir die Randverteilung des Zuwachses (Fay;, ), sondern vielmehr fiir die
durch Z; bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung Fay,v;,v;_,,.... Er stellt sich also die Fra-
ge nach dem Verteilungsgesetz der absoluten Wertverédnderung unter der Bedingung der
vorhandenen Information iiber die bis dato realisierten Portefeuillewerte.'®

AVi | Ty = (Vig1 — Vi) | Zy ist offenbar das Resultat einer Lagetransformation des beding-
ten Portefeuillewertes Vi1 | Z; mit dem (zum Zeitpunkt ¢ bereits realisierten) Lagepara-
meter —V;. Somit gehort die Verteilung von AV, | Z;, d.h. F, Av,|z, der Lagefamilie der
Verteilung von Vi1 | Z; an.

Eine Abwandlung des diskreten Ansatzes besteht in der Betrachtung der relativen Wert-
verinderung AV;/V, | T;. Ry := AV;/V, wird als Rendite bezeichnet.! Damit gilt
Vit1|Ze = Vi (1 + Rt) | Zy. Man kann Ry | Z; somit als stochastischen Zinssatz einer einma-
ligen Verzinsung des (zum Zeitpunkt ¢ bereits realisierten) Startkapitals V; iiber den Zeit-
raum [t,t + 1] interpretieren. Ry | Z; resultiert aus einer Lage-Skalen-(LS-) Transformation
des bedingten Portefeuillepreises Vi1 | Z; mit dem Skalenparameter Vfl und dem Lage-
parameter —1:

Vig1 —

Vi _
Ry | T = i L=V Vi - 1| T

"vgl. Billingsley [5], S. 450.

“Die vorliegende Arbeit unterstellt laut Definition 3.1.1 unendliche WertprozeBe. Somit wird der Anleger
niemals den vollstéindigen Pfad des stochastischen Prozefles erfahren und damit auch nicht die Kenntnis
iiber das realisierte Elementarereignis erlangen.

16Man beachte, daB Fy, viviey,... () = P (Viya < o | It) eine Zy-meBbare Zufallsvariable ist, wihrend
Fy,  \Vi=o Vi _1=vi 1. (z) ihre Realisation darstellt.

'"Vgl. Jorion [36], S. 76 und Read [56], S. 7.

18y gl. McNeil [46], S. 1f. Die Frage nach der bedingten Verteilung des Zuwachses ergibt sich automatisch,
wenn man z.B. von einem autoregressiven Prozefl der Zuwéchse oder der Volatilitdten ausgeht.

""Vel. Read [56], S. 7. In der angelsiichsischen Literatur werden dafiir die Begriffe Return oder auch
Arithmetic Return verwendet (vgl. Jorion [36], S. 76).
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Somit gehort die Verteilung von Ry | Z; der LS-Familie der Verteilung von Vi1 | Z; an.

3.2.2 Kontinuierlicher Ansatz

Mit dem kontinuierlichen Ansatz wird nicht mehr direkt der Wertproze8 (V;),.4, son-
dern der logarithmierte Wertprozef (Logwertprozef) (log V;),., betrachtet.?’ Die absolute
Wertveréinderung RR; := log Vi1 — log V; bezeichnet man als Logrendite.?! Angenommen
ein Anleger interessiert sich fiir die durch o (log V,log Vi1, . ..) bedingte Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Logrendite R; | o (log Vi, log Vi—1,...). Da jeder Logwertzeitreihe mit
Wahrscheinlichkeit Eins in eineindeutiger Weise eine entsprechende Wertzeitreihe zugeord-
net werden kann, gilt o (log V;,logV;_1,...) = Z;, d.h. eine bis ¢ realisierte Wertzeitreihe
beinhaltet genau die gleiche Information, wie eine bis ¢ realisierte Logwertzeitreihe. Man
kann sich daher lediglich auf die urspriingliche o-Algebra Z; beschrinken.

Es gilt??

n
W+1|It:%'exp(%t) ]It:Vthm <1+&> ’It
n—oo n
R: | Z; kann folglich als stochastischer Zinssatz einer kontinuierlichen Verzinsung des (zum
Zeitpunkt ¢ bereits realisierten) Startkapitals V; iiber den Zeitraum [t, ¢ + 1] interpretiert
werden. Die Logrendite wird aus diesem Grund auch als Momentanrendite, kontinuierliche
Rendite oder Rate of Return bezeichnet.

Die Dichte von R; | Z; ist - im Gegensatz zum diskreten Ansatz - nicht mehr das Resultat
einer einfachen Lage-Skalen-Modifikation der bedingten Dichte von V;i1. Vielmehr gilt
nun

fowyz, () = Vi-exp(2) - fyy7, (Vi -exp ().

3.3 Normalverteilungs- und Random-Walk-Hypothese

Im folgenden werden zwei géingige finanzmarkttheoretische Modellannahmen - die Random-
Walk-Hypothese (RW-Hypothese) und die Normalverteilungshypothese (N-Hypothese) -
erldutert und einer kritischen Betrachtung unterzogen. Im Verlauf des Kapitels wird ge-
zeigt, dafl die RW-Hypothese beziiglich des Wertprozefies an der konstituierenden Be-
dingung fiir WertprozeBe (3.1), also schon in finanzwirtschaftlicher Hinsicht, scheitert.?3
Die RW-Hypothese beziiglich des Logwertprozefles miindet hingegen in einem grundlegen-
den Problem der Finanzokonometrie, ndmlich bei der Fragestellung, ob Logrenditen von
zeitlich vorgelagerten Logrenditen abhéngen, oder nicht. Dariiber hinaus hat man festge-
stellt, dafl Finanzzeitreihen typischerweise sogenannte Volatilitdtscluster aufweisen, d.h.
Perioden starker Volatilitit wechseln sich mit Perioden schwacher Volatilitdt ab. Solche
Abhéngigkeitsstrukturen werden allerdings im Rahmen der Zeitreihenanalyse untersucht,
indem man sich bewuft von der RW-Hypothese distanziert.?*

*'Hierbei kommt die Voraussetzung P (V; < 0) = 0 zum Tragen, denn somit ist (log Vi)yc z mit Wahr-
scheinlichkeit Eins definiert.

21ygl. Read [56], S. 8. Im angelséichsischen Raum spricht man vom Log-Return oder vom Geometric
Return (vgl. Jorion [36], S. 76).

22V gl. Heuser [29], S. 170.

?3Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 15 und S. 32.

24Vgl. Schlittgen/Streitberg [60], S. 1 und S. 90.
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Die N-Hypothese beziiglich der bedingten Renditen R; | Z; fiihrt - analog zur RW-Hypothese
fiir Wertprozefle - zum Problem der finanzwirtschaftlichen Verlustgrenze. Hingegen kann
die Annahme normalverteilter bedingter Logrenditen R; | Z; 6konomisch nicht unmittel-
bar von der Hand gewiesen werden, weswegen sie lange Zeit die herrschende Meinung
widerspiegelte.?’ Gegenwirtig ist man geteilter AuffaBung iiber die bedingte Verteilung
von Logrenditen, wihrend sich beziiglich deren Randverteilung die empirische Erkenntnis
einer leptokurtischen Form durchgesetzt hat.?

3.3.1 Normalverteilungshypothese beziiglich bedingter absoluter Porte-
feuillewertverdnderungen

Zur Modellierung der Verteilung der bedingten absoluten Wertverédnderung AV, | Z; wird
oft die Normalverteilung herangezogen.?” Diese Vorgehensweise ist allerdings schon in
wahrscheinlichkeitstheoretischer Hinsicht aufgrund der gegebenen Nullschranke des Tri-
gers von Fy, 7, bedenklich.

Satz 3.3.1 Aus P(V; <0)=0 folgt P(V; <0 | Zy—,) =0 (n=1,2,..., VtEZ). O
Beweis: Es gilt

O:P[(Vtg())ﬁl]:/OdP, VIET n, n=1,2....
I

Nach RADON-NIKODYM sind somit alle durch Z;_,, (n =1,2,...) bedingten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen P (V; < 0 | Z;—y,) mit Wahrscheinlichkeit Eins gleich 0. [ ]

Fiir WertprozeBe gilt laut Definition 3.1.1 jedoch die konstituierende Bedingung (3.1), d.h.
ein Anleger kann zu jedem Zeitpunkt allenfalls den eingesetzten Anlagebetrag verlieren.
Somit gilt

0=PVit1<0)=P (Vi1 <0 | L) = P(AV: < Vi | Tt) = Fayyz, (—V2)

also Fay,z, (z) = 0 fiir alle » < —V; (w) € IR, was aber im Widerspruch zur N-Hypothese
steht.?®

Oftmals wird auch versucht, die N-Hypothese durch den zentralen Grenzwertsatz zu recht-
fertigen. Es gilt

t—1
(3.3) P(Vtgzc|It_n):P<Z A%gx%_nﬂt_n), n=12....

i=t—n

%5 Louis Bachelier fithrte im Jahre 1900 mit seinem Aufsatz Théorie de la spéculation die Normalvertei-
lungsannahme fiir Renditen ein. Man kann ihn damit als Wegbereiter der modernen Finanzmarkttheorie
bezeichnen.

26Damit sind implizit vor allem die sogenannten Fat Tails gemeint.

2"Dies entspricht der iiblichen Vorgehensweise in der klassischen VaR-Theorie. Vgl. Jorion [36], S.
88ff, Read [56], S. 49 und Zagst [66], S. 10, sofern die genannten Autoren von stochastisch unabhéngigen
Portefeuillewertverdnderungen ausgehen.

28Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 32.
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Geht man von White-Noise-(WN-)Zuwichsen AV, | Zy_, (i=t —mn,...,t —1), d.h. von
einem streng stationiren Prozefl stochastisch unabhiingiger absoluter Portefeuillewertver-
anderungen aus,? so gilt fir alle i =t —n,... ,t — 1:
EAV, |Zi—,) = E(AV))=pe R,
Var (AV; | T—p,) = Var(AV;) =02 > 0.

Daraus resultiert fiir einen langen Zeithorizont (d.h. n grof) aufgrund des zentralen Grenz-
wertsatzes nach LINDEBERG-LEVY??

L= (V;f—n + nﬂ)
2

P(Vtg;v|Itn)z<I>( ), n grof,

no
d.h. die bedingte Verteilung des Portefeuillewertes in einem fernen Zeitpunkt ¢ ist appro-
ximativ normal, wenn iiber einen langen Zeitraum ein strenger Random-Walk der Porte-
feuillewerte unterstellt wird.?!

3.3.2 Random-Walk-Hypothese beziiglich des Wertprozefles

Es stellt sich die Frage, wie sinnvoll die Annahme eines Random-Walks der Portefeuillewer-
te ist. Geht man von WN-Zuwéichsen AV; | Z;_, mit P (AV; <0 | Z,—,) = P (AV; < 0) >
0, m.a.W. von einem negativen linken Endpunkt x; := inf{z € IR: Fay, (z) > 0} der
Verteilung der WN-Zuwiichse aus, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Durchbruch der
Nullschranke nach min {m € IN : m > |v;_p/2x1|} Zuwichsen positiv. Der Grund ist, daf
die betrachteten WN-Zuwiichse quasi ,autistisch” sind, d.h. sie nehmen keine Riicksicht
auf den realisierten Portefeuillewert in ¢ —n. Erfiillt (V;),., die konstituierende Bedingung
(3.2), so kann V;_,, prinzipiell jeden positiven Wert v annehmen, also insbesondere |zz],
unterschreiten, womit

t—1
(3.4) P(V;g_n+ZA%<O|It_n>:P(V;<0]It_n)7é0, n=1,2,....

i=t—n

V; kann jedoch nicht Bestandteil eines Wertprozefies sein, denn (3.4) steht im Widerspruch
zu Satz 3.3.1, der fiir Wertprozefie seine Giiltigkeit erhélt.

Offenbar kann die N-Hypothese fiir absolute Wertveréinderungen und folglich auch fiir
diskrete Renditen nicht durch den zentralen Grenzwertsatz, der die RW-Hypothese im
strengen Sinne voraussetzt, begriindet werden. Beide Hypothesen stellen aus wahrschein-
lichkeitstheoretischer Sicht zumindest fiir die linke Flanke der Verteilung der Portefeuille-
wertverdinderung keine gute Wahl dar. Insbesondere wird gerade die fiir die Berechnung
des VaR relevante linke Verteilungsperipherie mit der N-Hypothese immanent vernachlés-
sigt.

?9Es existieren auch schwichere Definitionen des White-Noise-Prozeies. Vgl. z.B. Fahrmeir/Kaufmann/
Ost [21], S. 214 und Priestley [53], S. 114. Bei angenommener Unabhingigkeit der WN-Zuwiéichse (vgl.
Schlittgen /Streitberg [60], S. 92) geht man zusétzlich davon aus, dafl diese gleichfalls unabhéngig von den
bis zum jeweiligen Zeitpunkt realisierten Wertprozefien sind, formal: P (AV; <z | Zy—n) = P(AV; < x)
(n=0,1,..., Vtez).

$0Vel. Fisz [24], S. 234f.

#Tn der Literatur werden oft drei Formen des Random-Walks unterschieden (vgl. z.B. Campbell/Lo/
MacKinlay [12], S. 31ff). Der strenge Random-Walk entspricht dann dem sogenannten Random- Walk-1.
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3.3.3 Normalverteilungshypothese beziiglich bedingter Logrenditen

32 g0 resultieren

Geht man von multivariat lognormalverteilten Portefeuillewerten V; aus,
daraus multivariat normalverteilte Logwerte log V; und somit multivariat normalverteilte
Logrenditen R;. Die N-Hypothese fiir bedingte Logrenditen R; | Z; steht also zumindest

im Einklang mit der finanzwirtschaftlichen Verlustgrenze.??

Bekanntlich besitzen empirische Verteilungen von Finanzzeitreihen eine leptokurtische
Form, d.h. sie weisen eine schmale Wolbung und insbesondere Fat Tails auf.?* Viele
Autoren nahmen diese Erkenntnis zum AnlaB, alternative Verteilungshypothesen fiir Log-
renditen zu entwickeln. Beispielhaft sei in diesem Zusammenhang auf einen Aufsatz von
EBERLEIN und KELLER verwiesen.>® Die genannten Autoren konnten die N-Hypothese
fiir Logrenditen empirisch auf einem Signifikanzniveau von 1% widerlegen.?¢ Dazu muf
allerdings angemerkt werden, dafl das verwendete statistische Instrumentarium per se un-
abhéngige und identisch verteilte Logrenditen verlangt. Sind diese Voraussetzungen jedoch
nicht erfiillt, so kann die durch eine Stichprobe ermittelte empirische Logrenditeverteilung
(und mithin die theoretische Randverteilung der Logrenditen) durchaus leptokurtisch sein,
obwohl die bedingten Logrenditen tatsichlich normalverteilt sind.?” Dies ist etwa bei An-
nahme eines ARCH(m)-Verlaufs der Logrenditen der Fall:*8

mt:Ct' O‘U+Zai'm%_i7 CtNN(()?l)v
i=1

wobei fiir die ARCH-Parameter g > 0, o > 0 (i =1,2,...,m) gilt.> EBERLEIN
und KELLER attestieren den Logrenditen sowie den quadrierten Logrenditen von Akti-
en generell eine vernachliBigbar kleine empirische Autokorrelation.* Bei Aktienindizes
und Wechselkursen stellen diverse andere Autoren fiir die quadrierten Logrenditen je-
doch durchaus signifikant hohe Autokorrelationen fest, wihrend die empirisch beobachte-
te lineare Abhiingigkeit der Logrenditen tatsiichlich vernachliaBigbar klein ist.*! Dariiber
hinaus lassen sich in logarithmierten Finanzzeitreihen regelmiilig Volatilitétscluster beob-
achten.?? Diese Eigenschaften koénnen gerade durch geeignet adjustierte ARCH-Modelle
wiedergegeben werden.?3

Stellt man die iiber einem langen Zeitintervall [t —n,t] (d.h. n groB) resultierende Log-

32Womit beide konstituierenden Bedingungen fiir WertprozeBe erfiillt sind. Vgl. Abschnitt 3.1, S. 9.

33Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 32.

31Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 6ff, Emmer/Kliippelberg/Triistedt [19], S. 4 und McNeil [46], S. 2.

#Vgl. Eberlein/Keller [14].

*Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 7.

37Vgl. Bera/Higgins [4], S. 315. Bera/Higgins machen explizit darauf aufmerksam, daf die empirische
Verteilungsfunktion lediglich ein Ausdruck der theoretischen Randverteilung der Logrendite ist.

38Vgl. Bera/Higgins [4], S. 315 und S. 318.

39Zur Definition des ARCH (m)-ProzeBes siche z.B. Bera/Higgins [4], S. 309 und Schlittgen/Streitberg
[60], S. 450. Man setzt aulerdem P (¢, <z | Z:) = P (¢, <z) (VY € IR, V t € Z) voraus. Bel stationéren
ARCH-Zuwiichsen gilt zusétzlich Y-, a; < 1 (vgl. Schlittgen/Streitberg [60], S. 451).

1Vgl. Eberlein/Keller [14], S. 9f.

*1vgl. Bera/Higgins [4], S. 317ff und Schlittgen/Streitberg [60], S. 453. Es empfichlt sich somit, den
Grad der Autokorrelation im Einzelfall selbst nachzupriifen.

42Vgl. Bera/Higgins [4], S. 306f.

13Fine Verallgemeinerung des Engleschen ARCH-Ansatzes ist das GARCH-Modell von Bollerslev, bei
dem bereits realisierte Volatilitidten als zusétzliche Regressoren kiinftiger Volatilitéiten berticksichtigt wer-
den. Vgl. Schlittgen/Streitberg [60], S. 454.
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rendite

log( Y ) — log Vi — log Vi_n
Vin

t—1

i—t—n Ri dar und geht man dabei von einem WN-Prozefl der 3R; aus, so ist

als Summe )
log (Vi/Vien) | Zt—n = Zt_l R; | Zy—y aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes approxi-

i=t—n

mativ normalverteilt.** Wird Gleichung (3.3) mittels
PVi<az|Lip) = P(logVy<logz |Z;n)
t—1
= P> Ri<logz—logVin|Lin|, n=12...,
i=t—n

modifiziert, resultiert daraus

logz — (log Vi—n +np)

P(V}gwlIt_n)ch)< ), n grof,

mit 4 := E (R;) € IR und ¢? := Var (:R;) > 0. Der bedingte Portefeuillewert in einem
fernen Zeitpunkt ist also stets approximativ lognormalverteilt, wenn man von einem stren-
gen Random Walk des LogwertprozeBes ausgeht.*> In diesem Fall kann der Anleger zur
Ermittlung der bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung einer langfristigen logarithmier-
ten Portefeuillewertverinderung scheinbar unmittelbar auf die N-Hypothese zuriickgrei-
fen. Der zentrale Grenzwertsatz sagt jedoch nichts iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
aus. Es ist also unklar, wie lang die Haltedauer sein muf}; damit eine hinreichend gu-
te Approximation durch die Normalverteilung zustande kommt. Fiir die Ermittlung des
VaR ist insbesondere das Konvergenzverhalten der linken Flanke der Logrenditevertei-
lung relevant und es ist zu vermuten, dafl die klassischen Konvergenzsiitze gerade fiir
die Approximation der Verteilungsperipherie unzureichend sind.*6 Konvergenzsiitze der
Extremwerttheorie beschreiben hingegen gezielt das Konvergenzverhalten von extremen
Realisationen. Es liegt somit auf der Hand, zur Ermittlung des VaR auf die Erkenntnisse
der Extremwerttheorie zuriickzugreifen. Auflerdem interessiert sich ein Anleger in der Re-
gel fiir den kurzfristigen VaR einer Finanzanlage.*” In diesem Fall ist von der Anwendung
des zentralen Grenzwertsatzes abzuraten.

no?

3.3.4 Random-Walk-Hypothese beziiglich des Logwertprozefles

Interessant ist auch die Frage, ob die Annahme eines Random-Walks beziiglich des Log-
wertprozefles gerechtfertigt ist oder nicht. Sie wird oft im Zusammenhang mit der soge-
nannten Informationseffizienzhypothese diskutiert:*8

1Die N-Hypothese fiir Logrenditen kann somit - im Gegensatz zum Fall absoluter Wertveréinderungen
- durchaus mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes begriindet werden.

13 Unterstellt man normalverteilte Logrenditen, so erhilt man die geometrische Brownsche Bewegung des
Portefeuillewertes. Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 32 i.V.m. S. 348.

10Bin Beispiel: Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergiert die Binomialverteilung gegen die Normal-
verteilung. Trotzdem kann die linke Flanke der Binomialverteilung prinzipiell nicht vollstéindig durch die
Normalverteilung beschrieben werden, da die Normalverteilung negativen Realisationen stets eine positive
Wahrscheinlichkeit konstatiert. Dieser ,,Approximationsfehler” fillt jedoch erst dann ins Gewicht, wenn
man sein Augenmerk speziell auf die Realisation linker Extremwerte richtet.

17Generell sollte jener Zeithorizont veranschlagt werden, der im #uBersten Falle fiir eine vollstdndige
Liquidation des Portefeuilles benotigt wird. Banken rechnen in der Regel mit dem Overnight-VaR (vgl.
Jorion [36], S. 20). Nach der Basler Eigenkapitalvereinbarung betrigt die maximale Haltedauer 10 Tage
(vgl. Read [55], S. 28 und S. 36).

Vgl Lo/MacKinlay [40], S. 4ff und Steiner/Bruns [64], S. 185.
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FEin Kapitalmarkt ist informationseffizient, wenn die Wertpapierkurse in jedem
Zeitpunkt die jeweils aktuell vorhandenen bewertungsrelevanten Informationen
einer bestimmten Kategorie widerspiegeln. In diesem Fall ist es fiir einen An-
leger unmdaglich, mit Hilfe der Informationen dieser Kategorie ein Portefeuille
zu konstruieren, dessen erwartete Rendite tiber dem marktiblichen risikodqui-
valenten Zinssatz liegt.*

Das typische Argument von Befiirwortern der RW-Hypothese lautet in etwa: ,,Wire der
néichste Kurszuwachs abhéngig von zeitlich vorgelagerten Kurszuwiichsen, so konnte ja
jeder Anleger aus diesem Wissen einen iiber dem marktiiblichen Satz liegenden Profit
erzielen. Dies wiirde auf einem informationseffizienten Markt jedoch zur sofortigen Ver-
nichtung der iiberprofitablen Gelegenheit fithren. Die Kurse miissen also zwangslaufig
einem Random Walk folgen.”.’Y Diese Argumentationsweise beruht jedoch auf einem lo-
gischen Fehlschluf3, denn aus der Negation der RW-Hypothese folgt nicht notwendig die
Vorhersagbarkeit von Kurszuwichsen im Sinne der Erzielung iiberprofitabler erwarteter
Kursgewinne. Damit folgt aus der Informationseffizienzhypothese, m.a.W. der Abstinenz
iiberprofitabler erwarteter Kursgewinne, noch lange kein Random Walk. Dies wird beson-
ders deutlich, wenn fiir die Logrenditen z.B. einen ARCH(1)-Prozefl angenommen wird.
In diesem Fall sind der bedingte Erwartungswert

E(%t’l't) = E<Ct CU[)+C¥1'£R?_1’It>:E(Ct’l—t)'\/ao—i‘al'%?_l
— B(¢)-yJao+ar- R, =0

und die bedingte Varianz
Var (R | Zy) = Var (Ct “AJag+aq - RE | It> =F (C? (ag + a1 ~‘ﬁ?,1) ] It)

= E(G1T) (ao+ar-Ry) =E(G) - (a0 + a1 - R )
= ao+a1- 9%?,1.
Vorhersagbarkeit ist hiermit offenbar nicht gegeben; der Anleger kann bestenfalls das

akute Risiko der entsprechenden Finanzanlage bei Kenntnis der ARCH-Parameter auf der
Grundlage der zuvor realisierten Logrendite quantifizieren.

Die Informationseffizienzhypothese ist weder notwendig noch hinreichend fiir die RW-
Hypothese, wie Lo und MACKINLEY feststellen.”! Bei der Verkniipfung beider Hypothe-
sen ist somit duBerste Vorsicht geboten.??

3.4 Wann ist Information irrelevant?

Im allgemeinen benétigt ein Anleger somit die Information Z;, um die bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von R; zu quantifizieren. Nur im Fall

(35) Fmtﬂ—t (.T) ::P(%t <z ’It) :P(%t S.T) = Fg)t{t (.T), VeelR VteZ

Vgl. Campbell/Lo/MacKinlay [12], S. 20f.

3Finen durchaus amiisanten Einblick in das ,typische Streitgespréich” zwischen Gegnern und Befiirwor-
tern der RW-Hypothese verschaffen Lo und MACKINLAY in [40] auf S. 4.

"1Vgl. Lo/MacKinlay [40], S. 5.

»2Zur Kritik an der Random-Walk-Hypothese fiir Logrenditen vgl. BErA/HIGGINS [4] und Lo/MAc-
KINLAY [40] i.V.m. den Ausfiihrungen auf S. 15.
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benotigt der Anleger keine Information iiber den zuriickliegenden Preisverlauf, die Logren-
diten sind voneinander unabhingig:

Satz 3.4.1 Wenn PR, <z |Z;) = PR <xz), dann P (R <z | Ri—1,Ri—2,...) =
P (R <z). O

Beweisskizze: Aus jeder realisierten Logwertzeitreihe log vs,log v¢_1, ... resultiert in ein-
deutiger Weise eine bestimmte Logrenditezeitreihe t;_1,t:_o,.... Umgekehrt kann der

Anleger aus einer realisierten Logrenditezeitreihe jedoch nicht eindeutig auf den zugrun-
deliegenden Logwertverlauf schlieflen, d.h. alle Elementarereignisse aus Z; sind echte Teil-
mengen eines Elementarereignisses aus o (Ri—1,Ri—2,...). FEin Logrenditeereignis aus
o (Ri—1,Ri—2,...) kann jedoch vollstéindig durch die Vereinigung bestimmter Logwerter-
eignisse aus Z; konstruiert werden, insbesondere wird also keine weitere Information aus
Zs (s > t) benotigt. Aus der o-Additivitdtseigenschaft von Z; folgt somit

o (mt_l,mt_g, .. ) C 1;.

Die Betrachtung der realisierten Logwertzeitreihe zum Zeitpunkt ¢ fithrt also zu einer
echten Verbesserung der durch die realisierten Logrenditen zum Zeitpunkt ¢ gegebenen
Information. Aus der Voraussetzung

PR <z n I):/P(%tgx) iP, VIeT;
I

folgt dann aber erst recht

PO <z n AI):/P(%tgx) dP,  VAIco (R, Res...)C T
AT

was zu beweisen war. |

Aus der Unabhingigkeit im Sinne von (3.5) resultiert also stets die Unabhiingigkeit der
Logrenditen. Dariiber hinaus kann ein Anleger bei Stationaritéit der logarithmierten Wert-
verinderungen, d.h. im Falle

Fmt(l')ZFm(l‘), VteZ,

zur Ermittlung der bedingten Verteilung der Logrendite auf die ,allgemeine”, d.h. zei-
tinvariante Randverteilung Fiz der Logrendite zuriickgreifen. Im nichsten Kapitel wird
gezeigt, dafl der VaR im Falle eines strengen Random Walks des Logwertprozefles als von
Zeitpunkt und Informationsstand unabhéngiges Portefeuillerisikomafl interpretiert werden
kann. Es bleibt also festzuhalten:

Sind die Logrenditen vom zuriickliegenden Wertverlauf unabhdngig und dar-
tber hinaus stationdr, so kann ein Anleger zur Ermittlung der bedingten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Logrendite unmittelbar auf deren allgemeine Rand-
verteilung zuriickgreifen bzw. diese mit Hilfe statistischer Inferenz schitzen.”

>3 Unabhiingigkeit und Stationaritiit der Stichprobenvariablen sind grundlegende Voraussetzungen stati-
stischer Inferenz. Vgl. z.B. Schlittgen [59], S. 144ff.



Kapitel 4

Portefeuillerisikomaifle

Fiir die folgenden Ausfithrungen seien stationéire (Log-)Renditen angenommen, d.h. es
gilt FRt = FR bzw. Fg)t{t = Fm.

4.1 Value-at-Risk

4.1.1 Bedingter Value-at-Risk

Die durch Z; bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Portefeuillewertverdanderung AV,
wird als bedingte Profit-Loss-(P&L-) Verteilung bezeichnet. Es empfiehlt sich jedoch, das
Portefeuillerisiko im ersten Schritt anhand der relativen Wertveréinderung darzustellen,
indem man die Rendite heranzieht.!

Definition 4.1.1 (Bedingter Return-at-Risk) Sei Fg, 7, streng monoton auf IR. Der
bedingte Return-at-Risk (CRaR) eines Portefeuilles zum Zeitpunkt t ist das negativierte
p-Quantil der Verteilung der durch I, bedingten Portefeuillerendite:

CRaR,, (t) :== —Fp, 7, (0) = F gz, 1=p) =F_p,7, (), 0<p<l

0

Es ist zu beachten, dafl man sich zur Ermittlung des CRaR auf die Verteilung F_p, |z,
konzentrieren kann, womit statt der linken Flanke die rechte Flanke zum Corpus delicti
erklart wird. Im zweiten Schritt folgt nun die Definition des bedingten VaR.

Definition 4.1.2 (Bedingter Value-at-Risk) Der bedingte Value-at-Risk (CVaR) ei-
nes Portefeuilles zum Zeitpunkt t ist das negativierte p-Quantil der Verteilung der durch
1; bedingten Portefeuillewertverdnderung:

CVaR, (t) := V; - CRaR, (t), 0<p<l.

0

'Die Quantifizierung des Risikos kann damit unabhiingig vom Anlagevolumen erfolgen. Der Renditean-
satz ist grundlegend fiir die gesamte Portfoliotheorie (vgl. z.B. Markowitz [43] S. 6).

19
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- fAV(t)|I(t)(X)

i -CVaR,(t) O

Abb. 1: Bedingte P&L-Verteilung und bedingter Value-at-Risk.

Der CVaR ist also der Verlustbetrag, der mit Wahrscheinlichkeit p nach Ablauf des Zeitin-
tervalls [t,t + 1] {iberschritten wird,2 wenn man den bis ¢ realisierten Wertverlauf bertick-

sichtigt. Quantifiziert wird somit das akute Risiko des Portefeuilles. Im folgenden wird p
als Shortfall- Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

Exkurs. Die Ermittlung des bedingten VaR fillt nicht in die Doméne der Extremwert-
theorie, wenn der Wertentwicklung auf den Finanzmérkten ein ARCH- oder noch allge-
meiner ein GARCH-Prozef3 unterstellt wird. Dies folgt aus der Tatsache, dafl die bedingte
Logrendite bei Zugrundelegung eines GARCH-Modells normalverteilt ist. Die Ermittlung
des bedingten VaR beschriinkt sich sodann auf die Schitzung der GARCH-Parameter.?
Hierbei soll von fortgeschrittenen GARCH-Ansiitzen, die fiir die bedingte Logrendite al-
ternative Verteilungsmodelle und damit insbesondere Fat Tails zulassen, einmal abgesehen
werden.? O

Man geht ferner davon aus, dafl die Portefeuillezusammensetzung wihrend des betrach-
teten Zeitraums konstant bleibt. Der CVaR ist also ein statisches Risikoma8.> Hinzu
kommt, dafl der CVaR laut Definition 4.1.2 eine Zufallsvariable ist, die erst zum Zeit-
punkt ¢ realisiert wird.

Unter der Bedingung, daf§ der CVaR nach Ablauf des Zeitraums [t,t 4 1] iiberschritten
wird, spiegelt dieser lediglich den minimalen Wertverlust, d.h. die ,giinstigste” Situation
im Falle seines Durchbruchs, wider. Das eigentliche Verlustpotential bei Eintritt des Ka-
tastrophenszenarios - der sogenannte Shortfall-Risk - wird durch den CVaR jedoch nicht
erklért.

4.1.2 Unbedingter Value-at-Risk

Mit dem obigen Ansatz wird also versucht, das akute Risiko unter Beriicksichtigung des
bisherigen Wertverlaufs zu quantifizieren. Interessiert sich ein Anleger jedoch fiir das chro-

*Wihlt man als Zeiteinheit einen Handelstag, so bezieht sich der VaR also auf einen moglichen Wert-
verlust am néchsten Handelstag.

3Vgl. McNeil [46], S. 2. Zur methodischen Vorgehensweise siche etwa Barone-Adesi/Giannopoulos [2].

*Vgl. z.B. Bera/Higgins [4], S. 335, Bollerslev/Chou/Kroner [8], S. 10ff, S. 23f und S. 39f sowie McNeil
46], S. 2 i.V.m. S. 10.

5 Andernfalls miite man neben der Ungewifiheit iiber den kiinftigen Portefeuillewert zusétzlich die
Ungewiflheit kiinftiger Investitionsentscheidungen operationalisieren.
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nische Risiko des Portefeuilles, d.h. méchte er wissen, welcher Verlustbetrag durchschnitt-
lich in jedem p~!-ten Zeitpunkt iiberschritten wird, so fragt er nach dem unbedingten
VaR.

Definition 4.1.3 (Unbedingter Return-at-Risk) Sei Fr streng monoton auf IR. Der
unbedingte Return-at-Risk (RaR) eines Portefeuilles ist das negativierte p-Quantil der
Verteilung der unbedingten Portefeuillerendite:

RaR, = —Fir () = Fr(1-p) =Fp(p), 0<p<l,
Definition 4.1.4 (Unbedingter Value-at-Risk) Der unbedingte Value-at-Risk (VaR)

eines Portefeuilles ist das megativierte p-Quantil der Verteilung der unbedingten Porte-
feuillewertverinderung eines Portefeuilles mit dem Wert v:5

VaR,, (v) :=v - RaR,, 0<p<l1, v>0.

0

Der unbedingte VaR ist im Gegensatz zum bedingten VaR keine Zufallsvariabe und fiir
die Ermittlung des chronischen Risikos wird der Informationsgehalt des zuriickliegenden
Wertverlaufs nicht benstigt. In praxi wird man fiir v gerade den aktuellen Portefeuillewert
einsetzen, um eine dkonomisch plausible Erklirung fiir das vorliegende chronische Porte-
feuillerisiko zu erhalten. Dieser Sachverhalt soll jedoch nicht dariiber hinweg téuschen,
dafl der Informationsgehalt des VaR lediglich mit dem des RaR iibereinstimmt.

Die Uberschreitung des RaR,, kann als p~!-Tage-Shortfall bezeichnet werden, wenn als
Zeiteinheit ein Handelstag gewiihlt wird.” In der Regel wird p < 0.05 gewihlt, damit die
Uberschreitung des RaR,, als ,seltenes Ereignis” aufgefafit werden kann. In der herkomm-
lichen VaR-Theorie, d.h. bei der parametrischen und nonparametrischen Ermittlung des
VaR,® sollen andererseits lediglich ,,normale” Crash-Situationen abgebildet werden.” Da-
bei wird maximal ein 100-Tage-Shortfall betrachtet, so dafl zusétzlich p > 0.01 vereinbart
wird.!® Bei Anwendung der Methoden der Extremwerttheorie werden allerdings die - im
Vergleich zu den herkémmlichen Methoden - besten Ergebnisse fiir p < 0.001 erzielt, also
bei der Quantifizierung extremer Risikoszenarien.!!

4.1.3 Logreturn-at-Risk

Motiviert durch die Abschnitte 3.3.3 und 3.3.4 kann man nun den bedingten und den
unbedingten Logreturn-at-Risk definieren.

SDer VaR ist nicht einheitlich definiert. Einige Autoren weisen den VaR negativ aus: v- F5y (p) (vgl.
z.B. Read [56], S. 12). Andere Autoren definieren den VaR wiederum als Abweichung vom erwarteten
Portefeuillepreis: v (E (R:) — Fr (p)) = v (RaRp +E (Ry)) (vgl. z.B. Jorion [36], S. 87).

7Vgl. Bassi/Embrechts/Kafetzaki [3}7 S. 111. Z.B. tritt die Uberschreitung des RaRo,001 im Durch-
schnitt alle vier (Handels-)Jahre ein.

®Die unterschiedlichen Ermittlungsansitze werden in Kapitel 6 thematisiert.

9Vgl. Read [56], S. 16.

""Der Basler Ausschu8 fiir Bankenaufsicht gibt ein Konfidenzniveau von p = 0.01 vor. Vgl. Jorion [36],
S. 50 und Read [55], S. 28.
"Eine ausfiihrliche Studie verschiedener VaR-Ermittlungsmethoden wird in Kapitel 11 prisentiert.
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Definition 4.1.5 (Bedingter Logreturn-at-Risk) Sei Fy,z, streng monoton auf IR.
Der bedingte Logreturn-at-Risk (CLogRaR) eines Portefeuilles zum Zeitpunkt t ist der
bedingte Return-at-Risk, bezogen auf die Logrendite:

CLogRaR,, (t) = —Fy, 17, (0) = F g7, (1 = p) = F_gz, 7, (0) 0<p<l
Definition 4.1.6 (Unbedingter Logreturn-at-Risk) Sei Fix streng monoton auf IR.

Der unbedingte Logreturn-at-Risk (LogRaR) eines Portefeuilles ist der unbedingte Return-
at-Risk, bezogen auf die Logrendite:

LogRaR, = —Fy (p) =F»(1-p)=F x(»), 0<p<l
O
Der CLogRaR,, (t) und der LogRaR,, sind im Falle unabhéngiger Logrenditen identisch,
da die Information Z; unter dieser Voraussetzung irrelevant ist.!?
Satz 4.1.7 Es gilt
CRaR,, (t) = 1 — exp (— CLogRaR,, (1))
bzw.
RaR, =1 —exp (— LogRaRp) .
O
Der konventionelle (C)RaR resultiert also aus einer einfachen Transformation des (C)Log-
RaR.
Beweis: Aus der Definition des bedingten LogRaR resultiert

1—p = F_g,z, (LogRaR, (t)) = P (=R, < LogRaR, (t) | Z;)
Vi
= P (log ( 31> > —LogRaR,, (t) | It>

t

= P (Ry>exp(— LogRaR,, (1) —1|L)
P (—R; <1 —exp (—LogRaR, (1)) | ;)
= F_p,z, (1 —exp(—LogRaR, (1)) .

Mit 1 — exp (— LogRaR,, (t)) erhélt man also das (1 — p)-Quantil der Verteilung von
—Ry | Zy, m.a.W. den bedingten RaR des Portefeuilles. Der Beweis fiir den unbeding-
ten RaR erfolgt analog und sei dem Leser iiberlassen. |

Fiir den bedingten VaR gilt somit

(4.1) CVaR,, (t) = V; (1 — exp (— CLogRaR, (1)),
wihrend der unbedingte VaR aus

(4.2) VaR,, (v) = v (1 — exp (— LogRaR,)))
resultiert.

Der CVaR,, (t) ergibt sich bei Unabhéingigkeit der Logrenditen aus Formel (4.2), indem fiir
v der zum Zeitpunkt ¢ realisierte Portefeuillewert v, eingesetzt wird. Die Unterscheidung
zwischen bedingtem und unbedingtem VaR ist in diesem Falle also redundant.!?

12ygl. Abschnitt 3.4, S. 17f.
3Der gesamten klassischen VaR-Theorie liegt implizit die Unabhéingigkeitsannahme zugrunde, weswegen
eine Unterscheidung zwischen bedingtem und unbedingtem VaR dort tiberhaupt nicht vorgenommen wird.
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4.2 Shortfall-Risk

4.2.1 Bedeutung

Anleger interessieren sich in der Regel nicht nur fiir den Verlustbetrag, der im Falle eines
p~1-Tage-Shortfalls iiberschritten wird, sondern auch fiir den zu erwartenden Wertverlust,
falls das Katastrophenszenario eintritt. Es handelt sich sozusagen um das Risiko ,jenseits
des VaR”. Die Differenz zwischen dem realisierten Wertverlust und dem VaR wird dabei
als Shortfall bezeichnet.!* Unter dem Shortfall-Risk (SR) oder Downside-Risk wird somit
das Risiko der Uberschreitung des VaR verstanden. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Shortfalls wird als Shortfallverteilung iiber dem (C)VaR bezeichnet. Dieses Konzept
besitzt im wesentlichen zwei Vorteile gegeniiber dem urspriinglichen (C)VaR-Konzept:!'®

1. Das Shortfall-Risk-Konzept ermoglicht den Vergleich diverser P&L-Verteilungen.
Der VaR alleine sagt nichts iiber das Risiko jenseits seiner selbst aus. Besitzt eine
P&L-Verteilung etwa einen relativ hohen VaR, jedoch mittelstark ausgepriigte Flan-
ken, so kann der SR unter Umsténden geringer sein, als bei einer P&L-Verteilung
mit einem relativ niedrigen VaR und breiten Flanken.

2. Wihrend der (C)VaR lediglich eine Konfidenzgrenze darstellt, ist der SR ein Er-
wartungswert und eignet sich daher insbesondere fiir die praktische Erlduterung des
Portefeuillerisikos.

In Kapitel 5 wird gezeigt, daf der SR ein verallgemeinertes Aquivalent in der Extremwert-
theorie besitzt, so dafl man zu seiner Ermittlung unmittelbar auf Methoden der Extrem-
werttheorie zuriickgreifen kann.

4.2.2 Definition

Definition 4.2.1 (Bedingter Shortfall-Risk) Der bedingte Shortfall-Risk (CSR) ist der
bei Zugrundelegung der Information I, zu erwartende Wertverlust unter der Bedingung,
daf8 der bedingte VaR tiberschritten wird:

CSR, (t) := E[(~ViR, | —V;R, > CVaR, (1)) | T, 0<p<]1.

Definition 4.2.2 (Unbedingter Shortfall-Risk) Der unbedingte Shortfall-Risk (SR)
ist der Erwartungswert des Wertverlustes unter der Bedingung, daff der unbedingte VaR
tiberschritten wird:

SR, (v) := E(—vR; | —vRy > VaR, (v)), 0<p<l1, v>0.

0

1ygl. Read [56], S. 11f. Monetéire Verluste werden im Rahmen dieser Arbeit jedoch in absoluter Form
wiedergegeben und somit positiv ausgedriickt.

Das im folgenden dargestellte Shortfall-Risk-Konzept basiert auf Anregungen von Paul Embrechts
(ETHZ), der im Frithjahr 1999 einen Vortrag an der Universitdt zu Koln iiber die Methoden der Ex-
tremwerttheorie hielt. Daneben gibt es ein alternatives Shortfall-Risk-Konzept auf der Grundlage der
sogenannten Lower Partial Moments (vgl. z.B. Matthes/Schroder [44], S. 148 und Read [56], S. 12), das
im Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt werden soll.
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An Abschnitt 4.1.3 ankniipfend, resultiert der unbedingte SR mittels

SR, (v) = E(—vR;| —vR: > VaR, (v))
(—vRy | —vR; > v (1 —exp (—LogRaR,)))
(—vR¢ | — R > LogRaR,)
(v(1—exp(—(-%R))) | —NR¢ > LogRaR,) ,
wenn VaR, (v) durch v (1 — exp (— LogRaR,,)) und —R; durch (1 —exp (— (—%;))) sub-
stituiert werden. Damit gilt

+oo
F_g (x) — F_ (LogRaR
SR, (v) = v- / (1—exp(—z)) d == — (Lom}({aR) )
LogRaR,, —% (Loghatty
" F_x (LogRaR,, +y) — F_x (LogRaR,)
_— / (1 —exp (— (LogRaR,, +y))) d T o) .
0 - P

Dabeli ist

F_5 (LogRaR, +y) — F_» (LogRaR ogRaR, —
9%( gFP ) 9%( S p)::FEngRp (y)’ y >0
_» (LogRaR,)

die Verteilung des auf den Logwertprozefl bezogenen Shortfalls Y iiber LogRauRp.16 Somit
gilt

+00
SRy (v) = wv- / (1 —exp (— (LogRaR, +y))) dFE;gRaRpH )

0

+oo
= v-|1- / exp (— (LogRaRp +y)) dl*{f;fRaRPH (y)

0

+oo
= v [1—exp(—LogRaR,) - / exp (—y) dFE;gRaRp_) (y)

0
(4.3) = v(1—exp(—LogRaR,) - E (exp (-Y))) .

Damit ergeben sich folgende grundsétzliche Fragen:

1. Wie wird der LogRaR,, ermittelt?

2. Wie wird die Shortfallverteilung FE;{g Rl ormittelt?

3. Existiert der Erwartungswert von exp (—Y') auf der Grundlage der Shortfallvertei-
lung FE;g Ralt, =y Wenn ja, wie wird dieser berechnet?

"Im folgenden wird der Hinweis auf den Logwertprozef vernachlissigt, sofern dieser Sachverhalt klar
aus dem Kontext hervorgeht.
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Geht man davon aus, dal der LogRaR und die Shortfallverteilung weder nonparametrisch
noch parametrisch geschiitzt werden sollen, lassen sich diese Fragen lediglich mit Hilfe der
Extremwerttheorie beantworten.!” Bei Anwendung nonparametrischer, d.h. verteilungs-
freier Verfahren, wiirde man die gesuchten Groflen einfach empirisch ermitteln, wihrend
man im Rahmen eines parametrischen Modells sowohl alle Quantile als auch alle vorhan-
denen Erwartungswerte entweder analytisch oder numerisch bestimmen kénnte.

Man kann versuchen, den Erwartungswert

+0oo
E (exp (-Y)) = / exp (—y) dFSER ™ ()
0

analytisch zu berechnen: Bekanntlich wird die Funktion

+oo
My () = B (exp (Xt)) = / exp (xt) dFy ()

—00

als Momenterzeugende Funktion bezeichnet.'® Nach dem Satz von TAYLOR gilt
exp (xt) = Z T x*.
i=0

Angenommen My existiere in einer e-Umgebung um Null.!? Es 18t sich zeigen,?’ daf in
diesem Fall

MX(t):/ZEmZdFX(x):ZE-/xldFX(x):Zi—'-E(XZ).
o =0 i=0 g i=0

Insbesondere sind dann alle Momente (X Z) endlich definiert. Bezogen auf den Shortfall

Y erhélt man somit

(=1
1!

(4.4) E (exp(=Y)) = My (-1) = 3 LE (YY),

=0

womit die Berechnung von E (exp (—Y')) moglich ist, sofern alle Momente der Shortfallver-
teilung endlich sind. Im nichsten Kapitel wird jedoch gezeigt, dafl zumindest die empirisch
nachgewiesene Randverteilung von Logrenditen nicht alle Momente der Shortfallverteilung
zuléft. Damit ist Gleichung (4.4) nicht applikabel. Ein alternativer Losungsweg wird da-
her in Kapitel 8 vorgestellt.

'"Die benstigte theoretische Basis wird im niichsten Kapitel gelegt.

18ygl. Billingsley [5], S. 285.

YManche Autoren setzen die Existenz innerhalb einer e-Umgebung um Null bereits bei der Definition
der Momenterzeugenden Funktion voraus (z.B. Schlittgen [59], S. 71).

*'Vgl. Billingsley [5], S. 285 i.V.m. 214 und Schlittgen [59], S. 72.



Kapitel 5

Grundlagen der
Extremwerttheorie

5.1 Konvergenz des Stichprobenmaximums

Im folgenden wird eine einfache Zufallsstichprobe X, X5, ... , X, angenommen und F' :=
Fx, gesetzt. Im Zentrum der Extremwerttheorie steht das Konvergenzverhalten des Stich-
probenmaximums M, := max {X1, Xa,..., Xp}.

Satz 5.1.1 (Satz von Fisher-Tippett) Wenn zwei reelle Folgen a, > 0 und b, € IR
mit

Mn* n
P<—b§:r) :F"(anx+bn)i>H(:r)

an

existieren, wobei H eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion ist, dann existieren zwei
Parameter i € IR und o > 0, so daf '

H(x)ZHg(x_M>= eXp(““'w_;ﬁ) §>’ E0 o,
’ exp (—exp (~554)). =0

mit dem Triger

0

Beweisskizze: Der vollstéindige Beweis kann z.B. bei Resnick [58] nachgelesen werden. Im
folgenden soll lediglich eine Beweisskizze die Grundidee der Beweisfiihrung wiedergeben.?

'Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 121 i.V.m. S. 152.
*Vgl. Embrechts/Kliippelberg/Mikosch [16], S. 122.
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