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Abhingigkeiten als Hauptrisikotreiber

Was verraten Index-
Optionen Uiber zukiinftige
Abhingigkeiten?

Fiir das Risiko eines Aktienportfolios oder eines Aktienindex sind, neben
7 s e O ter den individuellen Verteilungen der darin enthaltenen Aktien, die Abhén-
zukiinftige Abhéngigkeiten? gigkeiten zwischen den Aktien der Hauptrisikotreiber. Doch weder die
genaue Gestalt noch das Maf an Abhingigkeit, sind an Aktien- und
Optionsmarkten einfach zu beobachten. Wir stellen im Folgenden einen
14 Prognosemethoden operationeller Ansatz vor, der aus Optionspreisen auf Einzelaktien sowie Optionen auf
Risiken einen daraus erstellten Aktienindex ein Maf fur die implizit gehandelte
Abhiangigkeit berechnet. Somit kann — vorwérts schauend — ein Maf fuir
die Einschitzung der Marktteilnehmer tiber zukiinftige Abhingigkeiten
22 Buchbesprechung ermittelt werden. Berechnet man diese Zahl im Zeitverlauf, so kann sie
auch als Indikator fiir die Furcht der Marktteilnehmer vor zukiinftigen
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Fortsetzung von Seite 1

Volatilititen und impliziten Volatilititen.
Die prisentierte Methodik basiert mafdgeb-
lich auf der Arbeit von Laurence [vgl. Lau-
rence 2008], welche den sogenannten , Co-
monotonicity Gap“ einfiihrt sowie auf
Dhaene et al. [vgl. Dhaene et al. 2012],
welche den ,Heard-Behaviour Index* defi-
niert. Neu in diesem Artikel ist die Art der
Ermittlung der Randverteilungen, die ge-
wihlte Gestalt des Abhingigkeitsmafes
sowie die Fokussierung auf den Deutschen
Aktienindex (DAX) — einem Performance
Index — was das Beriicksichtigen von Divi-
denden notwendig macht.

Implizite zukiinftige Abhingigkeiten
— eine erste Ubersicht

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des zu-
kiinftigen Werts eines Aktienportfolios
oder eines Aktienindex hingt von der ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der darin enthaltenen Aktien ab. Ba-
sierend auf dieser gemeinsamen Vertei-
lung werden auch Preise fiir Optionen auf
Aktienindizes bestimmt. Das Theorem von

Sklar [vgl. Sklar 1959] erlaubt es, eine be-

liebige gemeinsame Verteilungsfunktion

aufzuspalten in die einzelnen Randvertei-
lungen und eine Funktion, genannt Copu-
la, die die Randverteilungen zur gemein-
samen Verteilungsfunktion verbindet. Die

Copula enthilt dabei alle Informationen

tiber die stochastische Abhingigkeit der

betrachteten Grofen. Diesen Ansatz der

Trennung von Randverteilungen und Ab-

hingigkeit kénnen wir uns auch bei der im

Titel aufgeworfenen Fragestellung zunutze

machen. Wir ermitteln zunichst die Rand-

verteilungen der Einzelaktien aus Put- und

Call-Preisen auf die entsprechenden Akti-

en. Dafiir kommen prinzipiell mehrere

Verfahren in Betracht, wir verwenden das

letztgenannte:

« Der einfachste Ansatz, basierend auf der
Black-Scholes-Merton-Welt, nimmt fiir
jede Einzelaktie lognormal-verteilte zu-
kiinftige Aktienkurse an und ermittelt
den noch freien Volatilititsparameter o
als klassische implizite Volatilitit aus
borsen-quotierten Put- und Call-Preisen.
Hier ist lediglich ein geeigneter Mecha-
nismus festzulegen, wie mit der be-
kanntlich nicht konstanten impliziten
Volatilitat fiir unterschiedliche Strike-
und Laufzeit-Konstellationen umzuge-
hen ist.

« Alternativ kann ein komplexeres, para-
metrisches stochastisches Modell fiir die
Einzelaktien unterstellt werden, etwa
das Heston-Modell [vgl. Heston 1993]
oder ein Lévy-Prozess getriebenes Mo-
dell. Dieses Modell kann dann, wieder
individuell fir jede Aktie, an beobachte-
te Optionspreise kalibriert werden. Zu
beachten ist, dass solch eine Kalibrie-
rung des parametrischen Modells an
Marktdaten in der Regel keine perfekte
Ubereinstimmung liefert.

« Der von uns genutzte Ansatz kann als
semi-parametrisch bezeichnet werden.
Wir bestimmen eine Randverteilung,
welche die beobachteten Marktpreise
wiedergibt. Lisst man fiir die Form der
Randverteilung die richtige Zahl an Frei-
heitsgraden zu, so ist gewidhrleistet, dass
zum einen die Parameter der Dichte
eindeutig bestimmt sind und zum ande-
ren alle Marktpreise exakt getroffen wer-
den.

Nach diesem ersten Schritt liegen uns,
unabhingig von der Wahl der obigen Me-
thoden, Verteilungsfunktionen F,...,F,
bzw. deren Dichten f,,...f, fiir alle Einzel-
aktien zu einem zukiinftigen Zeitpunkt T
vor; beim DAX haben wir Dimension
d=30. Diese Dichten sind konsistent mit
Optionspreisen auf die betrachteten Ein-
zelaktien, entsprechen damit der Markt-
meinung tiber zukiinftige Einzelrisiken.
Noch nicht ausgenutzt haben wir zu die-
sem Zeitpunkt quotierte Optionspreise
auf den Aktienindex, der aus den Einzel-
aktien als gewichtete Summe zusammen-
gesetzt ist [vgl. Deutsche Borse (2013)].
Diese Optionspreise beinhalten Informa-
tionen der Randverteilungen sowie der
Abhingigkeitsstruktur. Mit jeder Wahl fiir
eine Copula C kénnen wir nun via Sklars-
Theorem eine gemeinsame Verteilungs-
funktion aller Aktienkurse konstruieren
und damit, zumindest mittels einer Mon-
te-Carlo-Simulation [vgl. Mai, Scherer
2012], zukiinftige Aktienindizes simulie-
ren. Diese wiederum kénnen zur Bewer-
tung von Index-Optionen herangezogen
werden.

Die eingangs aufgeworfene Fragestel-
lung bezieht sich auf die Hohe der vom
Markt implizierten Abhingigkeit. Daftir
miissen wir ein Gefiihl dafiir entwickeln,
ob der uns vorliegende Marktpreis einer
Index-Option ,viel oder wenig“ Abhingig-
keit enthilt. Dieser Vergleich kann durch
eine Worst-Case-Abschitzung quantifizier-
bar gemacht werden. Es ist ndmlich mog-

lich, auf dem Raum aller Copulas eine
partielle Ordnung € < € & C(uy, ..., ug)
< C(ul, v, Ug) YUy, ..., uq € [0,1]¢

zu definieren. Die in diesem Sinne ,grof-
te Copula“ ist die sogenannte Komonoto-
nie-Copula M(u,,...,uy): =min(u,,...,uy),
welche unter anderem auch zu maximalen
paarweisen Abhingigkeitsmafien wie Ken-
dalls Tau oder Spearmans Rho fiihrt. Es
lisst sich auch beweisen [vgl. Dhaene et al.
2012 und die darin genannten fritheren
Referenzen], dass fiir festgehaltene Rand-
verteilungen Put- und Call-Preise auf eine
Summe von Zufallsvariablen (in unserem
Zusammenhang interpretiert als Index)
durch diese Abhingigkeitsstruktur maxi-
miert werden. Der Preis einer Put- bzw.
Call-Option auf einen Index, berechnet un-
ter der Annahme von komonotonen Akti-
enpreisen, ist somit eine natiirliche obere
Abschitzung. Je niher der Marktpreis ei-
ner Index-Option dieser oberen Schranke
kommt, desto hoher ist die vom Markt
prognostizierte Abhidngigkeit. Das Komo-
notonie-Verhiltnis [vgl. Laurence 2008]
kann demnach definiert werden als Quo-
tient des beobachtbaren Marktpreises
Call(T,K), in diesem Fall des Call-Preises
fiir eine bestimme Laufzeit T und Strike K
sowie des, unter der Annahme einer komo-
notonen Abhingigkeitsstruktur zwischen
den Indexelementen, ermittelten Preises
Call(T,K)™ einer Call-Option. Wir erhalten
» Gleichung o1.

» Gleichung o1

T 1) 1 CAUCTK)
P(T.K) = er oM

Offensichtlich liegt dieser Quotient fiir
alle Strike-Level innerhalb des Intervalls
[0,1]. Wird eine extreme, positive Abhin-
gigkeitsstruktur zwischen den Elementen
im Index erwartet, so strebt das Verhiltnis
gegen den (gréRtmoglichen) Wert eins, da
der beobachtbare Call-Preis in diesem Fall
den komonotonen Preis approximiert.
Liegt hingegen Unabhingigkeit oder gar
negative Abhingigkeit vor, so liefert das
Verhiltnis =(T,K) Werte im unteren Inter-
vallbereich. Bei hohen Werten sollte der
zugrunde liegende Index als besonders
,risikoreich“ eingestuft werden, da die Ein-
zelaktien im Fall eines Abschwungs mog-
licherweise keine sich ausgleichende Wir-
kung haben, sondern durch ihre gleichge-
richtete Bewegung eine Krisensituation
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sogar verstirken kénnen. Niedrige Werte
des Quotienten hingegen sprechen fiir
Marktbewegungen der Einzelaktien, die
entgegengesetzt verlaufen konnen. Aller-
dings ist zu bemerken, dass die Aussage-
kraft des Komonotonie-Verhiltnisses fiir
Call-Preise, die am Geld gehandelt werden,
vermeintlich am grofiten ist. Bei Call-Op-
tionen, welche weit im Geld liegen, spielt
die Abhingigkeitsstruktur der Basisele-
mente keine grofe Rolle mehr, da die er-
wartete Auszahlung, und somit der Call-
Optionspreis, in etwa dem inneren Wert
der Option entspricht. Auch dies motiviert
die Einfithrung des folgenden Prospekti-
ven-Abhingigkeitsmafles (PAM).

Eine untere Abschitzung fiir Call-Preise,
bei gegebenen Randverteilungen aber frei-
er Abhingigkeitsstruktur, ist leider schwie-
riger zu finden als eine Abschitzung nach
oben, da es fiir Dimensionen d>2 kein
eindeutiges Konzept zur Beschreibung ei-
ner minimalen Abhingigkeit gibt, [vgl.
Bignozzi et al. 2014]. Mithilfe von Jensens
Ungleichung geben wir spiter eine Ab-
schitzung nach unten an, diese wird aber
in der Regel durch keine Abhingigkeits-
struktur angenommen. Im Zusammen-
hang mit Aktienkursen innerhalb eines
Index beobachtet man aber hochst selten
negative Abhingigkeiten, was die Wahl
der Unabhingigkeit-Copula I(u,,...,uy) =
u; - ...- uy als Abhingigkeitsstruktur fiir
einen unteren Vergleich motiviert. Wir de-
finieren als MaR fiir den Level an marktim-
plizierter Abhingigkeit das Prospektive-
Abhingigkeitsmaf, vgl. » Gleichung o2,
wobei Call(T,K) den am Markt beobachte-
ten Call-Preis bezeichnet und Call(T,K)"
sowie Call(T,K)™ die synthetischen Preise,
berechnet unter Unabhingigkeit bzw. Ko-
monotonie, bezeichnen.

» Gleichung o2

Call(T, K) — Call(T, K)™
Call(T, K)M — Call(T, K)™

PAM(T, K): =

Dieses Maf ist zwingend kleiner oder
gleich eins, da die Komonotonie-Copula
groftmogliche Call-Preise impliziert. Nach
unten gibt es keinen Beweis fiir eine Ab-
schitzung gréfer gleich null, doch dies
trifft in allen von uns betrachteten Beispie-
len zu. Interpretieren wollen wir diese Zahl
als eine Messgrofe fiir das implizit gehan-
delte Level an zukiinftiger Abhingigkeit
auf einer Skala die typischerweise in [0,1]

liegt. Nach dieser allgemeinen Einfithrung
beschreiben wir nun die konkrete techni-
sche Umsetzung. Diese besteht im We-
sentlichen aus zwei Schritten: (a) der Be-
stimmung der Randverteilungen sowie (b)
der konkreten Berechnung des Index unter
den benétigten Abhingigkeitsannahmen.

Berechnung der Randverteilungen

In diesem Abschnitt gehen wir nun auf die
zu ermittelnden Randverteilungen ein. Der
DAX besteht aus d=30 Einzelwerten, von
Adidas (ADS) bis Volkswagen (VOW3). Auf
jeden dieser Einzelwerte gibt es einen li-
quiden Markt an Derivaten. Die beliebtes-
ten hierunter sind europdische und ameri-
kanische Call- und Put-Optionen. Diese
Optionen haben eine gewisse Laufzeit T
und einen Ausiibungspreis (engl. strike) K.
Bezeichnet S, den Kurs einer Aktie S zum
Zeitpunkt t, dann ist die Auszahlung einer
Call-Option bei Ausiibung S,-K, und die
einer Put-Option K-S,. Wie es jhr Name
schon andeutet, stellen Optionen keine
Verpflichtung zur Ausiibung dar, sondern
nur deren Moglichkeit. Der Besitzer der
Option wird sie also nicht ausiiben, wenn
der Auszahlungsbetrag negativ ist. Der Un-
terschied zwischen europiischen und ame-
rikanischen Optionen besteht nun darin,
dass die Ersteren nur am Ende der Lauf-
zeit, wihrend die Letzteren zu einem be-
liebigen Zeitpunkt bis zum Ende der Lauf-
zeit ausgeiibt werden konnen. In manchen
Fillen werden auch sogenannte digitale,
oder binire Call- und Put-Optionen gehan-
delt. Diese sind immer europiischer Natur
und haben das Auszahlungsprofil 1 (EUR),
falls S;>Kund 0, falls S;.<K (Call) sowie 1
(EUR), falls S;<Kund 0, falls S;>K (Put).
Die Hohe der Auszahlung hingt also nicht
davon ab, wie weit der Aktienkurs iiber
oder unter dem Austibungspreis liegt, son-
dern lediglich davon, ob er dariiber oder
darunter liegt. Es muss aber erwihnt wer-
den, dass digitale Optionen weit weniger
aktiv gehandelt werden als die zuerst be-
schrieben Plain-Vanilla-Optionen und
Marktpreise deshalb oft nicht zur Verfii-
gung stehen. Wie auf Einzelaktien werden
auch Optionen auf den DAX selbst gehan-
delt. Diese sogenannten Index-Optionen
sind normalerweise sehr liquide und kon-
nen zur Absicherung oder zur Spekulation
eingesetzt werden.

Ein wichtiges Merkmal der Aktien im
DAX ist die meist jihrliche Auszahlung
von Dividenden. Ein bekanntes Ergebnis

der Finanzmathematik besagt, dass in Ab-
wesenheit von Dividenden und einem
nicht-negativem Zins, identische europii-
sche und amerikanische Call-Option den-
selben Preis haben miissen, da eine vorzei-
tige Ausiibung nie optimal ist (es ist immer
vorteilhafter, die Option zu verkaufen und
den Zeitwert auch noch mitzunehmen).
Werden allerdings Dividenden ausgezahlt,
so kann es vorkommen, dass amerikani-
sche Call-Optionen zu hoéheren Preisen
gehandelt werden als europidische. Ameri-
kanische Put-Optionen dagegen koénnen
immer, unabhingig von der Dividende,
hohere Preise haben als europdische.

Die Entwicklung des Black-Scholes-Mer-
ton-(BSM)-Modells zu Beginn der 70er
Jahre hat wesentlich zur Entstehung von
liquiden Optionsmarkten beigetragen, da
Markteilnehmer mit der gleichnamigen
Formel nicht nur einen verlisslichen Be-
wertungsmafistab fiir europiische Optio-
nen hatten, sondern auch ein Rezept dafiir,
wie im Fall eines Verkaufs solche Optionen
zu hedgen waren. Einige Jahre spiter wur-
de es mit der Einfithrung des Cox-Ross-
Rubinstein-(CRR)-Modells auch méglich,
amerikanische Optionen innerhalb dessel-
ben Rahmens zu bewerten. Die zugrunde
liegende Verteilung des Aktienkurses ist
die Lognormalverteilung, die wie die Nor-
malverteilung von zwei Parametern, dem
Mittelwert und der Varianz, bestimmt
wird. Die Varianz lisst sich direkt aus dem
Zeithorizont T und der sogenannten Vola-
tilitat o berechnen. Den Wert des Parame-
ters 0, den man in die BSM-Formel einset-
zen muss, um einen am Markt beobachte-
ten Optionspreis zu treffen, nennt man die
implizite Volatilitat.

Im Laufe der 80er Jahre stellte sich he-
raus, dass sich die zu einer Aktie am Markt
gehandelten Optionen nicht mit ein und
derselben Volatilitit korrekt bewerten las-
sen, sondern man diesen Parameter in
Abhingigkeit der Laufzeit T und des Aus-
tibungspreises K auswihlen muss. Fiir
Optionen mit derselben Laufzeit fithrte
dies zum sogenannten ,volatility smile”, da
die impliziten Volatilititen, als Funktion
des Ausiibungspreises K, tiblicherweise
einen leicht U-férmigen Graphen darstel-
len.

Im Zuge der 90er Jahre wurde nach Ver-
allgemeinerungen des BSM-Modells ge-
sucht, die innerhalb eines Rahmens die am
Markt gehandelten Optionen korrekt be-
werten konnten. Zwei fiir die Praxis rele-
vante Modelle sind das Stochastic-Volatili-



» Gleichung o3

Marktpreis Option(T,K) = DF - E[¥(St,K)] = DF f Y(St, K)- f(Sp)dSy
0

ty-Modell von Heston (1993) und das Local-
Volatility-Modell von Dupire, Derman-
Kani und Rubinstein (1994). Es ist wichtig
hervorzuheben, dass diese Modelle, wie
schon die BSM- und CRR-Modelle, den
gesammten stochastischen Verlauf (Pfad)
des Aktienkurses beschreiben.

Es gibt in der Praxis allerdings auch oft
Situationen, so wie in dem in diesem Arti-
kel betrachteten Fall, in denen es nur da-
rauf ankommt, die Verteilung des Aktien-
kurses zu einem gegebenen Zeitpunkt zu
beschreiben. Die Verteilungsfunktion F
soll nun die Eigenschaft haben, dass man
Preise von europiischen Optionen mit ent-
sprechender Laufzeit T exakt trifft, wenn
man sie zur Berechnung der abgezinsten
erwarteten Auszahlung der Option heran-
zieht. » Gleichung o3 fasst dies zusam-
men, wobei DF der Diskont-Faktor, ¥ die
Auszahlungsfunktion der Option und f die
Dichtefunktion von F ist. Da wir uns im
Folgenden auf einen festen Zeithorizont
konzentrieren, fixieren wir von nun an die
Laufzeit T. Hat man beispielsweise europi-
ische Call-Optionspreise fiir alle K € [0,0],
dann kann man durch zweifaches Ableiten
die Dichte f eindeutig bestimmen. Natiir-
lich hat man in der Praxis nicht die Preise
fiir unendlich viele Call-Optionen, sondern
nur die Preise Call(K,),... ,Call(K,) fur be-
stimmte Ausiibungspreise K,,...,K,. Ein
Ansatz ist es nun, durch Interpolation eine
Funktion K+ Call(K) zu definieren und
diese zweimal abzuleiten, um f zu bestim-
men. Ein dhnlicher Ansatz ist es, die im-
pliziten Volatilititen o(K,) zu berechen,
eine interpolierende Funktion K o(K)
zu definieren, um dann alle Call(K) zu
berechnen und wie oben fortzufahren. Bei
beiden Ansitzen muss man allerdings
darauf achten, arbitrage-freie Preise zu er-
halten. Ein weiterer Ansatz ist es, eine Art
von Dichtefunktion vorzugeben — bei-
spielsweise in Anlehnung an das BSM-
Modell stiickweise lognormal — und dann
die Parameter dieser Dichte so zu bestim-
men, dass alle Preise Call(K,) exakt ge-
troffen werden. Hierbei sollte allerdings
genau begriindet werden, warum man sich
fiir eine bestimmte parametrische Form
entschieden hat, was nicht immer leicht
ist. Eine tiberall nicht-negative Dichte hat

» Gleichung o4

H(f) = — f f log(f).

allerdings den Vorteil, dass sie die Arbi-
tragefreiheit der durch sie gegebenen Op-
tionspreise garantiert.

Unser Ansatz ist es, die funktionale
Form der Dichte nicht ad hoc vorzugeben,
sondern ein Kriterium zu verwenden, wel-
ches uns dann zu dieser Form fiihrt. Ein
klassisches, aus der Thermodynamik
(Clausius, Boltzmann) und Informations-
theorie (Shannon) bekanntes, Kriterium ist
dasjenige der maximalen Entropie. Eine so
gefundene Dichte ist die am wenigsten
voreingenommene beziiglich der gegebe-
nen Information [vgl. Jaynes 1957]. Bei-
spielsweise ist unter den Dichten auf dem

Einheitsintervall [0,1] die Dichte der
Gleichverteilung diejenige, welche die En-

tropie maximiert. Auf dem Intervall der
reellen Zahlen R gibt es keine Dichte mit
maximaler Entropie; gibt man aber das
Mittel und die Varianz vor, dann ist die
Dichte der Normalverteilung diejenige mit
der maximalen Entropie.

Shannon definiert die Entropie einer
diskreten Verteilung {p,,...,p,} mit p,E[0,1]
und 37, p;=1 als 3, p; log (p). An-
schaulich lisst sich diese Definition folgen-
dermassen motivieren. Geschieht ein Er-
eignis von Wahrscheinlichkeit p=0, so
ist man unendlich tiberrascht. Steigt die
Wahrscheinlichkeit bis auf p=1, so
nimmt die Uberraschung bis auf 0 ab.
Shannon definiert die Uberraschung eines
Ereignisses mit Wahrscheinlichkeit p als
—log(p). Die Entropie ist demnach die er-
wartete Uberraschung. Analog zum dis-
kreten Fall definiert man die Entropie H
einer stetigen Verteilung mit Dichte f als
» Gleichung oz.

Fuir unser oben beschriebenes Problem
lautet der Losungsansatz unter dem Krite-
rium der maximalen Entropie nun: Unter

» Abb. o1
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F{1(y) = inf{x € R: F;(x) =y},

» Gleichung o5

i=1,..,d

» Gleichung o6

Call(T, K)M = DF - Eq [(Index}! — K)"| = DF - Eq[(h(S}, ..., S}) — K)*]

= DF- [} (h (F;l(u), ...,Fgl(u)) —K)* du

DAXt = h(Slt, ey Sdt): =

allen Dichten f, die die Nebenbedingungen
gemifk B Gleichung o3 fiir K=K,,i=1,...,n
erfiillen, wihle diejenige, die die Entropie
H in » Gleichung o4 maximiert.

Buchen und Kelly [vgl. Buchen und Kel-
ly 1996] waren die ersten, die diesen Ansatz
fiir das beschriebene Problem mit Call-
Optionspreisen gelést haben. Die Dichte f
ist in diesem Fall stetig und stiickweise
exponentiell. Um die Parameter der Dich-
te zu finden, muss ein n-dimensionales
Optimierungsproblem gelost werden. Neri
und Schneider [vgl. Neri und Schneider
2012] zeigen, wie sich der Algorithmus von
Buchen und Kelly auf n eindimensionale
Optimierungsprobleme vereinfachen lisst,
wenn zu den Call-Optionspreisen
Call(K,), .., Call(K,) noch die Preise digita-
ler Call-Optionen Digital(K,), ..., Digital(K,)
an denselben Austibungspreisen vorliegen.
Fligt man noch die Preise Call(0) und Di-
gital(0) dieser Optionen mit Ausiibungs-
preis K;=0 hinzu, so ist sichergestellt, dass
der Forward-Preis forward(T) =E[S,] getrof-
fen wird, und dass [f=1 gilt. Die Autoren
[vgl. Neri und Schneider 2013] zeigen fer-
ner, dass dieser neue Algorithmus zu einer
Vereinfachung und Stabilisierung des ur-
spriinglichen Algorithmus von Buchen
und Kelly fiihrt, auch in dem Fall, in dem
keine Preise digitaler Optionen vorliegen.
In unserer Studie haben wir alle Dichten
der Randverteilungen mit diesem letzteren
Algorithmus berechnet. Exemplarisch wer-
den die so gewonnenen Dichten in B Abb.
o1 fiir den DAX visualisiert.

Im nichsten Abschnitt werden wir die
Quantilsfunktionen F;', i=1,..., d der Ver-
teilungsfunktionen F, der Randverteilun-
gen benotigen. Ein Vorteil der von uns
verwendeten Entropie-Dichten liegt darin,

d
Yiz1 WitSit

» Gleichung o7

-1000.
A

dass ihre Umkehrfunktionen sehr einfach
analytisch berechnet werden kénnen und
nicht, wie im Fall lognormaler Dichten, auf
numerische Verfahren zuriickgegriffen
werden muss.

Berechnung der Call-Preise unter
Unabhangigkeit bzw. Komonotonie

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung
von Call(T,K)™ sowie Call(T,K)" mittels ei-
ner Monte-Carlo-Simulation. Von nun an
betrachten wir die kalibrierten Randvertei-
lungen F,...,F, als gegeben. Aus diesen
kénnen wir die Quantilsfunktionen herlei-
ten, vgl. » Gleichung os.

Um eine Stichprobe einer Einzelaktie
mit Verteilungsfunktion F, zu generieren,
muss eine auf [0,1] gleichverteilte Zufalls-
variable U, erzeugt werden, welche dann in
F['(U)=:S,, eingesetzt wird. Die so defi-
nierte Zufallsvariable S,; hat die gewiinsch-
te Verteilung und wird interpretiert als
Aktienkurs der i-ten Aktie zum Zeitpunkt
T. Fur unabhingige Aktienkurse S, ..., Sy;
miissen nun lediglich unabhingige
U,,..., U, simuliert werden und diese in
die entsprechenden Quantilsfunktionen
eingesetzt werden. Fiir komonotone Akti-
enkurse wird exakt eine auf [0,1] gleichver-
teilte Zufallsvariable U gezogen und in alle
d Quantilsfunktionen eingesetzt. Mittels
der so erhaltenen unabhingigen (bzw. ko-
monotonen) simulierten Aktienkurse
Si1 > Sgr kann schlieRlich ein simulierter
Indexwert berechnet werden. Fiir den DAX
ist dies ausfiihrlich nachstehend beschrie-
ben. Fiir solch ein Szenario kann dann die
(diskontierte) Auszahlung einer gewiinsch-
ten Option berechnet werden. Dieses Ver-
fahren wird nun fiir gentigend viele Sze-

narien wiederholt und der gesuchte Opti-
onspreis durch den Mittelwert der diskon-
tierten Optionspreise aller Szenarien
geschitzt.

Fir komonotone Preise ist auch eine
analytische Losung denkbar, da im stochas-
tischen Modell nur eine Zufallsvariable U
beteiligt ist, gegen welche ausintegriert
werden kann. Man erhilt » Gleichung
06, wobei die Funktion h den Zusammen-
hang von Einzelaktien zu Index beschreibt,
welcher fiir den DAX im Folgenden erliu-
tert wird.

Berechnung des DAX-Performance-
Index

Der DAX-Performance-Index gehért zu
den kapitalisierungsgewichteten Marktin-
dizes, das heiflt, die Gewichtung der Ba-
siselemente hingt mafgeblich von der
aktuellen Marktkapitalisierung aller Ein-
zelaktien ab. Da es sich um einen Perfor-
mance-Index handelt, werden alle Dividen-
den und Bonuszahlungen sofort reinves-
tiert. Typischerweise wird fiir die Berech-
nung des Indexwerts an einem bestimmten
Zeitpunkt die sogenannte Laspeyres-Index-
Formel verwendet. Diese lisst sich jedoch
durch eine Verwendung von relativen
Gewichten und einem konstanten (bis zur
nichsten Anderung der Zusammen-
setzung des Index) Anpassungsfaktor zu
» Gleichung o7 vereinfachen [vgl. Deut-
sche Borse 2013].

Im Zihler werden die aktuellen Markt-
preise S, ..., Sy, der Basiselemente gemifd
ihrer relativen Gewichte w, zu einem Ge-
samtwert aufsummiert. Die relativen Ge-
wichte enthalten Informationen tiber die
Anzahl der Aktien jedes Basiswerts die
notwendig sind, um den Index exakt nach-
zubilden. Der Anpassungsfaktor A bertick-
sichtigt, wie viele Aktien bereits bei Auf-
nahme des jeweiligen Basiswerts im Markt
vorhanden waren sowie den zu diesem
Zeitpunkt geltenden Aktienkurs. Der An-
passungsfaktor A sowie die relativen Ge-
wichte werden von der Deutschen Borse
online zur Verfiigung gestellt.

Bereinigung um Dividendenzahlungen

Da, im Gegensatz zu den einzelnen Ak-
tien, beim DAX keine Dividenden ausge-
schiittet werden, ist die Vergleichbarkeit
der entsprechenden risikoneutralen Dich-
ten von DAX und deren Basiswerten nicht
direkt gegeben. So ist etwa der diskontier-



te, zukiinftige Erwartungswert (unter dem
risikoneutralen Maf}) jeder Dividenden-
ausschiittenden Aktie unterhalb ihres ak-
tuellen Werts, wirend fiir den DAX als
Performance-Index der diskontierte, zu-
kiinftige Erwartungswert (wieder unter
dem risikoneutralen Maf}) mit dem heuti-
gen Wert des DAX {ibereinstimmen muss.
Zur Vergleichbarkeit muss demnach eine
Anpassung bzw. Bereinigung der DAX-
Call-Preise um eine (hypothetische) Divi-
dendenzahlung vorgenommen werden.
Diese Umrechnung machen wir fiir DAX-
Call-Optionen mittels der klassischen
BSM-Formel mit geschitzten Dividenden-
renditen und den tatsichlichen impliziten
Volatilititen der Marktpreise. Um die fik-
tiven Dividendenrenditen fiir den DAX zu
ermitteln, werden iiber den Zeitraum des
vergangenen Jahres alle ausgezahlten Di-
videnden der Basiswerte aufsummiert
und diese Summe durch den Endwert des
DAX dividiert. Die auf diese Weise ermit-
telte historische Dividendenrendite wird
als Schitzung fur die fiktive, zukiinftige
Dividendenrendite im DAX herangezo-
gen. Die in B Abb. 02 verwendete (blau
gezeichnete) Kurve an DAX-Call-Preisen
ist daher nicht die am Markt beobachtete,
sondern eine um fiktive Dividendenzah-
lungen bereinigte Kurve, welche etwas
unter den tatsichlichen Marktpreisen
liegt. Alternativ wire es auch méglich ge-
wesen, die risikoneutralen Dichten aller
Einzelaktien zu bereinigen, sie quasi um
die erwarteten Dividenden ,nach oben“ zu
verschieben.

Empirische Analyse

Die vorgestellten Methoden sollen nun
exemplarisch auf den deutschen Aktien-
markt angewandt werden, um Auskunft
iiber die Marktmeinung der Investoren
uiber zukiinftige Abhidngigkeiten zu erhal-
ten. Hierfiir greifen wir auf Call-Preise des
DAX sowie dessen Basiselemente zu, die
gewihlte Laufzeit ist T=1. Wihrend fiir
den Index europdische Optionen gehandelt
werden, sind fiur die Basiselemente oft
ausschlieRlich Optionen mit amerikani-
scher Ausiibungsweise verfiigbar. Diese
Inkonsistenz sollte jedoch kaum Auswir-
kung auf das Endergebnis haben.

Wir wihlen exemplarisch die Tage
1. Mirz 2010 sowie 4. Oktober 2011, wel-
che zwei verschiedene Marktphasen re-
prisentieren sollen. Eine Marktphase
charakterisieren wir anhand der Héhe der

impliziten Volatilitit. Der DAX-Volatili-
titsindex (VDAX) nimmt am 1. Mérz 2010
einen ,normalen” Wert an und entspricht
daher einem {iiblichen Handelstag. Am
4. Oktober 2011 dagegen herrscht eine
besonders hohe implizite Volatilitit, dies
soll fiir einen ,unruhigen“ Handelstag
stehen. Auch am Marktumfeld lisst sich
dieser Unterschied feststellen. Am
1. Mirz 2010 notierte der DAX bei 5714,95
Punkten und befand sich auf einem leich-
ten Aufwirtstrend im Vergleich zur Vor-
woche. Am Finanzmarkt wurden Ret-
tungsaktionen Griechenlands debattiert,
was Hoffnung unter den Marktteilneh-
mern mit Investitionen in griechischen
Anleihen verbreitete. Im Oktober 2011
hatte sich die Lage jedoch zugespitzt.
Griechenland konnte sein Versprechen
zur Senkung des Haushaltsdefizits nicht
einhalten, sodass sich Befiirchtungen ei-
nes Zahlungsausfalls Griechenlands ver-
dichteten. Weitere Hilfen fiir Griechen-
land wurden zwar diskutiert, lielen je-
doch auf sich warten. Auch im DAX
machten sich diese Unruhen bemerkbar.
Dieser fiel im Vergleich zur Vorwoche am

4. Oktober 2011 um gut 400 Punkte auf
einen Stand von 5216,71 Punkten.

Call-Optionspreiskurven unter den
Annahmen von Unabhingigkeit und
Komonotonie

» Abb. o2 zeigt den Vergleich der drei
Call-Optionspreiskurven fiir den 1. Mirz
2010 sowie den 4. Oktober 2011. Um si-
cherzustellen, dass eine ausreichende Li-
quiditit vorhanden ist, beschrinken wir
die Analyse auf Optionen mit einer Money-
ness von 0,8-1,3. Die tatsichlich am Markt
beobachtbaren Preise von DAX-Optionen
werden — wie erwartet — nach oben durch
die komonotone Call-Preiskurve begrenzt
und nach unten durch die unter Unabhin-
gigkeit berechneten Preise. Das hohere
Marktrisiko, welches durch Komonotonie
als Abhingigkeit impliziert wird, spiegelt
sich in einem hoheren Wert der Call-Opti-
onspreise wider. Unterhalb der tatsichli-
chen Preiskurve verliuft die Call-Preiskur-
ve, welche synthetisch unter der Annahme
von Unabhingigkeit zwischen den DAX-
Basiswerten ermittelt wurde. Weiter kann

» Abb. o2

DAX-Call-Preise (blau) sowie virtuelle Preise berechnet
unter einer Komonotonie-Annahme (rot) sowie Unabhingigkeit (gelb).
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mittels der Konvexitit der Call-Auszah-
lungsfunktion sowie Jensens Ungleichung
eine untere Schranke hergeleitet werden,
die fiir beliebige Abhingigkeitsstrukturen
gilt:

Call(T,K) = DF - Eo[(h(Syp, ---» Sur) = K)']
=DF. (w 1000 — K)*,
wobei E, [S;;] dem bis zur Laufzeit T auf-
diskontierten, aber um erwartete Dividen-
den bereinigten Ausgangskurs S,, ent-
spricht, da wir unter dem risikoneutralen
Maf arbeiten. Diese untere Schranke wird
aber in den tiblichen Modellen fur die
Randverteilungen nicht angenommen, da
eine solche untere Schranke eine besonde-
re Form von sogenannter Joint-Mixability
bendtigen wiirde, was bei Aktienkursen
mit Dichte auf [0,%) nicht moglich ist [vgl.
Wang, Wang 2015].

Bei einer Moneyness von 0,8 liegt der
beobachtbare Call-Preis an beiden Tagen
mittig zwischen dem unabhingigen und
dem komonotonen Preis mit einem Ab-
stand von +/— 200 Punkten. Wihrend die
Kurve der unabhingigen Call-Preise eine
starke Kriimmung aufweist, verlaufen die
komonotone und tatsichliche Preiskurve
nahezu parallel und deutlich flacher. Die
Kriimmung von Call-Preisen lisst sich all-
gemein tiber den Zusammenhang der
Griechen , Delta“ und , Vega“ herleiten. Es
gilt: je geringer die Volatilitit, umso grofRer
die Verinderung des Call-Preises fiir im
Geld gehandelte Optionen und umso klei-
ner fiir aus dem Geld gehandelte Optionen
bei einer Verinderung des Spotkurses.
Wihrend Komonotonie zwischen den Ein-
zelaktien die Varianz der Summe maxi-
miert, mit entsprechender maximaler Va-
rianz fir den so synthetisierten DAX, fingt
bei Unabhingigkeit schon das starke Ge-
setz der groflen Zahlen an zu wirken, so-
dass die Varianz einer Summe im vorlie-
genden Fall sehr gering ist. Dies erklirt den
starken Abfall der Kurve, welche die unter
Unabhingigkeit berechneten Preise abbil-
det. Die komonotone Preiskurve sowie die
tatsachliche Preiskurve verlaufen entspre-
chend flacher. Fiir eine Moneyness gréf3er
als 1,3 werden die Preisunterschiede der
Optionen wieder geringer und konvergie-
ren fiir Optionen mit einer sehr unwahr-
scheinlichen Ausiibung, das heifdt einem
Strikepreis der weit aus dem Geld liegt,
gegen die erwartete Auszahlung von null.

Die relative Lage der tatsichlichen Call-
Preise bietet bereits einen Hinweis auf die
Marktmeinung der Investoren. Verliuft die

Call-Preiskurve im oberen Bereich (nahe
der oberen Grenze; in rot gezeichnet), so
wird von den Marktteilnehmern offensicht-
lich eine starke, positive Abhingigkeit zwi-
schen den Einzelwerten vermutet. Liegt die
Kurve der Marktpreise jedoch nahe der
Preiskurve der unabhingigen Call-Preise,
so wird keine oder nur eine geringe Abhin-
gigkeit zukiinftiger Aktienkurse angenom-
men. Im direkten Vergleich sehen wir, dass
am 4. Oktober 2011 eine hohere Abhingig-
keit erwartet wird als noch am 4. Mirz 2010.

Wir wenden nun die zwei vorgestellten
Mafe an, welche Auskunft iiber das Level
an Abhingigkeit zwischen den Basis-
werten geben und werden damit Riick-
schliisse auf die Meinung der Markt-
teilnehmer ziehen. Die Ergebnisse sind in
» Abb. o3 dargestellt. Das Komonotonie-
Verhiltnis fillt monoton mit leichter
Kriimmung. Wie bereits angesprochen, ist
die Aussagekraft des Komonotonie-Ver-
hiltnisses fiir Optionen, die weit im Geld
gehandelt werden, eingeschrinkt, sodass
eine direkte Schlussfolgerung auf die
Furcht der Investoren im Kapitalmarkt un-
serer Einschitzung nach nicht ableitbar ist.

Das Komonotonie-Verhiltnis sowie das

Prospektive-AbhingigkeitsmaR.

Das Komonotonie-Verhiltnis approximiert
die Kurve des neu eingefiihrten Prospekti-
ven-Abhingigkeitsmafles am rechten In-
tervallrand. Im Gegensatz zum Komono-
tonie-Verhiltnis verlduft das Prospektive-
Abhingigkeitsmafl nicht monoton. Fiir
Optionen, die deutlich im Geld liegen, lie-
fert die Auswertung des prospektiven Ma-
es erheblich geringere Werte um 0,5. Die
Kurve erreicht in unserem Beispiel ihr Ma-
ximum fiir am Geld gehandelte Optionen
und fillt anschliefend analog zum Komo-
notonie-Verhiltnis mit steigender Money-
ness ab, der Verlauf dhnelt dem Vega einer
Call-Option.

Dem Prospektiven-Abhingigkeitsmafd
zufolge ist dies genau das Ausiibungspreis-
level, bei welchem die Furcht der Investo-
ren eines komonotonen Verhaltens der
Indexelemente am grofiten ist, bzw. fir
welches die stirkste positive Abhingigkeit
unterstellt wird. Generell variiert die unter-
stellte Abhidngigkeit fiir verschiedene Aus-
tuibungspreise nicht so stark wie bei der
Messung anhand des Komonotonie-Ver-
hiltnisses. Die Tatsache, dass sowohl das
Komonotonie-Verhiltnis als auch das Pro-

» Abb. o3
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spektive-Abhingigkeitsmafl am linken
Intervallrand hohere Werte annehmen,
kann ebenfalls mit der Angst der Investo-
ren vor einem Marktzusammenbruch be-
griindet werden.

Zusammenfassung

Wir haben anhand des DAX illustriert, wie
aus Preisen von Index-Optionen ein Maf
fiir die implizit gehandelte, zukiinftige Ab-
hangigkeit zwischen den Basiswerten er-
stellt werden kann. Diese Grée kann Auf-
schluss dariiber geben, ob die Marktteilneh-
mer aktuell von ,viel* oder ,wenig" Abhin-
gigkeit ausgehen. Um die Frage im Titel
aufzugreifen: Es kann zwar ein Maf fiir das
Level an Abhingigkeit abgeleitet werden,
nur schwerlich aber fiir die genaue Gestalt
der Abhingigkeit, da hierfiir die Menge an
verfiigbaren Informationen / Index-Optio-
nen nicht ausreichend ist.
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