Risikomanagement mit Sprungprozessen (Teil 3)

Optionsbewertung in exponentiellen
Lévy-Modellen

In Teil 1 unserer Serie ,Risikomanagement mit Sprungprozessen“ (vgl. RISIKO MANAGER 15/2014) lernten wir
Lévy-Prozesse als niitzliches Werkzeug fiir die Modellierung von Preisprozessen mit Spriingen kennen. Wir
fihrten die Klasse der exponentiellen Lévy-Modelle ein und behandelten statistische Eigenschaften und Metho-
den zur Parameterschitzung. Dabei sahen wir, dass Lévy-Modelle einige am Markt beobachtbare Phanomene,
wie beispielsweise schwere Rander der Renditen oder die Asymmetrie von Gewinnen und Verlusten, sehr gut be-
schreiben kénnen. In diesem Kapitel widmen wir uns der Optionsbewertung innerhalb der Lévy-Modellklasse.

n exponentiellen Lévy-Modellen nimmt

der Preisprozess einer Aktie die Form
S(t) = S(0) exp{X(t)}, t= 0 an, wobei der
Exponent X einen Lévy-Prozess bezeichnet.
Im Vergleich zum Black-Scholes-Modell
wird also die Brown'sche Bewegung mit
Drift durch einen Lévy-Prozess ersetzt. Im
Black-Scholes-Modell sind geschlossene
Formeln fiir die Preise von europiischen
Put- und Call-Optionen bekannt. Dies ist im
Allgemeinen fiir Lévy-Modelle nicht der Fall,
und man muss auf numerische Methoden
oder Simulationsverfahren zuriickgreifen.

Der Wert einer Option lisst sich be-
kanntlich berechnen als die diskontierte
erwartete Auszahlung der Option beziig-
lich eines risikoneutralen Mafes. Im
Black-Scholes-Modell kann dieses dquiva-
lente Martingalmafl eindeutig bestimmt
werden. Damit existiert auch eine eindeu-
tige Bewertungsregel. In Lévy-Modellen
gibt es im Allgemeinen kein eindeutiges
Martingalmaf3, sondern unendlich viele,
was mit der Unvollstindigkeit des Markts
zusammenhingt. Das heifit, dass im Ver-
gleich zum Black-Scholes-Modell, Derivate
nicht perfekt repliziert werden kénnen.
Die Arbeiten von Delbaen und Schacher-
mayer [vgl. Delbaen/Schachermayer 1998]
und Cherny und Shiryaev [Cherny/
Shiryaev 2002] geben einen guten Uber-
blick zur Arbitragefreiheit und Beziehung
zu dquivalenten Martingalmaflen in diesen
unvollstindigen Mirkten.

Im ersten Abschnitt werden wir das Kon-
zept der Lévy-Mafle kennenlernen, das wir
benétigen, um die Lévy-Khintchine-Formel
zu verstehen. Diese Formel wird spiter
unter anderem zur Bestimmung eines ri-
sikoneutralen dquivalenten Martingalma-
es benotigt. Weiterhin besprechen wir ein
paar Eigenschaften der Lévy-Mafe und be-
trachten diese genauer anhand von Bei-

spielen. Die Lévy-Khintchine-Formel er-
laubt eine sehr intuitive Zerlegung eines
Lévy-Prozesses in drei unabhingige Pro-
zesse, namlich die Zerlegung in einen de-
terministischen Drift, eine Brown'sche
Bewegung und einen Sprungteil. Im zwei-
ten Abschnitt kiimmern wir uns um den
Maflwechsel zu einem risikoneutralen
dquivalenten Martingalmaf3, die Esscher-
Transformierte. Wie eingangs erwihnt,
gibt es unendlich viele solche Mafle. Die
Esscher-Transformierte hat allerdings die
besondere Eigenschaft der Strukturerhal-
tung, dass heiflt der diskontierte Preispro-
zess ist beziiglich dem neuen Maf} nach
wie vor ein exponentieller Lévy-Prozess,
allerdings mit einer anderen Verteilung.
Ein weiterer Grund, warum wir uns diesen
speziellen MaRRwechsel anschauen ist, dass
die Verteilung beziiglich der Esscher-
Transformierten fiir sehr viele Lévy-Prozes-
se bekannt ist. Um den Maflwechsel zu
illustrieren, werden wir uns zwei Beispie-
len widmen, dem klassischen Black-Scho-
les-Modell und dem NIG-Modell. Abschlie-
Rend geben wir einen kurzen Uberblick,
welche Mdglichkeiten es gibt, die erwarte-
te diskontierte Auszahlung beztiglich der
Esscher-Transformierten zu berechnen,
um Optionen bewerten zu kénnen. Hier
betrachten wir drei Methoden: die Monte-
Carlo-Methode, die Fourier-Methode
und die PIDE (Partielle

Differentialgleichung)-Methode.

Integro-

Lévy-Mafie und die Lévy-
Khintchine-Formel

Aus den vorherigen Kapiteln wissen wir,
dass Lévy-Prozesse im Allgemeinen nicht-
stetig sind. Um die Unstetigkeitsstellen
eines Lévy-Prozesses {X(t), t= 0} zu be-
schreiben, definierten wir den Sprungpro-

zess AX(t) = X(t) — X(t-), 0=t =< T, wobei
X(t—) den linksseitigen Grenzwert dar-
stellt, also X(t—) = lim,,X(s). Wir haben
bereits Lévy-Prozesse kennengelernt, die
in endlicher Zeit unendlich oft springen.
Die Summe der Spriinge muss dabei nicht
unbedingt konvergieren. Es kann also vor-

kommen, dass

Z AX(s) = o, f.s.

{s=st}

Immer gilt jedoch, dass die Summe der
quadrierten Spriinge konvergiert, d.h.

AX(s)® <o, fs.
{sst}

Im folgenden Abschnitt fithren wir mit
dem Lévy-Maf3 ein niitzliches Werkzeug
zur Analyse der Spriinge von Lévy-Prozes-
sen ein. Wir starten mit dem Lévy-Maf fiir
Compound-Poisson-Prozesse und erwei-
tern dieses anschlieRend zum Lévy-Maf
fiir allgemeine Lévy-Prozesse.

Lévy-Mat fiir Compound-Poisson-
Prozesse

Fiir einen Compound-Poisson-Prozess
{L(t), t = 0} mit Intensitit & und Sprung-
hohendichte f, kennen wir bereits aus dem
ersten Kapitel dieser Serie die Cumulant-
Funktion (vgl. » Gleichung o01).

Mithilfe von v(A) = a f,(A), A C R lisst
sich dies umschreiben zu » Gleichung oz.

Das MaR v, das fiir a =1 kein Wahr-
scheinlichkeitsmafl mehr darstellt, be-
zeichnen wir als das Lévy-Maf des Com-
pound-Poisson-Prozesses. Anschaulich
beschreibt v(A) die erwartete Anzahl von
Spriingen, deren Sprunghéhen in der
Menge A liegen, in einem Zeitintervall der
Linge Eins. Im Spezialfall von Compound-
Poisson-Prozessen ist das Lévy-Maf also
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gegeben als Produkt von Intensitit und
Sprunghdhenverteilung. Das Lévy-Maf
von Lévy-Prozessen ist im Allgemeinen
nicht durch ein solches Produkt darstell-
bar. Wir werden nun das Lévy-Maf} fur
allgemeine Lévy-Prozesse definieren.

Lévy-Mat fiir allgemeine
Lévy-Prozesse

Fiir einen Lévy-Prozess {X(t), t= 0} und
einer Menge A C R definieren wir das
Sprungmaf$ von X durch » Gleichung o3,
wobei # die Anzahl der Elemente in der
entsprechenden Menge angibt.

Das Sprungmafl zihlt also schlichtweg
die Spriinge des Prozesses X, die mit
Sprunghdhe in A bis zum Zeitpunkt ¢ ein-
treten. Mithilfe des Sprungmafles lasst
sich nun das Lévy-Maf v fiir X definieren
als P Gleichung o4.

Somit kénnen wir das Lévy-Maf inter-
pretieren als die erwartete Anzahl pro Zeit-
einheit Eins auftauchender Spriinge, deren
Sprunghdhe in A liegt. Die Definition des
Lévy-Mafes fiir allgemeine Lévy-Prozesse
ist also konsistent zu dem bereits erwihn-
ten Spezialfall von Compound-Poisson-
Prozessen. Weiterhin lisst sich im Fall von
V(A) < o zeigen, dass das Sprungmaf
J(w,t,A) ein Poisson-Prozess mit Intensitit
v(A) ist [vgl. zum Beispiel Theorem 19.2 in
Sato 1999].

Einige Eigenschaften des Lévy-Mafles

Wir schauen uns nun die wichtigsten
Eigenschaften von Lévy-Maflen an. Wei-
tere Eigenschaften und Beweise findet
der interessierte Leser in den Biichern
von Applebaum, Bertoin und Sato [vgl
Applebaum 2004, Bertoin 1996 und Sato
1999].

Ein Lévy-MaR v hat keine Masse am Ur-
sprung, das heifdt v({0}) = 0.

Auflerdem gilt, dass (1):

f |x|2 v(dx) < oo, f v(dx) < .
|x|s1 Ix|>1

400

KL(t)(u) = ta'f

—00

Kppu) = tf (e®™ — 1)v(dx),

—o0

(™ —1)fy(dx),

» Gleichung o1

u € R, t=0

» Gleichung o2

ueE R, t=0

» Gleichung o3

J(w; t,A) = # {0 < s < t,AX(s) € A}
= Z 15(AX(s)),

{s=t}

v(4) = E[J(w; 1,4)] = E

Da die Pfade von Lévy-Prozessen cadlag
sind, hat jeder Pfad nur eine endliche An-
zahl von Spriingen, deren Sprunghdhe
betraglich groRer als ein beliebig kleines
€ > 0 ist. Damit ist die Summe aller Spriin-
ge im Zeitintervall [0,t], die betraglich gré-
Rer sind als 1, endlich, das heifdt

Z AX($)1jax(s)|>1 <
{sst}

Im Gegensatz zur Summe der grofen
Spriinge (grofer als 1), kann die Summe
der kleinen Spriinge (kleiner als 1) unend-
lich sein. In diesem Fall ist das Lévy-Maf
nicht integrierbar. Genauer gilt:

« Ist v ein endliches Maf, das heifit o :=
V(R) = [ v(dx) < =, so kann man mit
f(dx) = v(dx) /o ein Wahrscheinlichkeits-
mafl definieren. Dabei gibt a die erwar-
tete Anzahl von Spriingen und f(dx) die
Verteilung der Sprunghéhen an.

» Gleichung o4

Z 1,(AX(s)) |-
{s=1}

« Ist »(R) = o, so werden unendlich viele
kleine Spriinge erwartet.

Besitzt ein Lévy-Mafl eine Dichte, so
nennt man diese auch Lévy-Dichte. Anhand
des Lévy-Mafdes, beziehungsweise der
Lévy-Dichte, kann man viele niitzliche In-
formationen iiber den Lévy-Prozess er-
fahren, beispielsweise Pfadeigenschaften.
» Abb. o1 zeigt die Lévy-Dichten eines
Compound-Poisson-Prozesses und eines
NIG-Prozesses. Die Parameter entsprechen
den an Marktdaten kalibrierten Parametern
aus dem vorangegangenen Kapitel unserer
Reihe. Hier lisst sich zum Beispiel ablesen,
dass der Compound-Poisson-Prozess nur
endlich viele Spriinge besitzt, wohingegen
es beim NIG-Prozess unendlich viele
Spriinge sind. Man spricht dann auch von
einem Lévy-Prozess unendlicher Aktivitit.

Ebenso tragt das Lévy-Mafl auch Infor-
mationen iiber die Endlichkeit der Momen-

» Gleichung o5

Yxy() = E[exp{iuX(t)}] = etKx® e R t>0,

wobel

u?o? .
Ky(u) = iua — —5 + f (e"™ — 1 —iux1y<,) v(dx).
R



Ky(u) = KDWw) + K@ W) + K®(u) + K® (u) mit

KD W) = iua,

K® () = flx|21(ei"x — 1v(dx), K®W(u) = fo

te des Lévy-Prozesses mit sich. Die End-
lichkeit der Momente ist nimlich be-
stimmt durch die Endlichkeit eines Inte-
grals beztiglich des Lévy-Mafles. Priziser
ausgedriickt: E[|X(t)|"] ist genau dann end-
lich, wenn [y, |x|"v(dx) < o0, £ = 0.

Lévy-Khintchine-Formel

Fiir jeden Lévy-Prozess {X(t), t = 0}, exis-
tiertein a € R, ein b > 0 und ein Lévy-Mafd
mit v ({0}) = 0, das (1) erfiillt, sodass die
charakteristische Funktion von X(t) gege-
ben ist durch die sogenannte Lévy-Khint-
chine-Formel, vgl. » Gleichung os.

Ein Beweis dieser Formel kann zum Bei-
spiel in Sato [vgl. Sato 1999, Theorem 8.1]
gefunden werden. Die Cumulant-Funktion
K, ist unabhingig vom Zeitpunkt ¢t und
kann als Summe von vier Funktionen ge-
schrieben werden, vgl. » Gleichung o6.

Nun schauen wir uns diese vier Summan-
den im Einzelnen an. Der erste Teil ent-
spricht gerade der Cumulant-Funktion ei-

u?0?

2 ’

K@) =—

<|x|<1

X(t) = z AX(S)Leciax(s)l<y — ¢ f

0<sst

Compound-Poisson-Prozess mit Intensitit
a=v(R\(-1,1)) und Sprunghshenverteilung
fldx) =v(dx) a1y, Um den vierten Teil zu
interpretieren, fithren wir den in » Glei-
chung o7 dargestellten Prozess ein.

Hier reprisentiert die Summe die (end-
lich vielen) Spriinge mit einer Sprunghé-
he, die betraglich grofer ist als ¢, aber
kleiner als 1. Das Integral entspricht dem
durchschnittlichen Wert der Summe. Die-
se beiden Terme miissen immer gemein-
sam betrachtet werden, da im Allgemeinen
keiner der beiden Ausdriicke gegen einen
endlichen Grenzwert konvergiert, wenn

» Gleichung o6

(e™ — 1 — iux)v(dx).

» Gleichung o7

xv(dx).
e<|x|<1

man ¢ gegen 0 laufen lisst, die Differenz
allerdings schon. Anhand des Gesetzes der
groflen Zahlen kann man nimlich sehen,
dass X gleichmifRig gegen den Prozess
X® konvergiert, und im Grenzwert gilt
dann [siehe Theoreme 19.2 und 19.3 in
Sato 1999] » Gleichung o8.

Kommen wir nun zur Interpretation von
K® zurtick und dem Grund, warum der
Prozess X¥ eingefithrt wurde. Die Cumu-
lant-Funktion von X“ entspricht gerade
K®. Der urspriingliche Lévy-Prozess kann
also wiederum auch in vier Teile separiert
werden, vgl. » Gleichung oq.

» Gleichung o8

nes linearen Prozesses (Drift) mit Parame- @
ter a, der zweite Teil gehort zu einer X (t) = Z AX (S )1{0<|AX(5)|<1} -t xv (dx)
Brown‘schen Bewegnung mit Volatilitits- 0<s<t 0<|x|<1
koeffizient o und der dritte Teil zu einem
" . . o q » Abb. o1
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Jeder Lévy-Prozess besitzt demnach eine
Darstellung der obigen Form bestehend
aus einem konstanten Drift, einer
Brown'schen Bewegung, einem Com-
pound-Poisson-Prozess und einem reinen
Sprungmartingal. Diese Aufteilung nennt
man die Lévy-It6-Zerlegung eines Lévy-Pro-
zesses. Das Triple (a,0%v) bestimmt also
die Verteilung von {X(t), t=0} und wird als
Lévy-Khintchine-Triple bezeichnet.

Die Esscher-Transformation

Der Preis einer Call-Option mit Strike K
und Laufzeit Tist bekanntlich gegeben als
die diskontiert erwartete Auszahlung unter
einem iquivalenten Martingalmaf, vgl. »
Gleichung 10.

Um also den Optionspreis zu bestim-
men, muss man zunichst ein risikoneu-
trales Mafl Q spezifizieren. Da der Markt
in einem exponentiellen Lévy-Modell un-
vollstindig ist, gibt es (unendlich) viele
Wege ein risikoneutrales Mafl zu wihlen.
Hier méchten wir uns auf eine der bekann-
testen Vorgehensweisen konzentrieren,
die Esscher-Transformation. Andere dqui-
valente Martingalmafle kann man zum
Beispiel in den Arbeiten von Fujiwara und
Miyahara, Jeanblanc et al. sowie Schweizer
[vgl. Fujiwara und Miyahara 2003, Jean-
blanc et al. 2007 sowie Schweizer 1994]
finden.

Die Esscher-Transformation wurde im
Rahmen von effizienter Derivatebewer-
tung in exponentiellen Lévy-Modellen als
erstes von Gerber und Shiu [vgl. Gerber/
Shiu 1994] behandelt und spiter auch auf
allgemeinere Modellklassen, wie zum Bei-
spiel Modelle mit stochastischer Volatilitit,
erweitert [vgl. zum Beispiel Hubaleck/
Sgarra 2009]). Die Esscher-Transformierte
ist ein strukturerhaltendes Martingalmaf?,
dergestalt dass Lévy-Prozesse im alten Mafd
P auch wiederum im neuen Mafl Q Lévy-
Prozesse sind, allerdings mit verindertem
Lévy-Khintchine-Triple. Das Ziel ist nun
das neue Lévy-Khintchine-Triple in Abhin-
gigkeit vom alten Triple darzustellen, um
die Verteilung des Lévy-Prozesses beziig-
lich der Esscher-Transformierten @ zu
beschreiben.

sst

» Gleichung og

xv(dx) |
0<|x|<1

» Gleichung 10

C(T,S,K) = e Eol(S(T) — K)*].

dQ = Z(t)dP, mit Z(t) =

lE[eGX(t)S(O)e—TteX(t)}]
]E[eex(t)]

=50) &

» Gleichung 11

20X()

W, t=0.

» Gleichung 12

]E[e(0+1)X(t)]

Lt 1 _ ert
]E[eOX(t)]

» Gleichung 13

i=a+0%0+ f (% — D)x1gyyv(dx), 62 =02 ¥(dx) = e v(dx).
R

Wir modellieren den diskontierten
Preisprozess via S(t) = S(0) exp{—rt+X(£)},
0<t<T, wobei {X(t), =0} ein Lévy-Prozess
mit Lévy-Khintchine-Triple (a,0%,v) ist. Sei
OER so gewihlt, dass [, [x]"v(dx) < oo.
Dann ist die Esscher-Transformierte gege-
ben durch » Gleichung 11.

Um die Martingaleigenschaft des dis-
kontierten Preisprozesses beziiglich des
neuen Mafles Q sicherzustellen, muss un-
ter anderem verifiziert werden, dass fiir
jede Zeit t=0 gilt: Eg[S(f)]=E4[S(0)]=S(0).
Dies ist dquivalent zu P Gleichung 12.

Die Existenz und Eindeutigkeit des Pa-
rameters 0 € R, der diese Bedingung er-
fuillt, wird zum Beispiel in Gerber and Shiu
[vgl. Gerber/Shiu 1994] besprochen.

Das neue Lévy-Khintchine-Triple

Der Prozess {X(t), t=0} bleibt ein Lévy-
Prozess unter der Esscher-Transformierten

20X(®)
Z(t) = ————
E[/X®]

mit neuem Lévy-Khintchine-Triple
(a,3%7), vgl. » Gleichung 13.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf Hu-
baleck und Sgarra [vgl. Hubaleck/Sgarra
2005]. Im Folgenden prisentieren wir
zwei Beispielmodelle, das bekannte Black-
Scholes-Modell und das NIG-Modell, und
geben jeweils die Esscher-Transformierte
an.

Beispiel 1 (Black-Scholes-Modell)

Der diskontierte Preisprozess ist gegeben
als geometrische Brown'sche Bewegung,
also S(t)=S(0) exp{(~r+a)t+aW(t)}, Ot<T,
wobei W eine Brown'sche Bewegung ist.
Das Lévy-Khintchine-Triple des Exponen-
ten hat also die Form (a,6%,0). Die Dichte
der Esscher-Transformation ist gegeben
durch P Gleichung 14.

Der Parameter € muss die Martingalbe-
dingung erfiillen vgl. » Gleichung 15.

» Gleichung 14

1
= exp {BGW(t) ~5 Gzazt}.



Es folgt, dass X nach wie vor ein Wiener
Prozess ist und beziiglich der Esscher-
Transformierten sieht das neue Lévy-
Khintchine-Triple wie folgt aus:

1
i=r—=0?% &% =0?

> 7(dx) =0

Da der Markt im Black-Scholes-Modell
vollstindig ist, gibt es genau ein risikoneu-
trales dquivalentes Martingalmaf3. Damit
muss natiirlich die Esscher-Transformierte
mit dem bekannten risikoneutralen Maf
im Black-Scholes-Modell iibereinstimmen,
was auch der Fall ist. Mithilfe dieses Mar-
tingalmafles lassen sich nun die bekann-
ten geschlossenen Formeln fiir Put- und
Call-Optionen herleiten.

Beispiel 2 (NIG-Modell)

Die NIG-Verteilung haben wir bereits sehr
ausfiihrlich in den beiden ersten Teilen
dieser Artikelserie kennengelernt. Im NIG-
Modell wird der diskontierte Preisprozess
als exponentieller NIG-Prozess modelliert,
das heiflt S(t) = S(0) exp{-rt + X(t)},0 <t <
T, wobei X(1) ~NIG(a, B, i1, 8), tER, § €
(0,), || < a. Hubaleck und Sgarra [vgl.
Hubaleck/Sgarra 2005] haben gezeigt, dass
die Esscher-Transformierte im NIG-Modell
genau dann existiert, wenn fiir die Parame-
ter giltt x> 1/2 und @ < 9 V2a—1. In
diesem Fall ist X beziiglich des MaRes Q
wieder ein NIG(a, f8, u, 0 + )-Prozess (vgl.
» Gleichung 16).

Im Gegensatz zum Black-Scholes-Mo-
dell sind im NIG-Modell sowie in den al-
lermeisten anderen Lévy-Modellen keine
geschlossenen Formeln fiir europiische
Put-und Call-Preise bekannt. Somit muss
man die erwartete diskontierte Auszahlung
beziiglich der Esscher-Transformierten
entweder durch die Monte-Carlo-Methode
simulieren oder man greift auf numeri-
sche Verfahren zuriick. Im folgenden Ab-
schnitt werden wir die einzelnen Méglich-
keiten ansprechen.

Optionsbewertung

Die Bewertung Europiischer Optionen
hingt im Wesentlichen von der Verteilung
des Basiswerts zum Zeitpunkt der Options-
falligkeit ab. In vielen Modellen kann diese
Verteilung nicht geschlossen ausgewertet
werden, und man ist gezwungen, numeri-
sche Verfahren zu finden, um den Options-
preis zu approximieren. Im Folgenden stel-
len wir drei mogliche Vorgehensweisen vor.

» Gleichung 15

1 1 1
rt=(0+1)at+z(0+1)202t—9at+20202t s r=a+002+562.

» Gleichung 16

exp(—rT) ¢~X(T)+§(x —(a+1)i)

» Gleichung 17

e (Joooe‘ixkqbr(x)dx)

» Gleichung 128

pr(x) =

Fourier-Methode

Die Fourierinversion stellt eine Methode
dar, die charakteristische Funktion zu ,in-
vertieren®, die zugrunde liegende Vertei-
lung zu extrahieren und den Optionspreis
in numerisch effizienter Art und Weise zu
bestimmen. Da wie angesprochen expo-
nentielle Lévy-Modelle durch die Cumu-
lant-Funktion des involvierten Lévy-Pro-
zesses charakterisiert sind, stellt die Fou-
rierinversionsmethode in dieser Modell-
klasse eines der gebriuchlichsten
Werkzeuge zur Bewertung von Finanzpro-
dukten dar. Als wegweisend kénnen in

Anzeige

al+a—x2+iQa+1)x

, x>0,

diesem Zusammenhang der Artikel von
Carr und Madan [vgl. Carr/Madan 1999]
und die Arbeit von Raible [vgl. Raible 2000]
angesehen werden. Die Autoren zeigen auf,
dass unter bestimmten technischen Vor-
aussetzungen der Preis C(T,S,K) einer
Europiischen Option mit Filligkeit 7 und
k := In(K) berechnet werden kann mittels
» Gleichung 17, wobei die Funktion Re( )
den Realteil beschreibt, a > 0 eine zur An-
wendbarkeit der Inversionsformel notwen-
dige Konstante ist und » Gleichung 13
neben dem risikolosen Zinssatz rund dem
logarithmierten Startwert  =In(S(0))die fur
das Pricing zentrale charakteristische
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» Gleichung 19

N
— 1
C (15K ==Y (5(T) — K)*.
k=1

Funktion z/jx(T)Jr( des logarithmierten Ak-
tienkurses In(S(T)) beziiglich der Esscher-
Transformierten enthilt.

Letzterer lisst sich auf die charakteristi-
sche Funktion des S(T)=S(0)exp(X(T)) zu-
grunde liegenden Lévy-Prozesses X zum
Zeitpunkt T iiberfithren, wodurch deutlich
wird, dass die obige Formel fiir C(T, S, K)
die Auswertung und Aggregation der cha-
rakteristischen Funktion des Lévy-Prozes-
ses Werte auf der positiven Halbachse (0,%)
erfordert. Wie das Integral fiir den Call-
preis effizient und simultan fiir verschie-
dene Ausiibungspreise K berechnet wer-
den kann, wird im nichsten Teil unserer
Artikelserie erliutert, welcher die soge-
nannte Fast-Fourier-Transformation be-
leuchtet.

PIDE-Methode

Eine Alternative zur Fourier-Methode bil-
det das numerische Losen der zum Opti-
onspreis gehérenden Partiellen Integro-
Differentialgleichung (engl. PIDE). Nach
dem Feynman-Kac-Theorem [vgl. Hilber et.
al. 2013] entspricht der Preis einer Option
nicht nur einem berechneten Erwartungs-
wert, sondern gleichzeitig der Losung u(t,
x) einer Differentialgleichung der Art

du(t,x) + Au(t,x) +ru(t,x) =0,

u(0,x) = g(e”).

Der Operator A enthilt nun in anderer
Form alle Informationen, die bisher durch
das Lévy-Khintchine-Triple modelliert wur-
den, wihrend die Anfangsbedingung in der
zweiten Zeile das Auszahlungsprofil der
Option bei Maturitit reprisentiert. Durch
die Uberfiihrung von Erwartungswerten in
PIDEs werden aus stochastischen Objekten
deterministische, deren Behandlung neue
Ansitze erfordern. Mit Methoden zum nu-
merischen Losen solcher Differentialglei-
chungen beschiftigen wir uns in einem
spiteren Kapitel dieser Serie.

Monte-Carlo-Simulation
Die dritte Mglichkeit den Optionspreis zu

berechnen, ist die sehr hiufig genutzte
Monte-Carlo-Simulation. Im Vergleich zu

den beiden anderen numerischen Metho-
den ist sie um ein Vielfaches langsamer,
jedoch lassen sich damit auch sehr kom-
plexe exotische Derivate bewerten, fiir die
keine effizienten numerischen Methoden
bekannt sind. Die Idee ist, den terminalen
Aktienpreis S(T) N-mal gemif der Vertei-
lung des Lévy-Prozesses zu simulieren.
Anschlieflend berechnet man aus den si-
mulierten Werten S(T,), fiirk=1, ..., N den
Optionspreis und mittelt tiber alle Simula-
tionen (vgl. » Gleichung 19).

Mit dem Gesetz der groRRen Zahlen lasst
sich zeigen, dass dieser angeniherte Opti-
onspreis fiir N = o gegen den tatsichli-
chen Preis konvergiert, also Cn (T,S,K) —
C(T, S, K). Fur mehr Details zur Monte-
Carlo-Methode verweisen wir auf die le-
senswerten Biicher von Glassermann und
Korn et al. [vgl. Glassermann 2003 sowie
Korn et. al. 2010]. O

Fazit und Ausblick

In diesem eher technischen Kapitel lernten
wir die Werkzeuge kennen, die man bené-
tigt, um in exponentiellen Lévy-Modellen
Europdische Optionen zu bewerten. Dazu
gehdren das Konzept der Lévy-Mafle sowie
die Lévy-Khintchine-Formel. Als dquivalen-
tes Martingalmaf fokussierten wir uns auf
die Esscher-Transformierte, die es auf recht
einfache Art erméglicht, in Lévy-Modellen
risikoneutral zu bewerten. Abschlief}end
motivierten wir numerische Verfahren zur
effizienten Berechnung von Optionsprei-
sen. Im Vergleich zu der sehr zeitaufwindi-
gen Bewertung durch eine Monte-Carlo-
Simulation, sind die Fourier-Methode und
die PIDE-Methode in der Lage, Européische
Optionen in Lévy-Modellen sehr effizient zu
bewerten. In den folgenden zwei Artikeln
dieser Serie werden wir diese beiden Ver-
fahren genauer unter die Lupe nehmen.
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